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摘 要：本文使用变分法推导诺特定理，并以整体 U(1)对称性为例进行了说明。先不

考虑对称变换的整体性，即允许局域化的变换，写出变换后的作用量作为变换场自由度 𝜃(𝑥)

的函数 ̃𝑆 (𝜙, 𝜕𝜇𝜙, 𝜙†, 𝜕𝜇𝜙†, 𝜃, 𝜕𝜇𝜃)。使用最小作用量原理，可以得到依赖于整体对称性条件

𝜕𝜇𝜃(𝑥) ≡ 0的守恒流方程。
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我打算写这样一个系列，由两篇文章组成。这是第一篇文章，讨论诺特定理新推导方法。

第二篇文章在这篇文章的基础上讨论规范化（gauged）U(1)流的守恒条件问题。

1 引言

在我看过的场论（经典场论或量子场论）教材中，诺特定理的推导方法大致有两种。一

种方法 [1-2]是考虑连续对称变化导致的场发生无穷小变化，而对称性要求拉格朗日密度不改

变，即
𝜕ℒ
𝜕𝜑𝑎

𝛿𝜑𝑎 + 𝜕ℒ
𝜕𝜕𝜇𝜑𝑎

𝛿𝜕𝜇𝜑𝑎 = 0, (1)

再把拉格朗日方程
𝜕ℒ
𝜕𝜑𝑎

= 𝜕𝜇
𝜕ℒ

𝜕𝜕𝜇𝜑𝑎
, (2)

代入(1)的第一项，就可以将(1)的两项合并为

𝜕𝜇 ( 𝜕ℒ
𝜕𝜕𝜇𝜑𝑎

𝛿𝜑𝑎) = 0, (3)
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从而可以定义出守恒流

𝑗𝜇 = 𝜕ℒ
𝜕𝜕𝜇𝜑𝑎

𝛿𝜑𝑎, 𝜕𝜇𝑗𝜇 = 0. (4)

第二种方法 [3]则是把连续对称变换局域化，即考虑的是 𝛿𝜑𝑎 = 𝜃(𝑥)𝐾，𝐾 为原变换的生成
元。局域化后的变换就不再是对称变换了，作用量会改变

𝛿𝑆 = ∫ d4𝑥𝑗𝜇𝜕𝜇𝜃(𝑥), (5)

然后再强行让局域化变换后的理论仍然是物理的，即假设无穷小变换是作用在满足运动微分

方程的真实场位形上，于是可以使用最小作用量原理 𝛿𝑆 = 0，从而分部积分得到

− ∫ d4𝑥𝜕𝜇𝑗𝜇𝜃(𝑥) = 0, (6)

根据 𝜃(𝑥)的任意性即得流守恒方程
𝜕𝜇𝑗𝜇 = 0. (7)

这两种方法各有弊端。前者总是有一点数学上的不严谨，如此定义的守恒流里包含了无穷小

量，在实际的定义中总要另加修饰，而且这样的方法很难看出规范对称性为何不是真实的对

称性，不对应守恒流。而后者在物理思路上是很奇怪的，明明是要推真实的对称性的守恒流，

却要考虑把变换给局域化才能算出来。

下面我提出的方法思想上来源于后者，但是又结合了前者的技巧把这思路给理顺了。可

以看作是两种方法的缝合，但没有在任何教材和文献上看到过。

2 整体 U(1)对称性

诺特定理指出，一个连续对称性，一定对应着一个守恒流。

不失一般性地，我们以整体 U(1)对称性为例推导诺特定理。再不失一般性地，考虑这样

一个模型，它具有整体 U(1)对称性。我们的模型是自由复标量场

ℒ = 𝜕𝜇𝜙†𝜕𝜇𝜙 − 𝑚2𝜙†𝜙, (8)

𝑆 = ∫ d4𝑥ℒ. (9)

考虑 U(1)变换为

𝜙(𝑥) → ̃𝜙(𝑥) = ei𝑞𝜃(𝑥)𝜙(𝑥), (10)

𝜙†(𝑥) → ̃𝜙†(𝑥) = e−i𝑞𝜃(𝑥)𝜙†(𝑥), (11)

其中 𝑞为场的 U(1)荷，𝜃(𝑥)是可以连续取值的实数，故 U(1)变换为连续变换。当 𝜕𝜇𝜃(𝑥) ≡ 0
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时，即 𝜃值不随时空变化，那么这个变换是全局的，我们称之为整体 U(1)变换。不难发现，在

整体 U(1)变换下，拉格朗日密度和作用量是不变的

ℒ → ̃ℒ = 𝜕𝜇 ̃𝜙†𝜕𝜇 ̃𝜙 − 𝑚2 ̃𝜙† ̃𝜙 = 𝜕𝜇 (ei𝑞𝜃𝜙)† 𝜕𝜇 (ei𝑞𝜃𝜙) − 𝑚2 (ei𝑞𝜃𝜙)† (ei𝑞𝜃𝜙) = ℒ, (12)

𝑆 → ̃𝑆 = ∫ d4𝑥 ̃ℒ = ∫ d4𝑥ℒ = 𝑆, (13)

可见复标量场具有整体 U(1)对称性。变换后的拉格朗日密度 ̃ℒ (𝜙, 𝜕𝜇𝜙, 𝜙†, 𝜕𝜇𝜙†, 𝜃, 𝜕𝜇𝜃)和作
用量 ̃𝑆 (𝜙, 𝜕𝜇𝜙, 𝜙†, 𝜕𝜇𝜙†, 𝜃, 𝜕𝜇𝜃)也是描述自由复标量场的。

3 从变分法导出整体 U(1)流和诺特定理

我们直接对上面这种形式的作用量变分

𝛿 ̃𝑆 = ∫ d4𝑥 [ 𝜕 ̃ℒ
𝜕𝜙† 𝛿𝜙† + 𝜕 ̃ℒ

𝜕𝜕𝜇𝜙† 𝛿𝜕𝜇𝜙† + 𝜕 ̃ℒ
𝜕𝜙 𝛿𝜙 + 𝜕 ̃ℒ

𝜕𝜕𝜇𝜙𝛿𝜕𝜇𝜙 + 𝜕 ̃ℒ
𝜕𝜃 𝛿𝜃 + 𝜕 ̃ℒ

𝜕𝜕𝜇𝜃𝛿𝜕𝜇𝜃] , (14)

前四项我们可以很容易写成熟悉的分部积分，并丢掉边界项，因为边界即无穷远处变分为零，

𝛿 ̃𝑆 = ∫ d4𝑥 [( 𝜕 ̃ℒ
𝜕𝜙† − 𝜕𝜇

𝜕 ̃ℒ
𝜕𝜕𝜇𝜙† ) 𝛿𝜙† + (𝜕 ̃ℒ

𝜕𝜙 − 𝜕𝜇
𝜕 ̃ℒ

𝜕𝜕𝜇𝜙) 𝛿𝜙 + 𝜕 ̃ℒ
𝜕𝜃 𝛿𝜃 + 𝜕 ̃ℒ

𝜕𝜕𝜇𝜃𝛿𝜕𝜇𝜃] , (15)

注意这里的 ̃ℒ虽然和 ℒ在 𝜕𝜇𝜃(𝑥) ≡ 0条件下是相等的，但是 ̃ℒ本身具有与 ℒ不同的函数形
式。而且这里 𝜕𝜇𝜃(𝑥) ≡ 0并不被看作变分约束，而只是类似于 on-shell条件。在 off-shell变

分时，我们允许 𝜕𝜇𝜃(𝑥) ≠ 0，变分后的作用量 ̃𝑆 不一定是物理的，不一定是描述自由复标量
场的作用量。我们可以显示地写出 ̃ℒ的函数形式

̃ℒ = 𝜕𝜇 (ei𝑞𝜃𝜙)† 𝜕𝜇 (ei𝑞𝜃𝜙) − 𝑚2 (ei𝑞𝜃𝜙)† (ei𝑞𝜃𝜙)
= 𝜕𝜇𝜙†𝜕𝜇𝜙 − 𝑚2𝜙†𝜙 + i𝑞 [𝜙† (𝜕𝜇𝜙) − (𝜕𝜇𝜙†) 𝜙] 𝜕𝜇𝜃 + 𝑞2𝜙†𝜙𝜕𝜇𝜃𝜕𝜇𝜃, (16)

由此可以计算

𝜕 ̃ℒ
𝜕𝜃 = 0, 𝜕 ̃ℒ

𝜕𝜕𝜇𝜃 = i𝑞 [𝜙† (𝜕𝜇𝜙) − (𝜕𝜇𝜙†) 𝜙] + 2𝑞2𝜙†𝜙𝜕𝜇𝜃, (17)

这里记

𝑗𝜇 = i𝑞 [𝜙† (𝜕𝜇𝜙) − (𝜕𝜇𝜙†) 𝜙] , (18)
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后面我们将说明，此即整体 U(1)守恒流。我们把 ̃ℒ的具体形式带回变分(15)中得

𝛿 ̃𝑆 = ∫ d4𝑥 [− (𝑚2𝜙 + 𝜕𝜇𝜕𝜇𝜙) 𝛿𝜙† − (𝑚2𝜙† + 𝜕𝜇𝜕𝜇𝜙†) 𝛿𝜙 + (𝑗𝜇 + 2𝑞2𝜙†𝜙𝜕𝜇𝜃) 𝛿𝜕𝜇𝜃] , (19)

最后一项做分部积分，并丢掉边界项，

𝛿 ̃𝑆 = ∫ d4𝑥 [− (𝑚2𝜙 + 𝜕𝜇𝜕𝜇𝜙) 𝛿𝜙† − (𝑚2𝜙† + 𝜕𝜇𝜕𝜇𝜙†) 𝛿𝜙 − (𝜕𝜇𝑗𝜇 + 2𝑞2𝜕𝜇(𝜙†𝜙𝜕𝜇𝜃)) 𝛿𝜃] .
(20)

最后，我们需要注意实际上 𝛿𝜙†, 𝛿𝜙, 𝛿𝜃 并不是独立的，我们不能直接由变分的任意性得到变
分项的系数分别为零。而是当满足运动方程

(𝜕𝜇𝜕𝜇 + 𝑚2) 𝜙 = 0, (𝜕𝜇𝜕𝜇 + 𝑚2) 𝜙† = 0, (21)

时，有

𝛿 ̃𝑆 = ∫ d4𝑥 [− (𝜕𝜇𝑗𝜇 + 2𝑞2𝜕𝜇(𝜙†𝜙𝜕𝜇𝜃)) 𝛿𝜃] , (22)

此时再由变分 𝛿𝜃的任意性得到

𝜕𝜇𝑗𝜇 + 2𝑞2𝜕𝜇(𝜙†𝜙𝜕𝜇𝜃) = 0. (23)

对于整体 U(1)对称性 𝜕𝜇𝜃(𝑥) ≡ 0，可以得到流守恒方程

𝜕𝜇𝑗𝜇 = 0. (24)

这样我们就推出了整体 U(1)对称性情况的诺特定理，注意最终结论(24)的成立是依赖于场的

运动方程和 𝜕𝜇𝜃(𝑥) ≡ 0条件的。在(22)中，我们可以直观地看出对称性与流守恒的关系。这

正是这个方法的独特之处：𝜕𝜇𝜃(𝑥) ≡ 0条件是最后才加上去的。这样可以方便看出真实对称
性和冗余的规范对称性的区别，后者不给出新的守恒流。

4 讨论

以上的推导是以 U(1)整体对称性为例的，也可以很容易地推广到其他的对称性中。这里

之所以以 U(1)为例，是因为本系列的第二篇文章就是要讨论 U(1)规范化（gauging）后的守

恒流问题。我上面提出的这种推导方法，很容易看出引入规范场的物理意义。欲知后事如何，

且听下回分解。
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