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费米子多体系统观测量的基于格林函数的计算
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摘 要：行列式量子蒙特卡罗算法（DQMC）通过引入辅助规范场来将费米子多体相互作用转化为单

体和局域场的相互作用，并将巨正则系综的费米子自由度积掉，用行列式来表示配分函数。DQMC中的观

测量可以由等时格林函数直接计算，量子蒙特卡罗的辅助场构型储存、Markov抽样过程也可以几乎完全由

格林函数控制。笔者最后提出了一个猜想，认为Markov抽样时序可以不依赖于虚时演化时步，从而DQMC

过程完全由格林函数的演化控制。
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1 引言

最近一年来，笔者与阴帅1（S. Yin）老师、曾植同学一起从事费米子多体系统预热化动力学普适理论的
研究，研究所用到的工具包括一个重要的数值计算方法，行列式量子蒙特卡罗算法（Determinant Quantum
Monte Carlo, DQMC）。

DQMC方法通过引入额外的辅助场自由度使费米子多体相互作用形式上解耦为单体和局域场的相互
作用，从而可以使用矩阵运算结合量子蒙特卡罗（QMC）的Markov方法来求解费米子多体系统在有限温
度的巨正则系综问题和零温的基态和虚时演化问题。从量子力学学习的角度而言，DQMC方法作为一种
从量子力学衍申出来的数值方法，本身却也已经包含量子力学最重要的物理哲学思想，即规范场（gauge
field）的思想、一个数学上先验的过程（定积分的逆运算）——引入局域的场量来构造系统的不可观测状
态，并保持可观测量的不变性。从 DQMC这样一个简单而直观的数值手段来理解规范场，即使对非相关
领域的学习者也是很有好处的。

格林函数（Green’s function）取代了配分函数在 DQMC计算中的核心地位。Markov chain的更新、观
测量的计算都依赖于格林函数，DQMC方法的高效性也来源于这种结构。DQMC的局限性和进一步发展
方向也都可以格林函数中看出。

本文以格林函数为线索梳理 DQMC的思路。在第2节我们首先介绍 DQMC的基础，包括行列式量子
蒙特卡罗的“行列式”变换、辅助场的引入、Markov方法的统计思想；作为蒙特卡罗方法最重要的两方
面，一是如何将可观测量与辅助场联系起来，这是我们在第3节讲述的内容；另一方面是如何具体数值模
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拟辅助场的演化，我们将在第4节讲述；最后第5节我们分析该方法可能的发展方向，并提出笔者个人的思
考。本文所用的 DQMC框架来自 F. F. Assaad在 2002年的 Lecture Notes[1]，同时主要参考了国内孟子杨
（Meng, Zi Yang）组的笔记和文章2。本文只综述算法思路，与本组的具体研究内容无关，也不涉及未发表

的原创成果。本文略去了诸多推导细节，这些细节都可以在对应的参考文献中查到。

2 DQMC的基础

DQMC既可以研究有限温度的巨正则系综问题，也可以在零温下的求解基态或者动力学问题，后者可
以看作前者的极限情况，因此我们下面只分析有限温度的情形。该问题的直接求解对象就是观测量的期望

⟨𝑂̂⟩，可以用配分函数 𝑍 来定义
𝑍 = tr e−𝛽𝐻 (1)

⟨𝑂̂⟩ = 1
𝑍 tr (e−𝛽𝐻𝑂̂) (2)

量子蒙卡的前提是 Trotter分解 [2]，这里是将热力学演化算符（或曰 Bolzman因子）在虚时方向上分
解成𝑚个虚时切片

e−𝛽𝐻 = (eΔ𝜏𝐻)𝑚 + O (Δ𝜏2) (3)

其中𝑚Δ𝜏 = 𝛽，Δ𝜏 具有虚数时间量纲，谓之虚时。如果体系的哈密顿量是费米子产生湮灭算符的二次型，
则对于每个虚时切片，求迹的结果可以写成行列式

tr(e−Δ𝜏 ∑𝑖𝑗 𝑐†
𝑖 ℎ𝑖𝑗𝑐𝑗) = det (1 + e−ℎΔ𝜏) (4)

上式在哈密顿量的对角化表象中容易得到证明 [1]，其中需要利用到费米子的性质 𝑐†
𝑘𝑐𝑘 + 𝑐𝑘𝑐†

𝑘 = 1 和

𝑐𝑘𝑐𝑘 = 0，因此这个方法只是用于处理费米子系统的。这实际上是把费米子自由度积掉，用容易数值上表

示（不代表一定高效）的行列式替代了数值上不容易处理的 Grassmann数和费米子统计 [3]。上式对于多
个虚时切片即写为

tr(
𝑚

∏ e−Δ𝜏 ∑𝑖𝑗 𝑐†
𝑖 ℎ𝑖𝑗𝑐𝑗) = det(1 +

𝑚
∏ e−ℎΔ𝜏) (5)

这就是 DQMC中的 Determinant之所在。目前我们写出的各个虚时切片是完全一致的，还不需要 Markov
方法来作统计。

实际要求解的体系的哈密顿量往往不是费米子产生湮灭算符的二次型，这是多体相互作用的耦合（cou-
ple）结果。我们举强关联系统中最简单的 Hubbard模型为例来说明如何引入辅助场来解耦合（decouple），
将多体相互作用转化为单体和局域场的相互作用。Hubbard模型的哈密顿量为

𝐻 = −𝑡 ∑
⟨𝑖𝑗⟩𝜎

𝑐†
𝑖𝜎𝑐𝑗𝜎 + h.c. + 𝑈 ∑

𝑖
(𝑛𝑖↑ − 1

2) (𝑛𝑖↓ − 1
2) (6)

其中 ⟨𝑖𝑗⟩表示跃迁发生在最近邻格点。跃迁项中只包含二费米子算符，符合上面转换成行列式的条件；而
Hubbard 相互作用项包含四费米子算符，需要 decouple 成二费米子的形式。decouple 的方式不是唯一的，
不同的 decouple方式会导致费米子负符号问题的有无。下面我们采用最典型的 Hubbard-Stratonovich（HS）

2https://quantummc.xyz/teaching/
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变换的 Hirsch离散形式 [4]
e−Δ𝜏𝑈(𝑛𝑖↑− 1

2 )(𝑛𝑖↓− 1
2 ) = 𝛾 ∑

𝑠𝑖=±1
e𝛼𝑠𝑖(𝑛𝑖↑−𝑛𝑖↓) (7)

其中 𝛾 = 1
2e

−Δ𝜏𝑈/4，𝛼 = cosh−1 eΔ𝜏𝑈/2 是常数因子，而四费米子 Hubbard相互作用转化为了二费米子与
局域二分量辅助场 𝑠𝑖 = ±1的相互作用。HS变换是高斯积分（定积分）的离散形式的逆运算，这在数学上
是先验的，是一种规范变换，引入的辅助场是规范场。HS变换也有不同的形式上面 Hirsch的是最简单的，
不过它破坏了自旋的 SU(2)对称性，Assaad在 [1] 中给出了不破坏 SU(2)的形式，在 [5] 中他还给出了非
Hubbard的更一般的四费米子项的 decouple方式，需要引入四分量的辅助场，这里都不作展开了。

综上所述，我们对第 𝑙 (𝑙 = 1, 2, ⋯ , 𝑚�个虚时切片的每一处格点的 Hubbard局域相互作用项都做局域
的 Hirsch离散形式的 HS变换，每一个格点的辅助场都有两个可能的取值，则第 𝑙个虚时切片上的辅助场
总构型 [𝑠(𝑙)]有 2𝑁 种，N为格点数。该虚时切片上的哈密顿量相互作用项的二次型为∑𝑖𝑗 𝑐†

𝑖 ℎ[𝑠(𝑙)]
𝑖𝑗 𝑐𝑗，方

括号表示该二次型是场的空间构型的泛函。对于 (7)所示的 HS变换，该二次型还是对角的，且自旋向上
和自旋向下两个分块反对称，二次型的系数矩阵可以写为

ℎ[𝑠(𝑙)] = 𝛼 diag(𝑠1↑ ⋯ 𝑠𝑁↑) ⊕ diag(𝑠1↓ ⋯ 𝑠𝑁↓) (8)

而 Hubbard最近邻 hopping项的二次型系数矩阵 𝑇 则是只在次对角线上有元素 −𝑡。总的热力学演化算符
是总共 𝑚个虚时切片的连乘，每个虚时切片上的辅助场空间构型 [𝑠(𝑙)]可以是不同的，由此构成了总的
d+1维时空构型 [𝑠 [𝑙] ]，内侧的圆括号改为了方括号，表示总时空构型是时间构型的泛函。根据 HS变换，
decouple前的热力学演化算符要写为 decouple后的所有辅助场时空构型的和，即

e−𝛽𝐻 = ∑
[𝑠[𝑙]]

[𝛾𝑁𝑚
𝑚

∏
𝑙=0

(e− ∑𝑖𝑗 𝑐†
𝑖 ℎ[𝑠(𝑙)]

𝑖𝑗 𝑐𝑗e−Δ𝜏 ∑𝑖𝑗 𝑐†
𝑖 𝑇𝑖𝑗𝑐𝑗)] (9)

这里最外层的求和一共有 2𝑁𝑚项。则配分函数为

𝑍 = tre−𝛽𝐻 = ∑
[𝑠[𝑙]]

{𝛾𝑁𝑚 [1 +
𝑚

∏
𝑙=0

(e−ℎ[𝑠(𝑙)]e−𝑇 Δ𝜏)]} (10)

被求和的因子，按照量子蒙卡的思路，就是这种时空构型的权重，即出现的概率

𝑊[𝑠 [𝑙] ] = 1
𝑍 [1 + 𝐵[𝑠[𝑙]] (𝛽, 0)] (11)

其中消去了每一项都有的常数因子，并记 𝐵[𝑠[𝑙]]为被积掉了费米子算符的传播子的系数矩阵

𝐵[𝑠[𝑙]] (𝑙2Δ𝜏, 𝑙1Δ𝜏) =
𝑙2

∏
𝑙=𝑙1

(e−ℎ[𝑠(𝑙)]e−𝑇 Δ𝜏) (12)

对于该巨正则系综求观测量 𝑂̂的期望 ⟨𝑂̂⟩，即求 𝑂̂在每一种构型下的期望 ⟨𝑂̂⟩
[𝑠[𝑙]]
再加权平均

⟨𝑂̂⟩ =
tr (e−𝛽𝐻𝑂̂)
tr (e−𝛽𝐻) = ∑

[𝑠[𝑙]]
𝑊[𝑠 [𝑙] ] ⟨𝑂̂⟩

[𝑠[𝑙]]
+ O (Δ𝜏2) (13)
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这种按构型加权平均的统计正是 QMC所擅长的，只需要构造Markov chain对构型进行时序采样，使构型
之间的跃迁概率和构型出现的概率达到细致平衡条件即可，这样对Markov chain所历经的各构型作统计就
可以无偏地估计对全部 2𝑁𝑚 种构型的统计结果。不同的 QMC算法有不同的构型之间的跃迁概率构造方
式，最典型的是Metropolis–Hastings算法 [6]。至此，我们已经实现了 DQMC中 D的变换，也将观测量的
估计与 QMC粗糙地联系起来了。如果不考虑算力限制的话，这种 DQMC已经可以实现观测量的计算了。
但是事实上这一流程的计算量是相当大的，当系统尺寸足够大时，计算行列式是一件很吃力的事情，而且

计算每一个构型的权重还要计算𝑚个矩阵的乘积，这使Markov chain的采样效率非常低。

3 基于格林函数计算观测量

如果可以用格林函数来计算观测量，而且计算格林函数时不需要进行对m个虚时切片的全局计算，那
么就有可能大大提高观测量的计算效率。这要求我们提前在解析上进行推导，而不是依赖于配分函数进行

统计。

定义等时格林函数为

𝐺𝑖𝑗 = ⟨𝑐𝑖𝑐†
𝑗⟩ 𝐺[𝑠] = 1 − 𝐺[𝑠] (14)

不同的定义有可能会相差一个负号。等时格林函数其实是一个二费米子的观测量。下面我们先计算任意二

费米子不含时观测量 𝑂̂ = ∑𝑖𝑗 𝑐†
𝑖 𝑂𝑖𝑗𝑐𝑗 的表达式。为表述方便，在虚时 𝜏，记该时刻之后的和该时刻之前

的传播子系数矩阵分别为

𝐵⟨ = 𝐵[𝑠[𝑙]] (𝛽, 𝜏) 𝐵⟩ = 𝐵[𝑠[𝑙]] (𝜏 , 0) (15)

则对于某一构型而言，二费米子算符的观测量的期望为

⟨𝑂̂⟩
[𝑠[𝑙]]

= 𝜕
𝜕𝜂 ln det (1 + 𝐵⟨e𝜂𝑂𝐵⟩)∣𝜂=0

= 𝜕
𝜕𝜂 tr ln (1 + 𝐵⟨e𝜂𝑂𝐵⟩)∣𝜂=0

= tr [𝐵⟩ (1 + 𝐵⟨𝐵⟩)−1 𝐵⟨𝑂]

= tr{ [1 − (1 + 𝐵⟩𝐵⟨)] 𝑂}

(16)

其中第二个等号用了量子力学中常用的技巧 ln det𝐴 = tr ln𝐴，第四个等号使用了 Sherman-Morrison公式
[7]。结合 (15)(16)即可得到格林函数的表达式

𝐺[𝑠] = (1 + 𝐵⟩𝐵⟨)−1
(17)

那么任意二费米子的期望都可以由格林函数来计算

⟨𝑂̂⟩
[𝑠[𝑙]]

= tr(𝐺[𝑠]𝑂) (18)

对于三费米子、四费米子等观测量，都可以通过Wick定理 [8]转化为二费米子观测量的乘积和求和，其中
一个非常常用的公式是四费米子的

⟨𝑐†
𝑥2𝑐𝑦2𝑐†

𝑥1𝑐𝑦1⟩
[𝑠[𝑙]]

= ⟨𝑐†
𝑥2𝑐𝑦1⟩

[𝑠[𝑙]]
⟨𝑐𝑦2𝑐†

𝑥1⟩
[𝑠[𝑙]]

+ ⟨𝑐†
𝑥2𝑐𝑦2⟩

[𝑠[𝑙]]
⟨𝑐†

𝑥1𝑐𝑦1⟩
[𝑠[𝑙]]

(19)
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由此，计算观测量的核心就在于计算格林函数。而且，我们下面将看到，随着构型的改变，我们可以

直接更新格林函数，而不是根据定义 (17)重新计算格林函数。这样，等时格林函数矩阵作为一个只有 d维
度空间分量的矩阵，本身却起着储存辅助场的 d+1维时空构型的作用，我们的Markov chain实际上就是时
序更新等时格林函数。

4 基于格林函数更新辅助场时空构形

按照经典的Markov抽样方法，在每个虚时随机选择一个空间位置局域试探性地改变场的分量，并根
据改变前后的构型权重比值来计算接受这一改变的概率。我们把这个在第 l个虚时切片上探性地改变之后
的场记为 [𝑠′(𝑙)]，改变后的构型的权重为

𝑊[𝑠′ [𝑙] ] = det [1 + 𝐵⟨ (1 + Δ[𝑠′𝑠]) 𝐵⟩] (20)

其中

1 + Δ[𝑠′𝑠] = e−(ℎ[𝑠′(𝑙)]−ℎ[𝑠(𝑙)]) (21)

我们把 Δ[𝑠′𝑠] 叫做 flipping矩阵。实际上我们不需要用行列式计算每一种构型的权重，只是关心改变前后
的权重比值，即

𝑅 (𝑠′, 𝑠) = 𝑊[𝑠′ [𝑙] ]
𝑊[𝑠 [𝑙] ] =

det [1 + 𝐵⟨ (1 + Δ[𝑠′𝑠]) 𝐵⟩]
det [1 + 𝐵⟨𝐵⟩] = det(1 + Δ[𝑠′𝑠]𝐺[𝑠]) (22)

上式第二个等号的证明仍需要用到 Sherman-Morrison公式，具体的推导参见 [3]。而且往往对于常用的每
个虚时只改变一个分量的情况，Δ[𝑠′𝑠]只有一个不为零的矩阵元，于是上式的行列式其实只要算一项，即

𝑅 (𝑠′, 𝑠) = 1 + Δ[𝑠′𝑠]
𝑖𝑖 𝐺[𝑠]

𝑖𝑖 (23)

总之，我们知道，在Markov时序抽样中，是否更新辅助场的概率还是由格林函数控制的，完全不需要计
算构型的权重，配分函数、权重因子不会出现在实际的计算中。

等时格林函数作为时空构型的储存器，在构型发生更新时，自然是要随着更新的。根据格林函数的定

义，容易推出 [3]

𝐺[𝑠′] = [1 + (1 + Δ[𝑠′𝑠]) 𝐵⟩𝐵⟨]−1 = 𝐺[𝑠] (1 + Δ[𝑠′𝑠]𝐺[𝑠])
−1

(24)

且对于单位点 flipping而言，Δ[𝑠′𝑠]只有一个不为零的矩阵元，上式求逆的复杂度也可被省略

𝐺[𝑠′] = 𝐺[𝑠] − 𝐺[𝑠]
∶𝑖 Δ[𝑠′𝑠]

𝑖𝑖 𝐺[𝑠]
𝑖∶

1 + Δ[𝑠′𝑠]
𝑖𝑖 𝐺[𝑠]

𝑖𝑖
(25)

总之，可见该虚时切片上的新格林函数只依赖于旧格林函数和 flipping矩阵。

而按照Markov抽样的步骤，下一次试探性的 flipping在下一个虚时切片上进行，于是我们需要根据该
时刻的等时格林函数计算下一个时刻的格林函数，即

𝐺[𝑠′] (𝜏 + Δ𝜏) = 𝐵 (𝜏 + Δ𝜏, 𝜏) 𝐺[𝑠′] (𝜏) 𝐵−1 (𝜏 + Δ𝜏, 𝜏) (26)
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可见，在整个DQMC的实际计算中，只有这一步出现了单虚时切片的虚时传播子系数矩阵𝐵 (𝜏 + Δ𝜏, 𝜏)。这
意味着在虚时演化的过程中，除了格林函数是用来储存时空构型之外，还需要一个单虚时切片𝐵 (𝜏 + Δ𝜏, 𝜏)
来储存空间构型，因为这是无法被已经积掉时间自由度的等时格林函数还原的。因此也要随着Markov chain
而更新，如果 flipping被接受，则下一时刻的虚时传播子系数矩阵为

𝐵 (𝜏 + 2Δ𝜏, 𝜏 + Δ𝜏) = (1 + Δ[𝑠′𝑠]) 𝐵 (𝜏 + Δ𝜏, 𝜏) (27)

如果 flipping未被接受，则保持不变。

5 发展方向

DQMC基于二次型的系数矩阵的运算，自然有两个明显的局限性。一个是符号问题，另一个是数值稳
定性问题。前者是指，在Markov抽样过程中，接受概率作为构型权重的比值，有可能出现负数或复数的
情况，这时它就失去了概率的意义，也就无法类比到经典热统的细致平衡问题了，Markov抽样就会失效。
符号问题的产生与 decouple的具体形式有关，也许计算时选取的表象有关，然而已有研究证明符号问题是
一个 NP-hard的问题，不存在符号问题的通用的解决方案，这就给 DQMC的应用场景带来一定的限制。所
幸有一大类很有用的系统，比如半满 Hubbard模型，可以被证明构型权重是实正定的，就不会产生符号问
题。另一个问题，数值稳定性问题，现在已经有许多成熟的办法解决。数值稳定性问题来源于能带较宽、

耦合较强的系统其虚时演化矩阵的条件数比较大，小尺度的特征值会在矩阵的连乘中被大尺度特征值洗掉

（由于计算机存在的系统误差），现有的成熟方法的思路都是，在演化的过程中同时进行正交化，使大小尺

度分别演化，最后再叠加。

除了本文所述的利用格林函数来简化 DQMC基本方案中进行观测量计算、行列式计算的复杂度之外，
还有一些其他的减少计算量的方案。比如自适应 DQMC方法 [9]，在计算Markov flipping接受概率时，用
放弃最近邻近似的有效玻色子哈密顿量来替代费米子哈密顿量，非最近邻的有效玻色子相互作用权重通过

机器学习来调控。

此外，笔者在整理思路的过程中发现，本文所述的 DQMC方案，几乎完全是由格林函数来储存辅助场
时空构型、控制Markov抽样过程的。最终落实的计算过程除了 (26)之外，只需要计算格林函数和 flipping
矩阵，而 (26)却还是需要额外的 𝐵 矩阵来储存辅助场的空间构型。这是一个遗憾之处。笔者的一个猜想
是，也许 (26)不是必要的，即或许不需要在观测量的估计过程中移动所求的虚时时刻，虚时演化不一定要
和Markov抽样的时序捆绑。毕竟仅由格林函数控制的Markov更新过程已经足以满足细致平衡条件了。笔
者目前的研究方向不在 DQMC算法本身，因此这一猜想还有待以后验证。
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Calculation of observation of fermion multibody system
based on Green’s function

Yinkai Yu
School of Physics, Sun Yat-sen University, Guangzhou 510275, China

Abstract: The Determinant Quantum Monte Carlo algorithm (DQMC) transforms the fermion multi-
body interaction into the interaction between the single-body and the local auxiliary gauge field. With
the fermion degree of freedom of the giant canonical ensemble integrated, the partition function is ex-
pressed by a determinant. The observations in DQMC can be calculated directly by equal time Green’s
function, and the auxiliary field configuration storage and Markov sampling process of quantum Monte
Carlo can be almost completely controlled by Green’s function. Finally, the author puts forward a con-
jecture that the Markov sampling time series can be independent of the virtual time evolution step, so
that the DQMC process is completely controlled by the evolution of Green’s function.

Key words: Green’s function, Quantum Monte Carlo, auxiliary field, observation, fermion multibody
system.
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