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符号问题（sign problem）

数值无偏差地求解强关联系统

Z = tr
(

e−βH
)
=

∑
c

det Bc

量子蒙特卡罗（QMC）：配分函数

→ 虚时路径积分 → 虚时路径采样

符号问题：采样概率 det Bc 非正定

强行采样：det Bc = signc| det Bc| ⇒ 指数级时间复杂度1，NP-hard

∆ ⟨O⟩ ∼ 1

⟨signc⟩
∼ eβN∆f

1Troyer and Wiese, PRL, (2005).
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理论基础：费米子非平衡临界标度理论

平衡态 PQMC：将试探波函数演化足够长的虚时 τ，得到基态
虚时弛豫动力学：在到达基态之前，量子临界性就已经出现2

Uc

U
狄拉克费米子 有序相

T

高温相 ⟨O(τ)⟩ = ⟨ψ0| e−
τ
2 H O e− τ

2 H |ψ0⟩
⟨ψ0| e−τH |ψ0⟩

= τ−
κ
z fO

(
gτ 1

νz ,L−1τ
1
z , {Xτ− c

z }
)

狄拉克系统虚时弛豫动力学中的非平衡标度理论3

2Yin, Mai, and Zhong, PRL, (2014).
3Yin-Kai Yu, Zhi Zeng, Yu-Rong Shu, Zi-Xiang Li, and Shuai Yin, arXiv: 2310.10601, (2023).
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处理符号问题的普适方案：非平衡视角

人们难以精确研究强关联费米子系统的量子临界性质与动力学，是因为：

困难 1：计算时间 ∼ eN 意味着缩短虚时可以指数级加速

困难 2：发散的涨落模式 基态不好算就不算呗

困难 3：非平衡 我们有非平衡临界标度理论

难 + 难 + 难 = 易：

可以在符号问题比较弱的时候，就把基态临界性质算清楚！
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应用实例一：单狄拉克锥上的 Hubbard 模型
单狄拉克锥 Hubbard 模型：H =

∑
p c†p /p cp + U

∑
i(ni↑ − 1

2)(ni↓ − 1
2)

∆R ∼ 1
⟨sign⟩ ∼ eτN∆f

至少 τL−z > 1 才到基态，符号问题较严重
非平衡 τL−z = 0.3，符号问题不严重，且处于非平衡标度区
R = f (gL1/ν , τL−z)，其中 g = U − Uc
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应用实例一：单狄拉克锥上的 Hubbard 模型

固定 τL−z = 0.3，

R = f (gL1/ν)

形式上与基态标度一致

拟合出临界点和临界指数

method U c ν−1 ηϕ ηψ

This work 7.249(4) 1.23(2) 0.395(17) 0.129(9)
PQMC (equilibrium)4 7.275(25) 1.19(3) 0.31(1) 0.136(5)
FRG5 - 1.229 0.372 0.131

4Tabatabaei, Negari, Maciejko, and Vaezi, Phys. Rev. Lett., (2022).
5Vacca and Zambelli, Phys. Rev. D, (2015).
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应用实例二：“不必要的”符号问题

H = −
∑
⟨ij⟩

tijc†i cj + h.c. +
∑
⟨ij⟩

V
(

ni −
1

2

)(
nj −

1

2

)

趁符号问题还没来得及出现......
无量纲量 R = f (gL1/ν)

Benchmark with sign-free MQMC6

6Li, Jiang, and Yao, New Journal of Physics, (2015).
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应用实例三：SU(3) Hubbard 相互作用

各向异性狄拉克锥 + SU(3) Hubbard 相互作用 ⇒ λ8 反铁磁序
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应用实例三：SU(3) Hubbard 相互作用

m2 = L−(1+ηϕ)fm2(τL−z)

G = L−ηψ fG(τL−z)

费米子弛豫时间远远小于
玻色子弛豫时间

费米子平衡后玻色子才进
入标度区域
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应用实例三：SU(3) Hubbard 相互作用

不同 Gross-Neveu 普适类对于 d = 2 + 1,Nf = 6 的临界指数对比

univerality class ν−1 ηϕ ηψ

chiral SU(3)/ [SU(2)× U(1)] (this work) 0.68(5) 0.55(5) 0.15(3)
chiral Heisenberg (4− ϵ, 2nd order)7 1.478 1.023 0.058
chiral XY (4− ϵ, 2nd order)6 1.809 0.698 0.082
chiral Ising (4− ϵ, 2nd order)6 0.750 0.865 0.011
chiral Ising (FRG)8 0.993 0.912 0.013

7Rosenstein, Hoi-Lai Yu, and Kovner, Phys. Lett. B, (1993).
8Janssen and Herbut, PRL, (2014).
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应用实例三：SU(3) Hubbard 相互作用

随着 τL−z 增加，符号问题快速变严重
在临界点 g = 0，无量纲量 R = f (τL−z)

τL−z = 0.3，符号问题不太严重且非平衡临界标度有效
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应用实例三：SU(3) Hubbard 相互作用

"Faster is different"
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总结

1 符号问题——“Faster is different”：
在符号问题出现或者变得严重之前，就可以把量子临界性质算清楚。

2 强关联——SU(3) Hubbard 相互作用：
在具有交错磁通的格点模型中，发现并研究了新奇的 chiral
SU(3)/ [SU(2)× U(1)] 普适类。

3 非平衡——“健忘”的费米子：
揭示了强关联费米子系统发生量子临界淬火的弛豫机制。
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关于应用

算法提速了这么多，作为代价，是否会带来较大的数值偏差？
不会。因为这不是单纯的数值处理技巧，而是把原本被浪费掉的藏
在非平衡中的物理信息都利用了起来。

为什么说这个方法是普适的？有多普适？
因为它的有效性只依赖于非平衡临界标度，而标度行为是普适的。
可以普适地用于研究量子临界问题，也可以研究基态相图。
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