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非平衡量子临界性中的符号问题研究

摘 要

长久以来，人们在研究费米子系统的量子临界性质时，尤其是在计算临界的

非平衡动力学时，一直面临着这样三大困难：（1）能够非微扰地求解强关联问题

的量子蒙特卡罗方法，在具有费米子符号问题的系统中失效.（2）量子临界点存在

发散的涨落模式，无穷长的关联时间使得人们难以求解基态.（3）费米子的非平衡

研究缺乏比较通用的理论工具.

而在这一工作中，对于强关联量子临界问题，我们提出了一个处理费米子符

号问题的普适方案：非平衡视角.该方法同时回答了上述三大难题——基于非平衡

的临界标度理论，充分利用到达平衡态前的短时信息，可以在费米子符号问题出

现或者变得严重之前，就把量子临界性研究清楚，并揭示更丰富的非平衡物理.

我们在两个此前已经研究清楚模型中验证了该方法是可行的、有效的、普适

的.并将该方法用于求解各向异性狄拉克锥上的 SU(3) Hubbard模型，确定了它的

基态相图，发现了新奇的手征 SU(3)/[SU(2) × U(1)] 普适类，并计算了它的临界

指数.在该问题的求解中，非平衡方法将计算效率提高了数百万倍.

关键词： 量子蒙特卡罗方法，费米子符号问题，量子临界性，强关联系统，SU(3)

Hubbard模型
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ABSTRACT

For a long time, researchers studying the quantum critical properties of fermion sys-

tems have encountered three main challenges: (1) QuantumMonte Carlo methods, which

are effective for strongly correlated problems, fail in systems with fermionic sign prob-

lems. (2) The presence of divergent fluctuation modes at the quantum critical point and

infinitely long correlation times prohibits finding the ground state. (3) There is a lack of

general theoretical tools for analyzing non-equilibrium fermions.

In this study, we propose a universal solution to tackle the fermionic sign problem in

strong-correlated quantum critical issues: a non-equilibrium approach. This method ad-

dresses the aforementioned challenges by leveraging non-equilibrium critical scaling the-

ory and utilizing short-time information effectively before equilibrium states are reached.

We can universally probe the fermionic quantum criticality via short-time dynamics be-

fore the fermion sign problem arises or becomes computationally prohibitive.

We have demonstrated that this method is feasible, efficient, and universally appli-

cable through its successful application to two well-studied models. By employing this

approach to solve the SU(3) Hubbardmodel on anisotropic Dirac cones, we determined its

ground state phase diagram, identified a novel chiral SU(3)/[SU(2) × U(1)] universality
class. Our non-equilibrium strategy significantly enhanced computational efficiency by

several million times during this process.

Key words: Quantum Monte Carlo methods, Fermion sign problem, Quantum critical-

ity, Strongly correlated systems, SU(3) Hubbard model
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非平衡量子临界性中的符号问题研究

1 绪论

1.1 量子蒙特卡罗中的费米子符号问题

研究具有强关联相互作用的量子多体系统，是现代凝聚态物理、核物理、量

子色动力学等领域中至关重要的课题.然而，由于量子多体系统的希尔伯特空间是

随着系统尺寸增大而指数级增大，绝大多数强关联量子多体问题目前都找不到通

用的、误差可控的解析求解方法.随着人们在实验上不断发现依赖于强关联物理的

新奇物理现象，比如高温超导和分数化激发等，人们在理论层面迫切需要有效的、

无偏的数值方法来探究其物理本质.在目前可用的各种数值方法中，量子蒙特卡罗

（QMC）方法被认为是最重要的方法之一.由于 QMC通常不依赖于微扰和特定的

变分形式，它可以准确而高效地求解量子多体问题，而不引入系统性的偏差.QMC

模拟之所以高效，是因为它不需要对整个指数级大的多体希尔伯特空间进行采样，

而是在其中自动采样最具代表性的量子构型.QMC 模拟得到误差足够小的计算结

果所需的计算时间是随系统尺寸多项式级增大的，而非指数级增大 [1] .

图 1.1 [1]两体量子系统的世界线在在 2维实空间和 1维虚时间中的不同构型.(a)两个全同费米
子进行奇数次交换，构型权重为负值.(b)两个全同费米子进行偶数次交换，构型权重为正值.

具体地，量子蒙特卡罗方法通常可以通过路径积分表示（引入虚时间维度）把

𝑑 维的量子系统映射到 𝑑 + 1维的经典系统，从而把量子配分函数写为经典玻尔兹

曼权重的求和，即

𝑍 = tr
(
e−𝛽𝐻

)
=

∑
𝑐

𝑤(c), (1.1)

1
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其中 𝛽 ≡ 1
𝑘𝑇
是温度的倒数，𝐻是量子多体系统的哈密顿量，𝑤(c)是经典系统的玻

尔兹曼权重，用 c标记经典构型.比如在世界线量子蒙特卡罗方法中，c表示所有

粒子的世界线在实空间和虚时间中的构型（如图1.1）.这样，量子系统的求解就转

化为了经典构型的采样问题.在经典构型的采样问题中，人们通常可以将构型权重

等同于构型出现的概率，从而使用各种经典的蒙特卡罗方法（比如 Metropolis算

法）对最具代表性的构型进行采样，而不必将上述求和遍历所有的构型.在经典系

统中，构型权重总是正的，因此这样的做法可以自然地进行.然而在费米子系统和

有阻挫的玻色子系统中，玻尔兹曼权重 𝑤(c)并不总是正的，例如图1.1中，奇数次

的费米子交换将导致负的玻尔兹曼权重 𝑤(c).在这些量子系统中，玻尔兹曼权重不

能直接被用作采样概率，普通的 QMC方法就失效了.这就是臭名昭著的费米子符

号问题.费米子符号问题严重阻碍了人们对强关联量子多体系统的研究，其本质上

来源于费米子的交换统计性质，不仅出现在 QMC中，它在其他求解量子多体系统

的数值方法（比如分子动力学方法）中也普遍存在.如何处理符号问题，关系到我

们对量子多体理论最根本的理解 [2-5] .

费米子符号问题有最简单粗暴的处理办法，即强行把玻尔兹曼权重的绝对值

|𝑤(c) |作为采样概率进行构型采样，并这样计算观测量 [1,6]：

〈𝑂〉 =
∑

c 𝑤(c)𝑂 (c)∑
c 𝑤(c) =

∑
c |𝑤(c) |sign(c)𝑂 (c)/∑c |𝑤(c) |∑

c |𝑤(c) |sign(c)/∑c |𝑤(c) | =
〈𝑂〉 |𝑤 |

〈sign〉 |𝑤 |
. (1.2)

其中我们已经把玻尔兹曼权重分解为 𝑤(c) = |𝑤(c) | sign(c)，并用

〈 □ 〉 |𝑤 | =
∑

c □ |𝑤(c) |∑
c |𝑤(c) | (1.3)

来表示直接以 |𝑤(c) | 为采样概率得到的 □ 统计量，这相当于在一个忽略了费米

子的交换统计的玻色化的系统中的观测结果.用 (1.2)这样简单粗暴地计算观测量，

其代价是：〈sign〉 |𝑤 | 由于不同构型的权重常常正负抵消而接近零，(1.2)表现为两

个很小的数相除，这在数值上通常是病态的，会引入很大的数值误差.具体的，人

们证明这个其误差的一般规律是

Δ 〈𝑂〉 ∼ 1

〈sign〉 |𝑤 |
∼ e𝛽𝑁Δ 𝑓 (1.4)

其中 Δ 𝑓 表示实际的费米子系统与其对应的玻色化的系统的自由能密度的差值.由

于误差的放大因子指数级依赖于温度的倒数 𝛽以及粒子数 𝑁，对于求解热力学极

限下量子系统的基态问题，QMC仍然需要指数级长的计算时间才能得到可控的计

2
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算误差.

费米子符号问题被证明是一个 NP-hard问题，目前人们没有找到能够在多项

式级时间内求解该类问题的通用方法 [6-8] .近年来，国内外的各种研究发现，如果

系统具有某些对称性，例如 Krames时间反演对称性或者 Majorana时间反演对称

性，则可以在无符号问题的表示中进行 QMC模拟 [9,1,10-12] .在没有这些对称性的系

统中，人们正在尝试选用不同的基、不同的多体相互作用解耦合方式（Hubbard–

Stratonovich变换）来减轻符号问题，但目前这些方法并不能容易地推广到其他的

系统 [13-15] .

1.2 量子临界行为的普适性与标度不变性

强关联量子多体系统的量子临界点和临界性质，描述了各种奇特的量子相之

间的是如何发生连续相变的，是量子多体领域备受关注的、最具挑战性的问题之

一.不幸的是，由于临界慢化的存在，热力学极限的系统在临界点上需要经过无穷

长的时间（或者虚时间）才能演化为基态，而费米子符号问题的严重程度指数级

依赖于演化时间，因此人们几乎不可能在有符号问题的费米子系统中数值上准确

地研究基态的相变.

而物理学是这样地耐人寻味：临界慢化实际上是量子临界普适性和标度性的

一个侧面，而另一面，普适性和标度性可以成为研究量子临界性的有力工具，并

已成为量子临界性研究的普遍范式.根据 Landau-Ginzburg-Wilson范式，相变可以

由序参量描述，在临界点附近，物理量的临界行为具有标度不变性，标度量纲由

几个临界指数刻画.并且重整化群研究表明，各个具体系统的相变根据维数、对称

性等特征可以划分到不同的普适类，而不依赖于模型的具体细节，同一普适类中

的不同模型具有相同的临界指数 [16-20] .过去半个世纪以来，基于这种范式，人们对

各种经典系统、量子系统，包括一些无符号问题的费米子系统进行了广泛的研究.

甚至最近在非 Landau-Ginzburg-Wilson范式的相变中，人们依然发现了普适标度行

为 [21-22] .

非平衡物理，是比平衡态物理更一般也更困难的方向，因为平衡态研究中依

赖的一些良好的、可以大大简化求解的、稳定的性质常常在非平衡中被破坏.而在

量子临界点，平衡仅是特例，而不是常态——无穷长的非平衡演化过程才是人们

所能观测到的真实.有趣的是，过去的一系列研究在一些经典系统和量子系统中揭

示了非平衡的普适标度行为，多体系统的临界动力学在时间尺度上也具有标度不

变性 [23] .在此，物理学的困难又将展示了它有用的另一面.

3
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最近，我与合作者的一项研究将非平衡标度理论拓展到了费米子系统中，在蜂

窝晶格 Hubbard 模型中用无符号问题的 QMC 方法揭示了狄拉克费米子系统的普

适虚时临界动力学，并提出了基于短时弛豫动力学研究费米子临界性的普适理论

框架，可以在非平衡态，利用短时的信息准确预测基态的量子临界点和临界行为，

而这些短时信息在以往平衡态的研究中通常被忽略.这一框架大大提高了 QMC求

解量子临界问题的效率 [24] .

1.3 基于费米子非平衡量子临界性处理符号问题的思路

回顾之前提到的量子蒙卡中的费米子符号问题，和量子临界行为的普适性与

标度不变性，考虑到：

• 研究费米子的基态量子临界性需要演化几乎无穷长的时间.

• 费米子符号问题的严重性随着演化时间指数级增长.

• 根据费米子的非平衡标度理论可以利用短时动力学预测基态临界性质.

我们自然可以提出这样的猜测：根据费米子的非平衡标度理论，可以在费米子符

号问题出现之前，或者费米子符号问题变得严重之前，就求解出基态的临界性质，

从而克服费米子符号问题带来的困难，将原本几乎不可能求解的问题变为可以求

解，并且这种方法是普适的.

本文将系统地、完整地、详细地介绍这种方法，并在两个具体的模型中验证

这种方法的有效性和普适性.为了验证有效性，我们选取的是此前已有平衡态的研

究的模型，要么是存在符号问题但不太严重，要么是存在无符号问题的算法，这

样我们可以将我们的结果与之前的结果比对印证.接下来的内容安排如下：第二章

详细讲述本文的理论分析方法，即费米子量子临界性的非平衡标度理论.第三章详

细介绍本文使用的数值方法，以及虚时弛豫动力学.第四章、第五章分别在两个具

体的模型中展示如何利用非平衡方法在有符号问题的情况下研究量子临界性，以

说明该方法的可行性和普适性. 第六章我们使用这一方法求解此前人们无法求解

的 SU(3) Hubbard模型.第七章总结非平衡方法处理符号问题的效果，展望其普适

地解决强关联费米子临界性问题的潜力.

4



非平衡量子临界性中的符号问题研究

2 理论基础：费米子的非平衡量子临界性

本章我将介绍我与合作者在 [24]中揭示的狄拉克费米子的非平衡普适标度，以

及介绍我们提出的费米子短时框架. 该框架可以在短时阶段就把费米子系统的量

子临界点和临界指数都解出来，从而规避费米子符号问题.

2.1 虚时弛豫框架

在平衡态的研究框架中，为了研究费米子的基态临界性质，人们往往制备一

个任意初态，并将参数设置在临界点，做虚时演化，把非基态的信息都投影掉.实

际上，在非基态的演化行为就暗示着基态的临界性质，这些信息总是被浪费了.在

这里，我们制备几种特定的初态，并说明这些初态淬火到临界点时，其动力学演

化行为可以由基态的临界点和临界指数普适地刻画.

Uc

U
狄拉克费米子 有序相

T

高温相

图 2.1 狄拉克费米子的相图草图与淬火示意图. 用于淬火的三种初态为：(i) 狄拉克半金属相
（DSM），(2)完全有序相，(3)高温随机相.所有初态都对应于重整化群不动点.

图2.1展示了狄拉克费米子系统的相图草图，横轴 𝑈 表示相互作用强度.𝑈 = 0

为无相互作用极限，在能谱中，电子填充至能隙闭合点，此时的费米面退化为狄拉

克点.该量子多体系统存在无能隙的狄拉克费米子涨落，其激发的准粒子为狄拉克

费米子，具有线性的色散关系.𝑈 � 1为强相互作用极限，存在有限的能隙，系统

变为绝缘体，并且长程有序.在临界点 𝑈𝑐，能隙被打开，狄拉克费米子获得质量.

高温相呈现巨大的随机涨落，比如在有自旋自由度的系统中，制备自旋随机朝上
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或朝下的态来模拟高温相.

淬火是这样实现的：我们制备一个初态 |𝜓0〉 为上述三种状态之一，并使用处
于临界点的哈密顿量将其虚时演化.在虚时刻 𝜏，观测量 𝑂 表现为

〈𝑂 (𝜏)〉 = 〈𝜓0 | e−
𝜏
2 𝐻 𝑂 e−

𝜏
2 𝐻 |𝜓0〉

〈𝜓0 | e−𝜏𝐻 |𝜓0〉
. (2.1)

虚时演化的细节我们在下一章详述.虚时 𝜏足够大时，观测量的数值变得稳定，可

视为平衡态，到达平衡所需的演化时间成为弛豫时间.对于有限尺寸的系统，弛豫

时间也是有限的值.观测量的非平衡演化行为由虚时弛豫动力学描述，也即，经过

短暂的非普适阶段，观测量按照普适标度理论给出的临界指数呈现幂律变化.

2.2 普适标度理论

在临界点附近，弛豫时间将在热力学极限下无限延长，从而使初始状态的影

响在宏观时间尺度上得以持续.一般地，对于任一可观测量 𝑂，其动力学标度行为

应该遵循以下规律：

𝑂 (𝜏, 𝑔, 𝐿, {𝑋}) = 𝜏−
𝜅
𝑧 𝑓𝑂

(
𝑔𝜏

1
𝜈𝑧 , 𝐿−1𝜏

1
𝑧 , {𝑋𝜏− 𝑐

𝑧 }
)
, (2.2)

其中 𝑔 ≡ 𝑈 − 𝑈𝑐 代表与临界点的偏离程度，𝐿 是晶格大小.指数 𝜅 是可观测量 𝑂

的标度量纲，𝜈是关联长度的指数.动力学指数 𝑧在狄拉克量子临界点中取值为 1，

因为非相对论性修正项在此情境下是无关量. 集合 {𝑋} 及其指数 𝑐 表示与初始状

态相关的各种可能变量.

关于式 (2.2)的两点说明如下：(1)当 𝜏 → ∞时，式 (2.2)可转化为常规的有限

尺寸标度形式，此时 {𝑋}变得不再重要. (2)本研究涉及的三种初始状态——狄拉

克半金属态（DSM）、有序态和随机态——分别对应三个稳定的不动点.因此，在

式 (2.2)中不直接涉及 {𝑋}.对于不同的初始状态，标度函数 𝑓𝑂 会有所不同.

至于如何具体利用式 (2.2)所示的标度理论来确定临界点和临界指数，将在第

四章和第五章的两个狄拉克费米子系统中演示.
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3 计算方法：基于行列式蒙特卡罗算法模拟虚时弛豫

本文基于费米子的行列式蒙特卡罗方法模拟不同初态在临界点的弛豫过程.虚

时演化是常见的无偏差地求解量子多体系统的基态的方法，研究表明，与实时演

化一样，它能够展现量子多体系统真实的临界性质，不仅在量子模拟中容易实现，

还能在量子计算机实验平台上实现. 行列式蒙特卡罗方法是最常见的费米子系统

的量子模拟算法，它引入辅助场自由度将费米子间相互作用解耦合为费米子与辅

助场的相互作用，并将费米子自由度积掉，辅助场构型的玻尔兹曼权重由行列式

表示.

3.1 虚时演化

我们对弛豫动力学的研究基于虚时演化.考虑Wick转动 𝑡 → 𝑖𝜏，虚时动力学

的运动方程是虚时薛定谔方程 [23]

𝜕

𝜕𝜏
|𝜓(𝜏)〉 = −𝐻 |𝜓(𝜏)〉 . (3.1)

这种演化不是幺正的，因此我们使用一个归一化的形式解

|𝜓(𝜏)〉 = 𝑍−1
0 e−𝜏𝐻 |𝜓(0)〉 , (3.2)

其中模长 𝑍0 =


e−𝜏𝐻 |𝜓(0)〉



被用于归一化.虚时演化算符 e−𝜏𝐻 将初态 |𝜓(0)〉投影

到系统的基态 |𝐸0〉，即

|𝜓(𝜏)〉 = 𝑍−1
0

∑
𝑛

e𝜏𝐸 |𝐸𝑛〉 〈𝐸𝑛 |𝜓(0)〉

∼ |𝐸0〉 + 𝑐1e
𝜏Δ |𝐸1〉

(3.3)

其中 |𝐸𝑛〉代表第 𝑛个激发态，Δ = 𝐸1 − 𝐸0是第一激发态与基态之间的能量差，𝑐1

是一个常数.这里我们只考虑第一激发态，因为更高能量的激发态衰减得比第一激

发态要快得多.只要存在有限的能隙 Δ，经过长时间的演化后，波函数 |𝜓(𝜏)〉将完
全投影到基态，不包含任何激发态的信息.我们感兴趣的是在达到这个基态之前的

短时动力学，其弛豫时间尺度为 𝜁 ∼ 1
Δ .在能隙关闭 (Δ → 0)的临界点，弛豫过程

变得无限缓慢，显示出临界慢化现象.

7



非平衡量子临界性中的符号问题研究

3.2 行列式蒙特卡罗模拟

我们采用大规模行列式量子蒙特卡罗（DQMC）方法来研究我们模型的虚时

弛豫动力学 [3,25] .如上一章的虚时弛豫框架，我们制备一个初态 |𝜓0〉并将系统参数
𝑈/𝑡 设定在临界点上，以观察可观测量在短时阶段的标度行为.可观测量的期望值

由 (1.2) 描述. 虚时传播算子作将初态向基态投影. 因此，在这种语境下的 DQMC

框架也被称为投影量子蒙特卡罗（PQMC）[26] .在数值计算中，我们使用 Trotter分

解将虚时传播算子离散化为 𝑀 = 𝜏/Δ𝜏（𝑀 为整数）个时间片，即

e−𝜏𝐻 =
𝑀∏
𝑚=1

[
e−Δ𝜏𝐻𝑡e−Δ𝜏𝐻𝑈 + O

(
Δ𝜏2

) ]
, (3.4)

其中 𝐻𝑡 和 𝐻𝑈分别是哈密顿量中的跃迁项和相互作用项.这里我们暂时以Hubbard

相互作用为例.我们选择足够小的 Δ𝜏/𝑡 < 0.05.为了解耦两体费米子-费米子耦合形

式的 eΔ𝜏𝐻𝑈，我们使用离散的 Hubbard-Stratonovich变换

e−
Δ𝜏𝑈
2 (𝑛𝑖↑−𝑛𝑖↓)2 =

∑
𝑙=±1,±2

𝛾(𝑙)e
√

Δ𝜏𝑈
2 𝜂 (𝑙) (𝑛𝑖↑−𝑛𝑖↓) , (3.5)

从而转化为单体费米子-辅助场耦合. 在这里，我们引入了一个四分量的时空局域

辅助场 𝛾(±1) = 1 +
√
6/3，𝛾(±2) = 1 −

√
6/3，𝜂(±1) = ±

√
2
(
3 −

√
6
)
，𝜂(±2) =

±
√
2
(
3 +

√
6
)
，并使用 DQMC对这些时空构型进行重要性采样.接下来，我们将详

细说明 DQMC如何数值计算采样概率.

对于每个虚时、每个空间位置上的Hubbard相互作用项，我们采用了Hubbard-

Stratonovich变换，如方程(3.5)所示.这意味着我们在 𝑑 + 1维中引入了辅助场.因

此，虚时传播子可以完全用单粒子算符表示.这允许我们将其表示为费米子算符的

以下二次型：

e−𝜏𝐻 ≡
∑
c

e−𝜏𝐻c =
∑
c

𝐴c

𝑀∏
𝑚=1

e®𝑐
†𝑇 ®𝑐 e®𝑐

†𝑉c(𝑚) ®𝑐, (3.6)

其中
∑

c 表示对辅助场的所有时空构型的求和.考虑到辅助场的每个局部分量有 4

个可能值，求和包括多达 4𝑀𝑁 项，其中 𝑁 代表空间自由度的数目.𝐻𝑐 表示解耦构

型的哈密顿量，而 𝑇 和 𝑉c(𝑚) 是解耦后得到的二次系数矩阵，𝐴c是系数.𝑉c(𝑚) 和 𝐴c

都依赖于辅助场的配构型.

演化算符的完整形式已在上面呈现.接下来，我们考虑表达初态.我们使用的
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初态都是直积态，数值上可以写成以下的 Slater行列式：

|𝜓0〉 =
𝑁e⊗
𝑛e=1

[(∑
𝑥

𝑐†𝑥𝑃𝑥,𝑛e

)
|0〉

]
=

𝑁e⊗
𝑛e=1

[ (
®𝑐†𝑃

)
𝑛e
|0〉

]
, (3.7)

其中 𝑁e 表示电子数.这意味着初态是 𝑁e 个费米子单体波函数的直积.指标 𝑥 表示

电子的自由度，包括空间自由度、自旋自由度等.矩阵元 𝑃𝑥,𝑛e 代表第 𝑛e个电子在

𝑥自由度上的概率幅.

注意，虚时传播子 e−𝜏𝐻c 本质上是统计力学中辅助场构型的玻尔兹曼权重因

子.根据(3.6)和(3.7)，辅助场构型的配分函数可以表示为：

𝑍 =
∑
c

〈𝜓0 | e−𝜏𝐻c |𝜓0〉 =
∑
c

𝐴c det
[
𝑃†𝐵c(𝜏, 0)𝑃

]
. (3.8)

这里，我们使用 𝐵c来表示二次系数矩阵的系数：

𝐵c(𝜏2, 𝜏1) ≡
𝜏2/Δ𝜏∏

𝑚=𝜏1/Δ𝜏
e𝑇 e𝑉c(𝑚) . (3.9)

方程(3.8)右侧的表达式已经积分掉了费米子算符，用一个可计算的行列式表示来

替代了格拉斯曼代数和费米子统计，所有矩阵运算都可以直接在计算机上执行.

最终，我们对辅助场的时空构型进行蒙特卡罗抽样.在数值计算中，一个时空

构型的权重是 𝐴c det
[
𝑃†𝐵c(𝜏, 0)𝑃

]
. 按照经典的马尔可夫重要性抽样方法，我们依

次对这个 𝑑 + 1维辅助场的局部分量进行尝试性翻转.然后我们使用 Metropolis算

法来计算基于翻转前后构型权重比例的变化接受概率.具体来说，我们需要计算以

下权重比：

𝑅c′c ≡
𝐴c′ det

[
𝑃†𝐵c′ (𝜏, 0)𝑃

]
𝐴c det [𝑃†𝐵c(𝜏, 0)𝑃]

, (3.10)

其中 𝑐′表示翻转后的构型，𝑐表示原始构型.实际上，我们不需要分别计算两种构

型的权重.这是因为我们执行的翻转是在时空中局域的，因此

𝐵c′ (𝜏, 0) = 𝐵c(𝜏, 𝜁) (1 + Δc′c) 𝐵c(𝜁, 0). (3.11)

这里，Δc′c是一个高度稀疏的矩阵，只有与局部辅助场翻转涉及的自由度对应的矩

阵元素是非零的.因此，两个行列式的比值可以表示为：

det
[
𝑃†𝐵c′ (𝜏, 0)𝑃

]
det [𝑃†𝐵c(𝜏, 0)𝑃]

= det
{
1 + Δc′c𝐵c(𝜁, 0)𝑃

[
𝑃†𝐵c(𝜏, 0)𝑃

]−1
𝑃†𝐵c(𝜏, 𝜁)

}
. (3.12)
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由于 Δc′c 的稀疏性，上述方程右侧的行列式只需要考虑计算中涉及的几个自由度.

对于有符号问题的情况，这样计算出来的权重比 𝑅c′c 不一定是正实数，我们在做

蒙卡抽样时，用其模长 |𝑅c′c |来计算接收概率，并用(1.2)来处理蒙卡观测结果.

在 DQMC中，为了计算物理可观测量，我们只需要对构型可观测量 〈𝑂 (𝜏)〉c
进行统计.

〈𝑂 (𝜏)〉 =
∑
c

Prc 〈𝑂 (𝜏)〉c + O
(
Δ𝜏2

)
, (3.13)

其中 Prc表示构型概率，

Prc =
1

𝑍
𝐴c det

[
𝑃†𝐵c(𝜏, 0)𝑃

]
, (3.14)

〈𝑂 (𝜏)〉c =
〈𝜓0 | e−

𝜏
2 𝐻c 𝑂 e−

𝜏
2 𝐻c |𝜓0〉

〈𝜓0 | e−𝜏𝐻c |𝜓0〉
. (3.15)

由于我们采用重要性抽样，抽样频率与构型概率成正比.最终，在计算可观测量时，

我们只需对抽样的构型可观测量取平均.如果可观测量是单粒子算符，即可以费米

子算符的二次型表示，那么可以采用类似于方程(3.8)的方式积分掉费米子自由度，

并通过行列式进行数值计算.在数值积分掉费米子自由度后，费米子等时格林函数

可以使用以下矩阵元表示：

〈𝑐†𝑥1𝑐𝑥2〉c =
{
𝐵c

(𝜏
2
, 0

)
𝑃

[
𝑃†𝐵c(𝜏, 0)𝑃

]−1
𝑃†𝐵c

(
𝜏,

𝜏

2

)}
𝑥1,𝑥2

. (3.16)

对于四费米子算符或更高阶的可观测量，我们基于Wick定理使用费米子等时格林

函数进行计算.
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4 应用实例一：单狄拉克锥上的 Hubbard模型

这一节讨论二维正方晶格上的单狄拉克锥模型加 Hubbard相互作用发生的铁

磁相变，该相变属于 𝑁 = 2手征 Ising普适类.该模型目前没有无符号问题的求解

办法，但是符号问题不太严重，以至于平衡态的研究也勉强可以进行.之前的一项

研究使用 Gutzwiller 投影量子蒙卡研究了该相变平衡的基态性质，这一方法在一

定程度上减轻了符号问题，但严重依赖于经验参数，并非普适的方法 [27] .这里，我

们使用短时方法研究了该模型的量子临界性，能够准确的求解临界点和临界指数，

与之前的研究结果 [27]吻合，验证了该方法的有效性.

4.1 单狄拉克锥模型的狄拉克半金属-铁磁相变

在动量空间中，单狄拉克锥的哈密顿量为

𝐻0 =
∑
𝒌

𝜓†
𝒌𝑣f

(
𝑘 𝑥𝜎𝑥 + 𝑘𝑦𝜎𝑦

)
𝜓𝒌 , (4.1)

其中 𝜓𝒌 =
(
𝑐𝒌↑, 𝑐𝒌↓

)T 表示在动量空间中的费米子的湮灭算符，𝑣f 是费米速度（这

里取 𝑣f = 1），𝜎𝑥 和 𝜎𝑦 是泡利矩阵.对其做离散的傅里叶变换可以得到晶格哈密顿

量

𝐻0 =
∑
𝒊

∑
𝑹

(
𝑡𝑹𝑐

†
𝒊,↑𝑐𝒊+𝑹,↓ + h.c.

)
. (4.2)

𝑐†
𝒊,↑ 和 𝑐𝒊+𝑹,↓ 是相应格点上自旋向上和向下的电子的产生和湮灭算符，长程的跃迁

振幅 𝑡𝑹 是距离 𝑹的函数

𝑡𝑹 =
i(−1)𝑅𝑥

𝐿
𝜋
sin(𝜋 𝜋𝑅𝑥

𝐿
)
𝛿𝑅𝑦 ,0 +

(−1)𝑅𝑦

𝐿
𝜋
sin(𝜋 𝜋𝑅𝑦

𝐿
)
𝛿𝑅𝑥 ,0 , (4.3)

其中 𝐿是晶格的线性尺寸，该模型只在 𝐿为奇数的情况下有良好定义.(4.2)式所示

格点哈密顿量的能带结构如图4.1所示，为单狄拉克锥 [28] .

在单狄拉克锥模型的基础上，考虑局域的 Hubbard排斥（𝑈 > 0）相互作用

𝐻 = 𝐻0 +𝑈
∑
𝒊

(
𝑛𝒊,↑ − 1/2

) (
𝑛𝒊,↓ − 1/2

)
(4.4)
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图 4.1 (a)单狄拉克锥格点哈密顿量的能带.系统能级半填满时，无质量的狄拉克费米子激发具
有线性的色散关系 𝐸 = ± |𝒌 |.(b)导带的等能面，在整个第一布里渊区中都是完美的同心圆.

其中 𝑛𝒊 = 𝑐†𝒊 𝑐𝒊 表示 𝒊位置的粒子数算符.在相互作用强度𝑈较小时，系统处于狄拉

克半金属相.在𝑈较大时，系统处于铁磁相.在临界点𝑈𝑐存在连续相变，由铁磁序

参量描述.模型哈密顿量具有自旋的 𝑍2 对称性，自发对称性破缺变成反铁磁相后，

𝑍2对称性被破坏，该相变属于手征 Ising普适类 [29] .

4.2 弛豫过程中的费米子符号问题与非平衡标度行为

我们首先最关心的问题自然是在临界点上符号问题有多严重，以及它在虚时

演化中的行为.考虑到费米子符号问题带来的误差放大因子反比于平均符号，我们

用平均符号来衡量符号问题的严重程度，平均符号越小，符号问题越严重，平均

符号越大，符号问题越轻.图4.2显示，平均符号随着虚时演化迅速衰减，演化的时

间越长，符号问题越严重.在通常的平衡态的研究中，人们需要演化足够长的虚时，

使得系统达到平衡，才能看出基态的性质.在我们的短时方法中，只需要将标度不

变虚时 𝜏𝐿−𝑧 取到很小的值（𝑧 = 1），比如 𝜏𝐿−𝑧 = 0.3.此时，平均符号大概在 10−1

数量级，是计算上可以接受的.此外，我们从图4.2中还能观察到，符号问题的严重

程度还与初态有关，选用有序初态（FM），相比于无序初态（DSM）具有更严重

的符号问题.

理论上来讲，标度不变虚时 𝜏𝐿−𝑧 取得越小，符号问题就越轻.但 𝜏𝐿−𝑧 不能取

得无限小.我们能使用短时方法确定临界性质，依赖于普适临界标度关系(2.2).而

普适临界标度关系(2.2)的成立依赖于系统处于临界状态体现的标度不变性，因此

又需要 𝜏𝐿−𝑧 不能太小，要接近临界状态，才能比较好得符合标度关系(2.2).因此，

我们需要数值上确定标度关系(2.2)能够成立的参数范围，也即，𝜏𝐿−𝑧 最小能取到

多小，𝜏𝐿−𝑧 = 0.3是否在该范围内？
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图 4.2平均符号随演化虚时的变化.相互作用强度取在量子临界点 𝑈 = 𝑈𝑐 = 7.249，系统尺寸
为 𝐿 = 17.灰色虚线标记出 𝜏𝐿−𝑧 = 0.3对应的位置.

为了观察量子临界点的标度性，我们定义几个可观测量.定义铁磁结构因子为

𝑆(𝒌) = 1

𝐿2𝑑

∑
𝒊, 𝒋

ei𝒌 · (𝒊− 𝒋 ) 〈𝑆𝑧
𝒊 𝑆

𝑧
𝒋 〉, (4.5)

其中局域序参量为 𝑆𝑧
𝒊 ≡ ®𝑐†𝒊𝜎𝑧 ®𝑐𝒊，®𝑐† ≡ (𝑐†↑, 𝑐

†
↓). 关联长度比定义为

𝑅 = 1 − 𝑆(𝒌 = Δ𝒌)
𝑆(𝒌 = 0) ∼ 𝜉

𝐿
, (4.6)

其中 Δ𝒌 = 1
𝐿
𝒃1 + 1

𝐿
𝒃2 为具有周期性边界的晶格背景下的电子最小动量，𝒃1, 𝒃2 为

倒格矢的基.关联长度比率 𝑅是一个无量纲量，根据(2.2)，关联长度比率 𝑅满足如

下标度关系：

𝑅(𝑔, 𝜏, 𝐿) = 𝑓𝑅 (𝑔𝐿1/𝜈, 𝜏𝐿−𝑧), (4.7)

其中 𝑔 = 𝑈 −𝑈𝑐.

如果我们将参数取在临界点上即 𝑔 = 0，则关联长度比 𝑅仅是重标度虚时 𝜏𝐿−𝑧

的函数，即

𝑅(𝜏𝐿−𝑧) = 𝑓 (𝑔=0)𝑅 (𝜏𝐿−𝑧). (4.8)

不同尺寸观察到的 𝑅的虚时演化行为都服从这一普适关系. 由此，我们可以根据不

同尺寸的数据重合来衡量标度关系是否成立，以及找到使得标度关系成立的 𝜏𝐿−𝑧

时间范围. 如图4.3b所示，对于无序初态（DSM）出发的弛豫过程，对于较大的尺

寸（比如 𝐿 ≥ 11），𝜏𝐿−𝑧 = 0.3就足以体现很好的数据重合. 而对于有序初态（FM）
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图 4.3不同初态出发的弛豫过程中关联长度比 𝑅随虚时 𝜏的变化，虚时已被重标度为 𝜏𝐿−𝑧 .(a)
是从饱和铁磁初态出发的弛豫过程，(b)是从狄拉克半金属初态出发的弛豫过程.不同尺寸的数
据重合表示非平衡标度关系成立.数据重合的区域标示着非平衡标度关系成立的虚时范围.

出发的弛豫过程，不论 𝜏𝐿−𝑧 取得多小，都有很好的数据重合，也即关联长度比 𝑅

的弛豫标度关系(4.8)不论 𝜏𝐿−𝑧取多小都成立.这是因为在初态（FM），𝑅本身就是

一个标度不变量. 不过，即使对于有序初态（FM），我们也不考虑将 𝜏𝐿−𝑧 取得太

小，因为那会使得标度关系(4.7)几乎与 𝑔𝐿1/𝜈 无关，这就难以通过(4.7)来确定量子

临界点了. 总之，不论选用有序初态还是无序初态研究弛豫过程，𝜏𝐿−𝑧 = 0.3是一

个合理的取值，它既能使得短时标度成立，又能获得足够良好的平均符号，允许

我们使用短时方法研究量子临界性质了.

4.3 用非平衡方法研究量子临界性

在平衡态的研究中，通常演化足够长的时间，1/𝜏 → 0，根据非平衡标度关

系(2.2)，与有限时间效应有关的因子均不体现在标度关系中. 在非平衡方法中，我

们固定 𝜏𝐿−𝑧 为常数，具体的，这里我们固定 𝜏𝐿−𝑧 = 0.3，这样 𝑅仅是 𝑔𝐿1/𝜈 的函

数，也即

𝑅(𝜏𝐿−𝑧) = 𝑓 (𝜏𝐿
−𝑧=0.3)

𝑅 (𝑔𝐿1/𝜈). (4.9)

这和平衡态的标度形式完全一致，因此，在平衡态的研究中所用到的方法 [30-31]，可

以直接用在非平衡态的研究中. 考虑到更广泛领域的研究者可能对量子临界性的

研究并不熟悉，我们在本章仍较为详细地介绍如何利用标度理论确定量子临界点

和临界指数.

根据(4.9)可以确定量子临界点.调节 Hubbard相互作用强度 𝑈，当其处于临界

点时 𝑔 = 0，关联长度比 𝑅 成为标度不变量，与尺寸无关.在图4.4a中，不同尺寸

的 𝑅 随 𝑈 变化的相交，在交点处，𝑅 与尺寸无关，也即临界点.我们使用标度关

14



非平衡量子临界性中的符号问题研究

图 4.4用非平衡方法确定量子临界点𝑈𝑐 和关联长度指数 𝜈.(a)表示初态为狄拉克半金属相，弛
豫到 𝜏𝐿−𝑧 = 0.3时，关联长度比 𝑅随 Hubbard相互作用强度𝑈的变化.实线是基于标度关系对
数据点的拟合线，由拟合出的交点位置确定出临界点 𝑈𝑐 = 7.249(4).(b)是对 (a)做重标度的结
果，不同尺寸的变化曲线在以 𝑔𝐿1/𝜈 为横轴的坐标中重合，1/𝜈 = 1.23(2).(c)展示了通过重采
样技术得到的 1000个样本基于标度关系拟合得到的临界点和临界指数的分布.(d)表示初态为
饱和铁磁相，弛豫到 𝜏𝐿−𝑧 = 0.3时，关联长度比 𝑅随 Hubbard相互作用强度𝑈 的变化.

系(4.9)对图4.4a的数据点拟合（拟合参数为 𝑈𝑐 和 𝜈），通过重采样技术计算 𝑈𝑐 和

𝜈的分布，如图4.4c所示.最终计算出 𝑈𝑐 = 7.249(4)，𝜈−1 = 1.23(2).图4.4b则是用

拟合出来的临界点和临界指数对图4.4a的横轴进行重新标度，得到不同尺寸的数

据重合，这体现了标度关系(4.9)，即对于不同的尺寸，𝑅都以相同的函数形式依赖

于 𝑔𝐿1/𝜈.

在确定临界点时，我们使用的是初态为无序相的弛豫数据.在图4.4d中，可以

看到从有序初态出发的弛豫数据再次在临界点处相交，可见短时方法可以用多种

方法自洽地确定和检验临界点.

玻色场的反常量纲 𝜂𝜙 和费米场的反常量纲 𝜂𝜓 可以由下面的标度关系确定：

𝑆(𝒌 = 0) = 𝐿−(1+𝜂𝜙 ) 𝑓𝑆

(
𝑔𝐿1/𝜈, 𝜏𝐿−𝑧

)
, (4.10)
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𝐺 (𝒌 = Δ𝒌) = 𝐿−𝜂𝜓 𝑓𝐺

(
𝑔𝐿1/𝜈, 𝜏𝐿−𝑧

)
. (4.11)

其中 𝐺 (𝒌) = 1
𝐿2

∑
𝑖 𝑗 e

i𝒌 (𝒓𝑖−𝒓 𝑗 ) 〈𝑐𝑖↑𝑐 𝑗↓〉是动量空间的费米子关联，𝑆(𝒌)是铁磁结构因
子.动量为零的铁磁结构因子即序参量的平方 𝑆(𝒌 = 0) = 𝑚2.

图 4.5 用非平衡方法确定玻色场反常量纲 𝜂𝜙 和费米场反常量纲 𝜂𝜓.(a) 表示玻色场结构因子
𝑆(0) 和费米子关联 𝐺 (𝑘 = Δ𝑘) 随尺寸 𝐿 的变化.其中相互作用强度取为临界值 𝑈𝑐，固定虚时
演化时长满足 𝜏𝐿−𝑧 = 0.3或 𝜏𝐿−𝑧 = 0.5.虚线表示双对数坐标中的线性拟合.(b)展示通过拟合
斜率得到的玻色场反常量纲 𝜂𝜙 和费米场反常量纲 𝜂𝜓，散点表示由重采样技术得到的不同样
本的拟合结果.

我们固定 𝜏𝐿−𝑧 = 0.3或 𝜏𝐿−𝑧 = 0.5，同时相互作用强度取在临界点 𝑈 = 7.249，

那么 𝑆(𝒌 = 0) ∼ 𝐿1+𝜂𝜙和𝐺 (𝒌 = Δ𝒌) ∼ 𝐿𝜂
𝜓与尺寸 𝐿成幂律关系.我们计算了无序初

态的数据，如图4.5a所示.在双对数坐标中作线性拟合，可以从拟合斜率读取玻色

场的反常量纲 𝜂𝜙 和费米场的反常量纲 𝜂𝜓，由重采样得到它们的分布如图图4.5b，

在下方我们标出了拟合结果.𝜏𝐿−𝑧 取不同的值，拟合得到的临界指数在误差范围内

是一致的，这再次体现了短时方法可以自洽地检验所确定的临界指数的准确性和

普适性. 并且从图4.5a 中可以看出 𝜏𝐿−𝑧 = 0.5 具有更小的有限尺寸效应，我们以

𝜏𝐿−𝑧 = 0.5的结果 𝜂𝜙 = 0.395(17), 𝜂𝜙 = 0.129(9)用于后文.

以上我们讨论了在非平衡态固定 𝜏𝐿−𝑧 可以得到与平衡态一致的标度形式.在

表4.1中，我们展示了我们在非平衡过程中算出的临界点、临界指数，以及此前的

平衡态研究用平衡态的量子蒙卡、泛函重整化群理论算出的结果.可见，我们用非

平衡方法可以非常准确地定出基态相变临界点和临界指数.而且，非平衡方法消耗

更少的计算资源.
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表 4.1 不同方法计算的基态相变临界点和临界指数对比. 除了我们用非平衡的方法计算了临
界点和临界指数之外，此前的平衡态的研究也给出了和我们一致（在误差范围内）的计算结
果 [27,32] .

method 𝑼𝒄 𝝂−1 𝜼𝝓 𝜼𝝍

This work 7.249(4) 1.23(2) 0.395(17) 0.129(9)
Gutzwiller-PQMC (equilibrium) [27] 7.275(25) 1.19(3) 0.31(1) 0.136(5)
FRG [32] - 1.229 0.372 0.131

接下来我们关注系统在弛豫过程中体现的非平衡临界性质，由此可以更好地

理解非平衡方法的高效性来源于何处.非平衡标度关系 (4.10)和 (4.11)相比于平衡

态的标度关系，额外考虑了有限时间带来的参数 𝜏𝐿−𝑧，以刻画非平衡的临界动力

学.图4.6和图4.7分别展示了在临界点上从有序初态（FM）出发的弛豫行为和从无

序初态（DSM）出发的弛豫行为.

图 4.6在临界点上（𝑈 = 7.249）从饱和铁磁初态出发的虚时弛豫行为.(a)展示了玻色场结构因
子 𝑆(0) 随虚时 𝜏的变化，(b)是基于标度关系对 (a)的重标度，𝜂𝜙 = 0.395.(c)展示了费米子关
联 𝐺 (𝑘 = Δ𝑘)随虚时 𝜏的变化，(d)是基于标度关系对 (c)的重标度，𝜂𝜓 = 0.129.

图4.6a显示，从铁磁态出发的弛豫过程中，序参量的平方 𝑚2从饱和值开始随

虚时 𝜏衰减，最后达到平衡.尺寸 𝐿越大，达到平衡所需的时间（弛豫时间）越长，
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在热力学极限下弛豫时间随着尺寸发散.在 𝜏较小时，标度关系可以近似展开到零

阶

𝑚2 = 𝜏−(1+𝜂𝜙 )/𝑧 𝑓𝑚2 (𝜏𝐿−𝑧) ∼ 𝜏−(1+𝜂𝜙 )/𝑧, (4.12)

即如图4.6a 中的灰色虚线那样，𝑚2 衰减的幂律由反常量纲 𝜂𝜙 控制. 在图4.6b 中，

我们按照 (4.12)的形式对图4.6a重新标度，数据重合印证了非平衡标度关系 (4.12).

图4.6c显示，从铁磁态出发的弛豫过程中，费米子关联 𝐺 (𝒌 = Δ𝒌) 从 0开始增长

到平衡.满足标度

𝐺 (𝒌 = Δ𝒌) = 𝜏−𝜂𝜙/𝑧 𝑓𝐺 (𝜏𝐿−𝑧) ∼ 𝜏−𝜂𝜙/𝑧𝜏𝐿−𝑧 = 𝜏1−𝜂𝜙/𝑧𝐿−𝑧, (4.13)

其中由于 𝜏 = 0时是完全有序相，费米子关联 𝐺 (𝜏 = 0) = 0，所以 𝑓 (𝜏𝐿−𝑧) 领头阶

至少是一阶（否则 𝜏 = 0时 𝐺 发散）.图4.6c中的虚线表示 𝜏较小情况满足的幂律

形式. 而按照(4.13)的形式对图4.6c 的数据做重标度，可以得到图4.6d 所示的数据

重合，这显示了标度关系(4.13)的普适性.

图 4.7在临界点上（𝑈 = 7.249）从狄拉克半金属初态出发的虚时弛豫行为.(a)展示了玻色场结
构因子 𝑆(0) 随虚时 𝜏的变化，(b)是基于标度关系对 (a)的重标度，𝜂𝜙 = 0.395.(c)展示了费米
子关联 𝐺 (𝑘 = Δ𝑘) 随虚时 𝜏的变化，(d)是基于标度关系对 (c)的重标度，𝜂𝜓 = 0.129.
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序参量从无序初态（DSM）出发的弛豫行为可以进一步写为

𝑚2 = (𝐿𝜏−1/𝑧)−𝑑𝜏−(1+𝜂𝜙 )/𝑧 𝑓𝑚2 (𝜏𝐿−𝑧) ∼ 𝜏𝑑/𝑧−(1+𝜂𝜙 )/𝑧 . (4.14)

这是由于在 𝜏 很小的极限下，系统处于狄拉克半金属相，反铁磁结构因子应当满

足幂律关系 𝑚2 ∼ 𝐿−𝑑.而费米子关联 𝐺 (𝒌 = Δ𝒌) 的标度形式仍是(4.13).在图 4.7a

和图 4.7c中，我们展示了这两个观测量随演化虚时的变化，并用虚线标示了它们

在短时阶段体现的幂律行为.图 4.7b和图 4.7d展示了重标度后的弛豫行为，经过一

小段与初态有关的非普适区后，数据重合再次体现了普适的非平衡临界标度行为.

关于以上展现的费米子系统的非平衡量子临界性，有两点需要补充说明：（1）

从4.6和图 4.7中可以看出，不论从何种初态出发做弛豫，费米子关联的弛豫时间要

远远短于玻色子关联（或者玻色子关联长度比），费米子关联大概在 𝜏𝐿−𝑧 ∼ 10−1数

量级就达到平衡了，而玻色结构因子的弛豫时间是在 𝜏𝐿−𝑧 ∼ 100数量级.在图4.5中

也可以看出，𝜏𝐿−𝑧 = 0.3和 𝜏𝐿−𝑧 = 0.5的费米子关联数据是重合的，说明此时费米

场早已达到平衡.这一现象反应出：在量子临界淬火的弛豫中，相比于玻色子，费

米子会更快地丢失对初态的记忆！这一性质可以解释我在过去的一项工作中观察

到的费米子系统的独特的临界初始滑移行为（critical initial slip），费米子系统的临

界初始滑移指数为负数 [24]——在量子临界淬火中费米子更快地感受到了临界性，

从而抑制了初始阶段的局域有序磁畴的延展.进一步，我们还可以看出，玻色关联

的非平衡弛豫行为总是在费米关联达到平衡之后才进入普适临界标度区域. 这意

味着在量子临界淬火中，费米子系统的响应以这样的顺序发生：费米子场先感受

到量子临界性，以非平衡临界动力学的形式（由基态的临界指数控制）趋于平衡，

并凝聚出临界的玻色涨落，然后这样的玻色涨落再以非平衡临界动力学的形式趋

于平衡.（2）对比4.6和图 4.7中费米子关联的弛豫行为，可以看出，对于狄拉克半

金属初态的弛豫过程，需要比较大的尺寸才会得到比较好的标度行为，而对于铁

磁初态的弛豫过程，有限尺寸效应不会影响短时标度.这是因为对于铁磁初态，随

着临界区域从小块开始长大，关联长度是从零开始增加的，直到关联长度超过系

统尺寸时，系统才会感受到有限尺寸效应.而狄拉克半金属态本身就是一种临界状

态，在演化的早期就会体现出有限尺寸效应.
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5 应用实例二：𝑡-𝑉 模型中的“不必要的”符号问题

我们认为，基于非平衡标度理论的短时方法可以普适地减轻费米子符号问题.

为了检验普适性，我们在另一个模型中再次使用短时方法分析量子临界性和符号

问题. 在这一章中我们将更多的注意力放在费米子符号问题的讨论上，不再像上

一章那样花费大量篇幅介绍非平衡量子临界性的研究方法. 而且，这一章所讨论

的模型本身可以被无符号问题的量子蒙特卡罗方法求解 [33-34]，因此在该模型中制

造“不必要的”符号问题，可以作为用来研究符号问题的一个很好的理论玩具，我

们顶着符号问题计算出来的数值结果可以和此前非常令人信服的那些结果做比对，

从而展现我们的新方法的计算结果也是可靠的.

5.1 t-V模型的狄拉克半金属-电荷密度波相变

我们在蜂窝格子上研究以下简单的无自旋相互作用费米子模型：

𝐻 = −
∑
〈𝑖 𝑗 〉

𝑡𝑖 𝑗𝑐
†
𝑖 𝑐 𝑗 + h.c. +

∑
〈𝑖 𝑗 〉

𝑉

(
𝑛𝑖 −

1

2

) (
𝑛 𝑗 −

1

2

)
, (5.1)

其中 𝑐†𝑖 在格点 𝑖 上产生费米子，𝑡𝑖 𝑗 ≡ 𝑡 是最近邻格点间费米子的跃迁，𝑉 是最近

邻格点间费米子的密度相互作用.此处跃迁和相互作用部分分别用 𝐻0和 𝐻int标记.

在此之后我们设 𝑡 = 1作为能量的单位.

在蜂窝格子上的无相互作用费米子展现出两个不等价狄拉克点 ±K 周围的无

质量狄拉克色散.由于费米面（狄拉克点）上的态密度为零，狄拉克费米子对任何

保持模型对称性的较弱的相互作用都是稳定的，但当相互作用足够强时可以打开

能隙. 在本文中，我们将聚焦于由相对较强的最近邻排斥力诱导的电荷密度波转

变，这属于 𝑁 = 4手性 Ising普适类.在相变中，子晶格的 Z2对称性自发破缺.

该模型可以使用Majorana量子蒙特卡罗方法进行无符号问题的量子模拟，此

前可靠的研究结果显示，该模型的量子临界点为 𝑉𝑐 = 1.355 [33] .如果 H-S变换将费

米子间相互作用解耦合到密度通道，则该模型会出现符号问题 [35] .在这里，我们将

短时方法应用于这个有符号问题的情形.
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图 5.1在临界点附近，平均符号随相互作用强度𝑉 的变化.(a)文献 [35]显示基态存在渐进无符号
问题，即 𝑉 在一定范围内，平均符号随着尺寸增大而增大.(b)我们的短时方法显示在大尺寸下
可以完全没有符号问题.

5.2 弛豫过程中的费米子符号问题与非平衡标度行为

对于解耦合到密度通道的蒙卡模拟，文献 [35]揭示了该模型的渐进无符号问题

特性，如图5.1a所示，在 𝑉 较小时，尺寸越大，符号问题越轻，此区域渐进无符

号问题.在 𝑉 较大时，尺寸越大，符号问题越严重，此区域是出现常规的符号问题.

有趣的是，这两个区域之间，似乎存在一个“符号临界点”，不同尺寸的曲线在此

相交.似乎是巧合，这个交点在量子临界点 𝑉𝑐 = 1.355附近.

在我们的短时研究中，取 𝜏𝐿−𝑧 = 0.3，我们也计算了在临界点附近，平均符号

随相互作用强度 𝑉 的变化，如图5.1b和 c所示，分别是从无序（DSM）初态出发

的弛豫结果和有序（CDW）初态出发的弛豫结果.这里亦有两点值得注意：一是在

大尺寸中，短时方法真的将“渐进无符号问题”推至“完全无符号问题”（包含小

尺寸的结果，见附录A），对于 𝐿 ≥ 9，平均符号精确为 1.二是在量子临界点附近

并没有观察到“符号临界点”，即使在 𝑉 超过临界点处，仍然显示渐进无符号问题

的特性，也就是说，短时方法可能将这个非平庸的区域拉大了.这里我们我们为了

和平衡的情况对比，在非平衡的图5.1b和 c中只展示了与图5.1a一致的尺寸和相

互作用强度范围.在附录A中，我们可以看到“符号临界点”在非常强的相互作用

情况才会出现.

在图5.2中我们可以看出为什么这里会出现完全无符号问题的结果. 图5.2a 展

示了平均符号随重标度虚时 𝜏𝐿−𝑧 的变化——并非在虚时演化的初期，符号问题

就开始出现，而是经过了一定时间后，平均符号才开始衰减. 对应到世界线的图

像中，也即如果只经过非常短的演化，费米子的世界线可能都还没来得及发生交

叉. 而我们所固定的虚时时刻 𝜏𝐿−𝑧 = 0.3，正是处在符号问题还没有来得及出现

的时期.图5.2b用关联长度比的数据重合标示标度关系成立短时间范围.可以看出，
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图 5.2 弛豫过程中的平均符号与非平衡标度（从有序初态出发）.(a) 平均符号随重标度虚时
𝜏𝐿−𝑧 的变化，灰色虚线标记出 𝜏𝐿−𝑧 = 0.3的位置，此时平均符号为 1，无符号问题.(b)关联长
度比随 𝜏𝐿−𝑧 的变化.对于较大的尺寸，𝜏𝐿−𝑧 = 0.3处的数据重合即表示非平衡标度关系成立.

图 5.3用非平衡方法确定临界点 𝑉𝑐 与关联长度指数 𝜈.(a)和 (b)分别展示从狄拉克半金属初态
和饱和电荷密度波初态出发，弛豫到 𝜏𝐿−𝑧 = 0.3时，关联比率随相互作用强度的变化.曲线交
点为临界点，与灰色虚线所标示的文献结果 𝑉𝑐 = 1.355接近 [33] .(c)和 (d)即是对 (a)和 (b)的重
标度结果，关联长度指数取为 𝜈 = 0.77 [33]，大尺寸下的数据重合显示非平衡标度关系成立.
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𝜏𝐿−𝑧 = 0.3也已经足以体现临界标度性.也就是说，通过非平衡临界标度，我们可

以在符号问题还没出现之前，就算清楚量子临界性质.

5.3 用非平衡方法研究量子临界性

与上一章的思路一致，接下来我们说明，即使在短时阶段，虽然系统还没演化

到基态，但也能准确地体现基态的量子临界性质.图5.3a和图5.3b分别展示了从无

序态和有序态出发，在量子临界点附近弛豫 𝜏𝐿−𝑧 时间，关联长度比 𝑅随相互作用

强度 𝑉 的变化.标度关系(4.9)意味着不同尺寸的曲线会在临界点处相交.图5.3a和

图5.3b中的灰色虚线标记出无符号问题的Majorana量子蒙特卡罗方法计算出的临

界点 𝑉𝑐 = 1.355 [33]，而我们所计算出的交点也与之接近.我们还使用 [33]算出的临

界指数 𝜈 = 0.77来做重标度，如图5.3c和图5.3d所示.对于较大的尺寸（𝐿 ≥ 12），

临界点附近呈现数据重合. 这也说明基态的临界点和临界指数确实控制着非平衡

态的行为.
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6 应用实例三：各向异性狄拉克锥上的 SU(3) Hubbard模型

经过前两章的计算实例，我们验证了非平衡方法在克服符号问题并计算量子

临界问题时的有效性，这使我们可以有把握地将该方法应用到此前人们无法研究

清楚的问题中.

Hubbard 模型作为最基础的强关联模型，受到非常广泛的关注. 由于费米子

符号问题的存在，人们只能研究费米子味道数为偶数的 Hubbard模型，比如具有

SU(2)、SU(4)、SU(6)对称性的 Hubbard模型 [36-41] .然而，自然界中广泛存在着味

道数为基数的费米子系统，比如具有三种味道的中微子模型，具有 SU(3)对称性

的夸克模型.如何使用无偏差的量子蒙特卡罗方法求解这些模型的强关联行为，是

一个亟待解决的问题 [42-50] .

在这一章，我们构造了一个具有 SU(3)对称性的 Hubbard模型，它具有非常

严重的符号问题，但是可以使用非平衡方法研究它的基态相图、量子临界性质.

6.1 各向异性狄拉克锥与 SU(3) Hubbard相互作用

图 6.1正方晶格中各向异性的狄拉克锥.(a)具有交错磁通的正方晶格，巡游电子围绕一个元格
（plaquette）移动会获得 ±𝜙的相位.(b)第一布里渊区中的能带结构，有两个不等价的狄拉克点
K = ( 𝜋2 ,

𝜋
2 ) 和 K′ = ( 𝜋2 ,−

𝜋
2 ).(c)导带的等能面.(b)和 (c)展示的是 𝜙 = 0.4𝜋的情况.

在正方晶格中，考虑如下哈密顿量：

𝐻 = −
∑
〈𝑖 𝑗 〉,𝛼

𝑡𝑖 𝑗𝑐
†
𝑖𝛼𝑐 𝑗 𝛼 +𝑈

∑
𝑖

∑
𝛼>𝛽

(
𝑛𝑖𝛼 − 1

2

) (
𝑛𝑖𝛽 −

1

2

)
, (6.1)

其中 〈𝑖 𝑗〉 标示对最近邻的格点求和，也即第一项最近邻的跃迁，𝛼 = 1, 2, 3和 𝛽 =

1, 2, 3为费米子味道指标.第二项是局域的 Hubbard相互作用，不同味道的费米子
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按照 Hubbard相互作用的形式耦合，𝑈 > 0表示 Hubbard排斥相互作用的强度.跃

迁振幅 𝑡𝑖 𝑗 = 𝑡ei𝜃𝑖 𝑗 , 𝑡 = 1, 𝜃𝑖 𝑗 = (−)𝑖𝑥+𝑖𝑦 𝜙
4
表示在元格中所加的交错磁通带来的跃迁相

位.

如图6.1a所示，正方晶格的每个元格中，存在交错的 ±𝜙的磁通.磁场破坏了

时间反演对称性，使得费米子符号问题无法回避.其中 𝜙 = 0就是普通的正方晶格

上的 Hubbard模型，没有狄拉克点，半填充时，费米面测度非零.𝜙 = 𝜋也是人们熟

知的 𝜋-flux正方晶格，其狄拉克点是各项同性的.而在这二者之间，存在各向异性

的狄拉克点，半填充时，费米面上的狄拉克激发具有各向异性的费米速度，能带

结构如图6.1b和图6.1c所示 [41,51] .

6.2 新奇的手征 SU(3)/[SU(2) × U(1)] 普适类

在 Hubbard相互作用较强时，低能有效场论中的玻色序参量涨落与费米场发

生 Yukawa耦合.我们的数值结果表明，这里存在一个 Gross-Neveu-Yukawa理论描

述的连续相变，但不属此前人们所熟知的手征 Heisenberg普适类、手征 Ising普适

类、手征 XY普适类之一 [52-53]，而是一个新的普适类.

从平均场的物理图像来看，考虑到 SU(3) Hubbard 相互作用可以写成 SU(3)

生成元的平方，故 SU(3)生成元形式的平均场序参量比较容易和狄拉克费米子耦

合.SU(3)群有 8个生成元，由 8个 3 × 3的 Gell-Mann矩阵 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆8描述，它

们的详细表述见附录B.其中只有对角的生成元 𝜆8 是满秩的，其对应的 𝜆8 序参量

𝑚可以给所有味道的狄拉克费米子赋予非零的手征质量：

𝑚 =
1

𝐿2

∑
𝑖

(−1)𝑖𝑥+𝑖𝑦 〈®𝑐†𝑖𝜆8 ®𝑐𝑖〉 , (6.2)

其中 ®𝑐†𝑖 =
(
𝑐†𝑖1, 𝑐

†
𝑖2, 𝑐

†
𝑖3

)
，而 (−1)𝑖𝑥+𝑖𝑦 表示相邻的格点上，生成元极化的方向相反，

我们把这一序参量称为𝜆8“反铁磁”序参量.我们通过大规模的量子蒙特卡罗计算

发现，对于较大的𝑈，系统的基态为𝜆8“反铁磁”相.

图6.2示意了狄拉克半金属-𝜆8反铁磁（DSM-𝜆8AFM）的自发对称性破缺.对于

饱和 𝜆8 反铁磁相，两种味道的费米子（记为味道 1,2，在图6.2中用蓝色和红色表

示）局域在一套子晶格（记为 A格子）中，剩下一种味道的费米子（记为味道 3，

在图6.2中用绿色表示）局域在另一套子晶格（记为 B格子）中. 显然，AB子晶格

之间的 Z2被明显地破坏（对应到低能有效场论中，也即狄拉克费米子的手征对称

性被破坏）. 对角的 𝜆8 生成元生成全局的 U(1)变换，只作用在味道 1,2子空间的
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图 6.2自发对称性破缺示意图.模型原本具有 Z2 × SU(3) 对称性，其中 Z2 是 AB子晶格的对
称性，SU(3) 是三种不同味道之间的对称性.自发对称破缺后的基态具有 Gell-Mann 𝜆8 生成元
的“反铁磁”序，这使得三重简并的狄拉克点完全打开能隙，不同味道的费米子交错地局域在
不同子晶格上.保留的对称性除了整体 U(1)之外，还有在 𝜆8 生成元种简并的两种味道之间的
SU(2)对称性.

生成元 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3生成封闭的 SU(2)变换，只混杂味道 1,2两种费米子. 由于这四个

生成元都和序参量算符对易，这里的 SU(2) × U(1) 是保持 𝜆8 反铁磁序参量 𝑚 不

变的，这是自发对称性破缺后的保留的最大对称群.而 SU(3)群的其余四个生成元

𝜆4, 𝜆5, 𝜆6, 𝜆7生成的变换会改变反铁磁序参量 𝑚在味道空间的方向，得到其余的 𝜆8

反铁磁简并基态，也即四种独立的 Goldstone模式.所有的简并基态张成一个 4维

的基态简并空间，这些基态可以一一映射到流形 [Z2 × SU(3)] /[SU(2) × U(1)] 上

的点 [54-55] . 因此，我们把这个新奇的普适类称为手征 SU(3)/[SU(2) × U(1)] 普适

类.

6.3 用非平衡方法确定基态相图与临界指数

让我们把前两章所讲的非平衡方法应用到真正的实战中，探索该模型的基态

相图和临界指数.

图 6.3用非平衡方法确定相变临界点 𝑈𝑐 和临界指数 𝜈.其中磁通为 𝜙 = 0.075𝜋，弛豫初态为完
全有序相，虚时演化时间满足 𝜏𝐿−𝑧 = 0.25.(a)关联长度比 𝑅随相互作用强度 𝑈 的变化，实线
表示基于标度关系的拟合线.(b)重标度后不同尺寸的数据重合.(c)重采样得到的 1000个样本的
拟合结果的分布.
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为了寻找相变临界点，我们制备 𝜆8反铁磁初态，并设置模型参数𝑈, 𝜙为不同

的值，取 𝜏𝐿−𝑧 = 0.25，我们观察无量纲的关联长度比 𝑅是否会出现标度不变性.以

图6.3a为例，固定 𝜙 = 0.075𝜋，对 𝑈 进行扫描.我们发现在 𝑈 = 1.10(5) 处，关联
长度比 𝑅与系统尺寸 𝐿 无关.当 𝑈 > 1.10时，尺寸 𝐿 越大则 𝑅越大；当 𝑈 < 1.10

时，尺寸 𝐿越小则 𝑅越小.这意味着固定 𝜙 = 0.075𝜋时，𝑈 > 1.10为 𝜆8反铁磁相，

𝑈 < 1.10为狄拉克半金属相.固定 𝜙 为不同值扫描 𝑈，或者固定 𝑈 为不同值扫描

𝜙，可以在 𝜙-𝑈 平面上找到一条临界的曲线，一侧为 𝜆8 反铁磁相，一侧为狄拉克

半金属相，如图6.4所示.图6.3展示的只是相边界上的一个点，计算其他的临界点

的方法与此一致，数据展示在附录中.根据标度关系(4.9)拟合图6.3a中的点，可以

拟合出临界点和关联长度指数 𝜈−1 = 0.68(5)，结果如图6.3c所示.图6.3b显示的重

标度后的数据重合展示了关联长度比 𝑅在临界点附近的非平衡有限尺寸标度行为.

图 6.4模型的基态相图，在𝑈-𝜙平面上分为 Gell-Mann 𝜆8生成元“反铁磁”相和狄拉克半金属
相.蓝色数据点是通过非平衡方法（从有序初态出发的弛豫，固定 𝜏𝐿−𝑧 = 0.25）确定的临界点，
蓝色实线为视觉辅助作用.浅蓝色区域表示在非平衡方案下符号问题不太严重，可以计算的区
域，它在临界点附近，依赖于临界标度理论.无序相有 6个独立的狄拉克锥.在有序相中它们全
部打开能隙，出现 4种独立的 Goldstone模式.

在相图6.4中，除了相的边界，我们用浅蓝色高亮大致示意了可以用非平衡方

法克服符号问题准确求解的区域.相互作用强度𝑈越大，符号问题越严重，计算量

可以接受的区域也就越窄.而非平衡临界标度在临界点附近才能比较好地成立，因

此如果离临界点太远，非平衡的数据就不足以反应基态的性质.

根据序参量的非平衡标度关系(4.10)可以确定玻色子的反常量纲 𝜂𝜙 和费米子
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图 6.5用非平衡方法确定反常量纲，其中 𝑈 = 1.1, 𝜙 = 0.075𝜋.(a)序参量平方 𝑚2 从有序初态出
发，在临界点的虚时弛豫行为.(b)重标度后的 𝑚2弛豫行为，在大尺寸下数据重合.(c)费米子关
联 𝐺𝐴𝐵 (𝑟 = 𝑟max) 从有序初态出发，在临界点的虚时弛豫行为.(d)重标度后的 𝐺𝐴𝐵 (𝑟 = 𝑟max)
弛豫行为，在大尺寸下数据重合.

表 6.1不同 Gross-Neveu-Yukawa普适类对于 𝑑 = 2 + 1, 𝑁f = 6的临界指数对比.表格中第一行
chiral SU(3)/[SU(2) ×U(1)] 是我们发现的新普适类，临界指数数值由非平衡的 PQMC方法确
定.表格中 4 − 𝜖 , 2nd order表示上临界维度展开至二阶的结果，FRG表示泛函重整化群方法.

univerality class 𝜈−1 𝜂𝜙 𝜂𝜓

chiral SU(3)/[SU(2) × U(1)] (this work) 0.68(5) 0.55(5) 0.15(3)
chiral Heisenberg (4 − 𝜖 , 2nd order) [56] 1.478 1.023 0.058
chiral XY (4 − 𝜖 , 2nd order) [56] 1.809 0.698 0.082
chiral Ising (4 − 𝜖 , 2nd order) [56] 0.750 0.865 0.011
chiral Ising (FRG) [57] 0.993 0.912 0.013
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的反常量纲 𝜂𝜓.如图6.5所示，将虚时重标度为 𝜏𝐿−𝑧 后，对于较大的 𝜏𝐿−𝑧，可以找

到 𝜂𝜙 = 0.55(5) 使得 𝑚2 随 𝜏𝐿−𝑧 的变化不依赖系统尺寸（对于较大的尺寸而言），

对于费米子关联 𝐺𝐴𝐵 (𝑟 = 𝑟max) 同理可得 𝜂𝜓 = 0.15(3).图6.5的结果再次体现了费

米子比玻色子更“健忘”：它的弛豫时间远远小于玻色子的弛豫时间，而且在费米

子观测量已经平衡后，玻色观测量才开始进入临界标度区域.我们将以上确定的临

界指数整理在表6.1中，并与其他的 Gross-Neveu-Yukawa普适类对比，可见我们发

现的新普适类与此前的几类都不相同.

6.4 弛豫过程中的费米子符号问题与非平衡标度行为

图 6.6符号问题的严重程度以及标度关系成立的时间范围，其中 𝑈 = 2.0, 𝜙 = 0.1𝜋.(a)平均符
号随重标度虚时 𝜏𝐿−𝑧 的变化，在 𝜏𝐿−𝑧 = 0.25时刻，符号问题的严重程度尚可接受，此后随
着虚时增加平均符号迅速衰减，难以计算.(b)无量纲的关联长度比随重标度虚时 𝜏𝐿−𝑧 的变化，
𝜏𝐿−𝑧 = 0.25时刻处于数据重合的范围内，标度关系成立.

最后，我们讨论在这个应用实例中短时方法是否减轻了符号问题，在多大程

度上减轻了符号问题？短时 𝜏𝐿−𝑧 = 0.25的结果是否足以反应基态的临界性质？

对于该模型，我们将参数取在临界点 𝑈 = 2.0, 𝜙 = 0.1𝜋，平均符号随重标度

虚时 𝜏𝐿−𝑧 的变化如图6.6a所示.与之前几章对比可以看出，该模型的符号问题比

前两个模型要严重得多，即使在非平衡阶段.对于 𝜏𝐿−𝑧 = 0.25，平均符号大致在

10−1 ∼ 10−2数量级，这意味着相比于无符号问题的情形，需要 10 ∼ 100倍的计算

资源才能将算出可靠的结果，这几乎是人们能够接受的最大限度.从图6.6b也可以

看出 𝜏𝐿−𝑧 = 0.25是处于标度成立的参数范围内的，即使没有达到基态，其非平衡

标度也足以体现基态的临界性.而对于平衡态的量子蒙特卡罗研究范式，通常需要

将虚时 𝜏取到尺寸 𝐿的 1.5倍以上（也即 𝜏𝐿−𝑧 > 1.5）才能到达基态，这一点也可

以在我们展示的几个模型的观测量的虚时演化结果中看出，至少要 𝜏𝐿−𝑧 > 1.5才

能到达平衡态.而演化这么长的时间，平均符号会衰减到 10−5 ∼ 10−6数量级.我们

30



非平衡量子临界性中的符号问题研究

图 6.7非平衡方法相较于平衡方法的效率提升倍率，其中 𝑈 = 2.0, 𝜙 = 0.1𝜋.非平衡方法取定
𝜏𝐿−𝑧 = 0.25，而通常平衡方法至少要取到 𝜏𝐿−𝑧 = 1.5，通过平均符号的比值估算效率增益.非
平衡方法可以将效率提升数十万倍，且尺寸越大，增益越明显.

可以通过平均符号的比值乘虚时演化的长度来衡量计算效率的差异，即

Efficiency gain factor =
〈sign〉neq.
〈sign〉eq.

×
𝜏eq.

𝜏neq.
. (6.3)

我们具体比较了几个尺寸的计算效率的差异，如图6.6所示，非平衡方法所需的计

算资源仅是平衡态方法的数百万分之一，而且这一效率倍率提升大致随系统尺寸

指数级增长.举个具体的例子，我们计算 𝐿 = 10的结果所用的非平衡程序在高性

能计算集群上跑了大概一个星期的时间——而如果想要用平衡态的方法同样靠谱

地计算出 SU(3) Hubbard模型是否有相变、属于什么普适类、相图和临界指数是多

少，那程序大致要从新石器时代开始运行——直到今天.
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7 总结

对于长久困扰强关联量子多体模拟的费米子符号问题，我们提出了一套基于

非平衡标度理论的短时方法. 该方法充分利用了短时信息中体现的基态相变临界

性，可以在费米子符号问题出现或者变得严重之前，就把基态相图、临界指数算

清楚. 同时，还能在非平衡过程中揭示丰富的非平衡动力学临界行为.

该方法的使用范围依赖于量子临界标度，因此它具有非常强的普适性，可以

直接应用到各种费米子系统临界问题的研究中. 并且该方法不依赖于任何特殊的

数值经验和技巧，能直接与绝大多数改善符号问题的方法兼容协同.

具体地，我们先在两个前人已经研究清楚的模型中验证了该短时方法的可行

性和高效性.然后我们研究了一个描述 SU(3) Hubbard相互作用的格点模型，具有

各向异性的狄拉克费米子激发.该模型具有严重的符号问题，以至于此前人们无法

准确计算它的任何基态性质.我们使用非平衡的方法，确定了它的基态相图，发现

了新奇的手征 SU(3)/[SU(2) × U(1)]普适类，并计算了它的临界指数.在该问题的

求解中，非平衡方法将计算效率提高了数百万倍.

使用我们提出的非平衡方法，能够准确回答一系列原本不可以求解的强关联

问题，极大拓宽人类探究强关联量子多体物理的视野，可谓“Faster is different”.
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非平衡量子临界性中的符号问题研究

附录 A 𝑡-𝑉 模型的符号问题特性补充

图 A.1较小尺寸、较大相互作用强度，平均符号随相互作用强度 𝑉 的变化.图中数据均是从有
序初态出发弛豫了 𝜏𝐿−𝑧 − 0.3时间的结果.

在平衡态，符号问题的“临界点”大概在𝑉 = 1.3 [35]，而在非平衡阶段（𝜏𝐿−𝑧 −

0.3），这个“临界点”在 𝑉 = 5左右.从图中可以看出，当 𝑉 < 5时，系统的尺寸越

大，符号问题越严重，而当 𝑉 > 5时，系统的尺寸越大，符号问题越轻.
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附录 B SU(3)群生成元的 Gell-Mann矩阵表示

SU(3)群的生成元是著名的Gell-Mann矩阵，用于描述粒子物理学中的对称性.

这些矩阵定义了 SU(3)群，并在各种领域中被广泛使用，包括强相互作用、夸克模

型等.

下面是 8个 Gell-Mann矩阵的具体形式，每个矩阵对应于 SU(3)中的一个生成

元：
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它们对应于粒子物理学中的对称性，并且在强相互作用等领域中应用广泛.每个矩

阵生成了群中的一种对称性（单参子群），整个矩阵集合形成了 SU(3)的封闭代数

结构.这些矩阵在描述夸克、胶子等强相互作用现象时非常重要.

SU(3)群的李代数结构由生成元的对易关系决定. SU(3)群的生成元之间的对

易关系如下：

[𝜆𝑎, 𝜆𝑏] = 2i
∑
𝑐

𝑓𝑎𝑏𝑐𝜆𝑐, (B.4)

其中 𝑓𝑎𝑏𝑐 是结构常数，具体为：

𝑓123 = 1, (B.5)
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附录 C 计算狄拉克半金属-𝜆8反铁磁相图中临界点

图 C.1用非平衡方法确定相变临界点𝑈𝑐 和临界指数 𝜈.其中磁通为 𝜙 = 0.1𝜋，弛豫初态为完全
有序相，虚时演化时间满足 𝜏𝐿−𝑧 = 0.25.(a)关联长度比 𝑅随相互作用强度 𝑈 的变化，实线表
示基于标度关系的拟合线.(b)重标度后不同尺寸的数据重合.(c)重采样得到的 1000个样本的拟
合结果的分布.拟合得到𝑈𝑐 = 2.0(3), 𝜈−1 = 0.61(10)

图 C.2用非平衡方法确定相变临界点 𝜙𝑐和临界指数 𝜈𝜙.其中磁通为𝑈 = 1，弛豫初态为完全有
序相，虚时演化时间满足 𝜏𝐿−𝑧 = 0.25.(a)关联长度比 𝑅随相互作用强度 𝑈 的变化，实线表示
基于标度关系的拟合线.(b)重标度后不同尺寸的数据重合.(c)重采样得到的 1000个样本的拟合
结果的分布.𝜙𝑐 = 0.067(4)𝜋, 𝜈−1𝜙 = 1.4(1)

图6.4中的相边界由这些数据计算.注意到对于关联长度比 𝑅 随相互作用强度

𝑈 的变化，做重标度使得数据重合所需的指数 𝜈𝜙 和关联长度指数 𝜈并不一致，大

致有 1/𝜈𝜙 = 3/𝜈. 这表示在临界点附近，标度关系

𝑅 = 𝑓𝑅

[(
𝑈

𝜙
− 𝑈

𝜙𝑐

)
𝐿1/𝜈

]
, (C.1)

对 𝜙 − 𝜙𝑐 的三阶展开 𝑅 ∼ (𝜙 − 𝜙𝑐)𝐿3/𝜈 成为领头阶.
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图 C.3用非平衡方法确定相变临界点 𝜙𝑐和临界指数 𝜈𝜙.其中磁通为𝑈 = 2，弛豫初态为完全有
序相，虚时演化时间满足 𝜏𝐿−𝑧 = 0.25.(a)关联长度比 𝑅随相互作用强度 𝑈 的变化，实线表示
基于标度关系的拟合线.(b)重标度后不同尺寸的数据重合.(c)重采样得到的 1000个样本的拟合
结果的分布.𝜙𝑐 = 0.105(10)𝜋, 𝜈−1𝜙 = 1.7(5)
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毕业论文（设计）题目:非平衡量子临界性中的符号问题研究 

国内外关于本选题的研究现状、水平和发展趋势，选题研究的目的和意义 

等 

一、量子蒙特卡罗中的费米子符号问题 

 

研究具有强关联相互作用的量子多体系统，是现代凝聚态物理、核物理、

量子色动力学等领域中至关重要的课题。然而，由于量子多体系统的希尔伯特

空间是随着系统尺寸增大而指数级增大，绝大多数强关联量子多体问题目前都

找不到通用的、误差可控的解析求解方法。随着人们在实验上不断发现依赖于

强关联物理的新奇物理现象，比如高温超导和分数化激发等，人们在理论层面

迫切需要有效的、无偏的数值方法来探究其物理本质。在目前可用的各种数值

方法中，量子蒙特卡罗（QMC）方法被认为是最重要的方法之一。由于 QMC

通常不依赖于微扰和特定的变分形式，它可以准确而高效地求解量子多体问

题，而不引入系统性的偏差。QMC 模拟之所以高效，是因为它不需要对整个

指数级大的多体希尔伯特空间进行采样，而是在其中自动采样最具代表性的量

子构型。QMC 模拟得到误差足够小的计算结果所需的计算时间是随系统尺寸

多项式级增大的，而非指数级增大[1]。具体地，量子蒙特卡罗方法通常可以

通过路径积分表示（引入虚时间维度）把 d 维的量子系统映射到 d+1 维的经典

系统，从而把量子配分函数写为经典玻尔兹曼权重的求和。这样，量子系统的

求解就转化为了经典构型的采样问题。在经典构型的采样问题中，人们通常可

以将构型权重等同于构型出现的概率，从而使用各种经典的蒙特卡罗方法（比

如 Metropolis 算法）对最具代表性的构型进行采样，而不必将上述求和遍历所

有的构型。在经典系统中，构型权重总是正的，因此这样的做法可以自然地进

行。 

 

然而，在费米子系统和有阻挫的玻色子系统中，玻尔兹曼权重并不总是正

的。例如在世界线算法中，奇数次的费米子交换将导致负的玻尔兹曼权重。在

这些量子系统中，玻尔兹曼权重不能直接被用作采样概率，普通的 QMC 方法

就失效了。这就是臭名昭著的费米子符号问题。费米子符号问题严重阻碍了人

们对强关联量子多体系统的研究，其本质上来源于费米子的交换统计性质，不



仅出现在 QMC 中，它在其他求解量子多体系统的数值方法（比如分子动力学

方法）中也普遍存在。如何处理符号问题，关系到我们对量子多体理论最根本

的理解[2-3]。 

 

费米子符号问题有最简单粗暴的处理办法，即强行把玻尔兹曼权重的绝对

值作为采样概率进行构型采样，这相当于在一个忽略了费米子的交换统计的玻

色化的系统中的观测结果，将其除以玻尔兹曼权重的平均符号就可以计算费米

子系统的观测量。这样简单粗暴地计算观测量，其代价是平均符号由于不同构

型的权重常常正负抵消而接近零，观测量表现为两个很小的数相除，这在数值

上通常是病态的，会引入很大的数值误差。具体的，人们证明这个其误差的放

大因子指数级依赖于温度的倒数以及粒子数，对于求解热力学极限下量子系统

的基态问题，QMC仍然需要指数级长的计算时间才能得到可控的计算误差[4]。 

 

费米子符号问题被证明是一个 NP-hard 问题，目前人们没有找到能够在多

项式级时间内求解该类问题的通用方法[4]。近年来，国内外的各种研究发现，

如果系统具有某些对称性，例如 Krames 时间反演对称性或者 Majorana 时间反

演对称性，则可以在无符号问题的表示中进行 QMC 模拟[1,5]。在没有这些对

称性的系统中，人们正在尝试选用不同的基、不同的多体相互作用解耦合方式

（Hubbard–Stratonovich 变换）来减轻符号问题，但目前这些方法并不能容易

地推广到其他的系统[6-7]。 

 

二、量子临界行为的普适性与标度不变性 

 

强关联量子多体系统的量子临界点和临界性质，描述了各种奇特的量子相

之间的是如何发生连续相变的，是量子多体领域备受关注的、最具挑战性的问

题之一。不幸的是，由于临界慢化的存在，热力学极限的系统在临界点上需要

经过无穷长的时间（或者虚时间）才能演化为基态，而费米子符号问题的严重

程度指数级依赖于演化时间，因此人们几乎不可能在有符号问题的费米子系统

中数值上准确地研究基态的相变。 

 

而物理学是这样地耐人寻味：临界慢化实际上是量子临界普适性和标度性

的一个侧面，而另一面，普适性和标度性可以成为研究量子临界性的有力工具，

并已成为量子临界性研究的普遍范式。根据 Landau-Ginzburg-Wilson 范式，相

变可以由序参量描述，在临界点附近，物理量的临界行为具有标度不变性，标

度量纲由几个临界指数刻画。并且重整化群研究表明，各个具体系统的相变根

据维数、对称性等特征可以划分到不同的普适类，而不依赖于模型的具体细节，

同一普适类中的不同模型具有相同的临界指数[8]。过去半个世纪以来，基于

这种范式，人们对各种经典系统、量子系统，包括一些无符号问题的费米子系

统进行了广泛的研究。甚至最近在非 Landau-Ginzburg-Wilson 范式的相变中，



人们依然发现了普适标度行为。 

 

非平衡物理，是比平衡态物理更一般也更困难的方向，因为平衡态研究中

依赖的一些良好的、可以大大简化求解的、稳定的性质常常在非平衡中被破坏。

而在量子临界点，平衡仅是特例，而不是常态——无穷长的非平衡演化过程才

是人们所能观测到的真实。有趣的是，过去的一系列研究在一些经典系统和量

子系统中揭示了非平衡的普适标度行为，多体系统的临界动力学在时间尺度上

也具有标度不变性[9]。在此，物理学的困难又将展示了它有用的另一面。 

 

最近，我与合作者的一项研究将非平衡标度理论拓展到了费米子系统中，

在蜂窝晶格 Hubbard 模型中用无符号问题的 QMC 方法揭示了狄拉克费米子系

统的普适虚时临界动力学，并提出了基于短时弛豫动力学研究费米子临界性的

普适理论框架，可以在非平衡态，利用短时的信息准确预测基态的量子临界点

和临界行为，而这些短时信息在以往平衡态的研究中通常被忽略。这一框架大

大提高了 QMC 求解量子临界问题的效率[10]。 

 

三、本选题基于费米子非平衡量子临界性处理符号问题的思路 

 

回顾之前提到的量子蒙卡中的费米子符号问题，和量子临界行为的普适性

与标度不变性，考虑到： 

1.研究费米子的基态量子临界性需要演化几乎无穷长的时间。 

2.费米子符号问题的严重性随着演化时间指数级增长。 

3.根据费米子的非平衡标度理论可以利用短时动力学预测基态临界性质。 

我们自然可以提出这样的猜测：根据费米子的非平衡标度理论，可以在费

米子符号问题出现之前，或者费米子符号问题变得严重之前，就求解出基态的

临界性质，从而克服费米子符号问题带来的困难，将原本几乎不可能求解的问

题变为可以求解。 

 

综上，在本选题中，对于长久困扰强关联量子多体模拟的费米子符号问题，

我们期望提出一套基于非平衡标度理论的短时方法该方法利用短时信息确定

临界性质，可以大大减轻符号问题。同时该方法是普适的，可以很容易地应用

到各种费米子系统临界问题的研究中，并且能与绝大多数改善符号问题的方法

兼容协同。本选题将系统地、完整地探索这种方法的有效性和可行性，并尝试

用这种方法研究人们此前受限于符号问题而无法计算的一系列物理问题，比如

自发破缺 SO(3)的分数化临界动力学等。 

 



本选题有望克服费米子符号问题，将一系列原本不可求解的问题算清楚，

极大拓宽人类探究强关联量子多体物理的视野，更新人们对量子多体理论最根

本的理解。 

 

选题研究的计划进度及可行性论述等 

在正式开题之前，我已经完成了文献调研、程序编写与调试工作，并在两

个模型中验证了本选题方法的有效性和可行性。为了验证有效性，我选取的是

此前已有平衡态的研究的模型，要么是存在符号问题但不太严重，要么是存在

无符号问题的算法，这样我们可以将我们的结果与之前的结果比对印证。详实

的计算结果表明，在保证可靠地计算精度的前提下，非平衡方法相较于平衡的

方法可以将计算效率提升 400 倍以上，同时还能和其他方法协同减轻符号问

题。因此，本选题具有十分充分的可行性。 

 

开题后我将研究单层蜂窝晶格上破缺 SO(3)的相变，接下来的计划进度这

样安排： 

1 月 21 日前，用平均场、量子蒙卡等方法做粗略的计算，大致确定符号

问题的性质，以及相图、临界点。 

2 月 4 日前，把之前两个模型的计算结果都整理好。 

2 月 10 日前，确定 SO(3)的相变的临界点。 

3 月 11 日前，完成弛豫动力学的计算，并确定临界指数。 

后续的时间用于整理结果，撰写毕业论文。 

 

毕业论文（设计）撰写提纲 

第一章为绪论，介绍量子蒙特卡罗中的费米子符号问题、量子临界行为的

普适性与标度不变性、基于费米子非平衡量子临界性处理符号问题的思路。 

第二章详细讲述本文的理论分析方法，即费米子量子临界性的非平衡标度

理论。 

第三章详细介绍本文使用的数值方法，以及虚时弛豫动力学。 

第四章、第五章分别在两个具体的模型（正方晶格上的单狄拉克锥模型、

蜂窝晶格上的 t-V 模型）中展示如何利用非平衡方法在有符号问题的情况下研

究量子临界性。并将我们的结果与之前的结果对比，论证我们新方法的有效性

和高效性。 

第六章展示利用非平衡方法克服符号问题所计算的 Gross-Neveu-SO(3)普

适理论结果。 

第七章总结非平衡方法处理符号问题的效果，展望其更广泛的应用。 
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目前已完成的研究工作、取得的主要进展等 

 

已经用我们所提出的非平衡方法计算了两个模型的临界点和临界性质：单

狄拉克锥的铁磁相变、t-V模型的电荷密度波相变。由于符号问题不太严重或

者恰好存在无符号问题的计算方法，它们的平衡态相图和平衡态临界性质也可

以被很好地计算。通过对比我们的非平衡计算结果和平衡态的结果，我们发现

非平衡方法可以准确、普适地计算费米子系统的量子临界性，而且可以普适地

大幅提高计算效率。 

 

进一步，我们还构造了具有交错磁通方格子上的 SU(3) Hubbard 模型，

该模型不存在无符号问题的求解方法，其相图、相变普适类、临界性质均是未

知的。我们利用非平衡标度理论，通过有序初态在临界点附近的弛豫行为确定

了该模型的相图、临界点和临界指数，发现了新的普适类。 

 

后期拟完成的研究工作及进度安排 

后期拟进一步计算 SU(3) Hubbard 模型的临界指数，包括费米子反常量

纲等。 

进度安排： 

4月 4日，确定一个比较精确的临界点，以及拟合出比较精确的关联长度

指数、玻色子反常量纲。 

4月 10日，计算出比较准确的费米子反常量纲，以及展示出有序初态在

临界点符合标度理论的弛豫行为。 

4月 20日，开始写毕业论文初稿。 

4月 30日，完成毕业论文初稿。 



存在的具体问题及拟采取的措施等 

可能存在的问题：由于 SU(3) Hubbard 模型的符号问题比较严重，我们

只能在非常远离平衡的状态下确定临界点，这可能由于有限时间效应引起很大

的偏差，使得算出的临界点偏离基态相变的临界点较远。 

拟采取的措施：尝试使用普适的非平衡修正标度关系来更准确地确定临界

点。 

指导教师审查意见 
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阶段小结：尝试了蜂窝晶格上的单层 SO（3）相互作用、最近邻 SO（3）相

互作用、单狄拉克锥的 SO（3）相互作用，都有太严重的符号问题，即使用

短时方法也很难算清楚。 

下一步工作计划：在加磁通的方格子上尝试 SU（3）Hubbard 模型，该模型

的磁通可调，会控制狄拉克锥的各向异性，有可能获得可控的符号问题。 

 

指导情况： 

在我们前期工作基础上，尝试新的模型计算。 
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阶段小结：尝试了 SU（3）Hubbard 模型，大致确定了相图，以及序参量的

形式。 

下一步工作计划：分析一下 SU（3）Hubbard 模型的相变破缺了什么对称性，
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