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摘 要： CKM矩阵是研究夸克弱作用的重要唯象模型。本文作为一篇学习和调研笔记，首先解释 Feynman
规则，接着逐步引出 CKM 矩阵及 CKM 三角形，最后说明当前对其的研究进展并给出最新的全球拟合结果。
CKM三角形的精确测量仍然是当前粒子物理的研究热点，对于确定标准模型下的 CP破坏和寻找新物理都具
有重要意义。
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1 Introduction

从 Cabibbo 提出 θC 解释 u, d, s 的弱作用，到 GIM 机制推广到两代夸克，再到 CKM 矩阵描述三代夸
克，作为描述下型夸克的质量本征态与弱本征态之间变换关系的矩阵，CKM 矩阵是研究夸克弱作用的重要唯
象模型。由于 CKM 矩阵的矩阵元并不能从标准模型中得到，将其进行标准参数化后的正则参数是标准模型
中的基本参数。

CKM 矩阵是标准模型中唯一的 CP 破坏来源，是目前已知的能部分地1解释宇宙中正负重子不对称的现

象。作为夸克弱作用 CP 破坏度量的 CKM 三角形，其面积代表 CP 破坏的程度。对 CKM 三角形内角的测
量能够确认标准模型内 CP 破坏的大小，为超越标准模型的新物理提供空间。
此外，虽然在粒子物理中 Lagrangian 更加基本，但因其抽象，且要经过 Euler-Lagrange 方程才能得到结

果，故本文主要采用更加形象的 Feynman 规则来描述各个效应。与其说本文是严谨的调研报告，不如说更像
是一份个人的学习笔记2。因此本文从基础的理论知识出发，先解释 Feynman 规则；接着按照时间和逻辑顺
序依次引入 Cabibbo 角、GIM 机制和 CKM 矩阵，阐述其在 Feynman 规则中的影响；然后从 CKM 矩阵得
到 CKM 三角形；最后才来到当前对 CKM 三角形角度的测量结果。

2 Feynman Algorithm[1]

实验探测基本粒子的相互作用有三种方式：bound state, decay 和 scattering。非相对论量子力学（Schro-
dinger 体系）适合处理 bound state 的问题，而相对论量子力学（Feynman 体系）则适合 decay 和 scattering
问题。

1但是 CKM 矩阵贡献的 CP 破坏远远不足以解释目前宇宙中的正负重子不对称的现象。
2因此文中的人名、小标题和专有名词都使用英文。
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2.1 Fermi’s Golden Rule 2 FEYNMAN ALGORITHM[?]

2.1 Fermi’s Golden Rule

Fermi’s golden rule 给出单位时间内系统在微扰 Hamiltonian H ′ 下由始态 |i⟩ 到末态 |f⟩ 跃迁概率的一
阶近似为

Ti→f =
2π

h̄
|⟨f |H ′ |i⟩|2 ρ(Ef ) (1)

其中，⟨f |H ′ |i⟩ 为微扰 Hamiltonian 在始末态下的矩阵元，ρ(Ef ) 是末态能量的态密度。对于质心系下的衰变

过程

Particle 1 → Particle 2 + Particle 3 · · ·+ Particle n (2)

衰变率3为

Γ =
S

2h̄m1

∫
|M|2 (2π)4δ4

(
p1 −

n∑
i=2

pi

)
×

n∏
j=2

2πδ
(
pj

2 −mj
2c2
)
θ
(
p0j
) d4pj
(2π)4

(3)

其中，S 是末态有全同粒子时导致的统计修正，对每种 s 个全同粒子，S 中都有一个因子 (1/s!)；δ 为 Dirac
函数；θ 为 Heaviside 函数。对于衰变过程的运动学约束，都体现在 δ 函数和 θ 函数中。前者保证四动量守

恒和出射粒子在壳，后者保证出射粒子能量为正。而过程的动力学内容则全部包含在振幅M 中，这需要通过

Feynman 规则来计算。

2.2 Feynman Rules

Feynman 图是粒子相互作用的形象表示，最简单的完整 Feynman 图（图1）包含的结构有

𝜈𝜇

𝑒 𝜈𝑒

𝜇

𝑊−

图 1: The simplest complete Feynman diagram

表 1: The structure of Feynman diagram

结构 贡献 含义

外线 实粒子四动量、外线因子 表示可探测的粒子及其状态函数

内线 传播子 表示不确定关系允许存在但无法探测的虚粒子

顶角 顶角因子 表示粒子的相互作用

根据费曼图计算振幅M 的费曼规则为

• 四动量：标出外线四动量 p1, p2, · · · , pn 和内线 q1, q2, · · · , qn 的箭头方向
3注意 pj

2, p0
j 的区别，前者表示第 j 个粒子的四动量对自身的内积，而后者表示第 j 个粒子的四动量的第一分量。文中通过角标的水平偏差距离来

区分。
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3 CABIBBO ANGLE

• 外线因子：该因子的地位与波函数相当，但是在场论中可能是多分量的（比如对电子是旋量），要由具体
的粒子动力学方程解得。其抽象表示：入射的正、反粒子为 u, v，放于顶角因子左侧；出射的正、反粒子

为 ū, v̄，放于顶角因子右侧。

• 顶角因子：对每个顶角写下一个顶角因子

• 传播子：对每条内线，有一个传播因子

• 四动量守恒：对每个顶角，有一个 δ 函数保证进入每个顶角的四动量守恒

(2π)4δ4

(∑
i

ki

)

• 内动量积分：对每条内线，有一个积分因子。作积分将内动量消除。

d4qj
(2π)4

• δ 函数相消：利用每个顶角写下的 δ 函数的替换性质，可以得到一个反映整体四动量守恒的 δ 函数。除

以该因子，并乘以 i，则得到M。

(2π)4δ4

(∑
in
pin −

∑
out

pout

)

3 Cabibbo Angle

3.1 Charged Weak Interaction

电荷产生电磁力，色荷产生强力，弱荷产生弱力，所有的夸克和轻子（即所有费米子）都携带弱荷。弱作

用有两种：带电的（由 W± 媒介）和中性的（由 Z 媒介）。强力、电磁力、中性弱力的初级顶角都具有共同

特点，即不改变夸克或轻子的味道。而带电弱作用是唯一能够改变味道的相互作用。这是因为 W 是唯一带电

的玻色子，且由于带电量为 1，夸克耦合 W 的初级顶角必定导致上型夸克到下型夸克（或者反过来）的转变

（图2）。

ℓ− 𝜈ℓ

𝑊−

图 2: The primary vertex angle of the charged weak interaction

W 的传播子为
−i (gµν − qµqν/M

2c2)

q2 −M2c2
≈ igµν

(Mc)2
, if q2 ≪ (Mc)2 (4)

其中 gµν 为 Minkowski 度规，q 是内线四动量，q2 = qµqµ，M 为 W 玻色子的质量。当条件满足时，常使用

近似表达式。当然，过程涉及的内动量可与 Mc 相比拟时，则必须使用严格的表达式。
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3.2 Charged Weak Interaction of Quarks 3 CABIBBO ANGLE

W 的顶角因子为
−igw
2
√
2
γµ(1− γ5) (5)

其中 gw =
√
4παw 是弱作用的耦合常数，γ

µ, (µ = 0, 1, 2, 3)是 Dirac矩阵，γ5 ≡= iγ0γ1γ2γ3。因子 γµ(1−γ5)
具有深刻的重要性，因为单独 γµ 代表矢量耦合（宇称为 −1），单独 γµγ5 则代表轴矢量耦合（宇称为 1），而

将矢量与轴矢量相加的耦合是破坏宇称守恒的。对于电磁作用和强作用，宇称都是守恒的，宇称不守恒唯独在

弱作用中发现。

3.2 Charged Weak Interaction of Quarks

轻子对 W 的耦合严格地发生在代内部4，没有跨代的耦合，因此三代内有三种轻子数分别守恒。然而 W

对夸克的耦合却不存在这种守恒定律。尽管夸克有类似于轻子的代际结构(
u

d

)
,

(
c

s

)
,

(
t

b

)
(6)

但是存在跨代的反应过程，三代夸克的代内量子数只是大致守恒，即同代的反应概率较大。

图 3: Decay routes of quarks

1963 年时已知三种夸克 u, d, s，Cabibbo[2] 从唯象学的角度建议：对于两种初级顶角5，分别多携带一个

因子：

4中微子振荡现象虽然是跨代转变的，但其标准模型并未给出其原理，媒介子也未知。
5由于耦合 W 的初级顶角必定导致上型夸克到下型夸克（或者反过来）的转变，因此对于 u, d, s 只有两种初级顶角。
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4 FROM GIM MECHANISM TO CKM MATRIX

𝑑 𝑢

𝑊−

(a) cos θC

𝑠 𝑢

𝑊−

(b) sin θC

图 4: Cabibbo angle

(a) : −igw
2
√
2
γµ
(
1− γ5

)
cos θC , (b) : −igw

2
√
2
γµ
(
1− γ5

)
sin θC (7)

4 From GIM Mechanism to CKM Matrix

4.1 Glashow–Iliopoulos–Maiani Mechanism

Cabibbo 的理论在修正很多衰变率时都是很成功的，但是依然存在问题：对于反应 K0 → µ+ +µ−，振幅

正比于 sin θC cos θC，算出衰变率远大于实验结果。1970 年，Glashow，Iliopoulos 和 Maiani 引入第四个夸克
c[3]，对 s, d的耦合分别携带因子 cos θC − sin θC。由于 MW ≫ mc > mu，所以将 u替换为 c的反应仍然成立，

振幅携带因子 − sin θC cos θC。振幅大小几乎与原来完全相同，只是符号相反，极大地压低了 K0 → µ+ + µ−

的衰变率6。

GIM 机制引入了和一个简单而漂亮的解释，替代下型夸克7的质量本征态 d, s，在弱作用要使用正确的态

势——弱本征态 d′, s′。这两种态势是两组正交基，之间存在简单的线性关系——通过转动矩阵联系。(
d′

s′

)
=

(
cos θC sin θC
− sin θC cos θC

)(
d

s

)
(8)

W 耦合到弱本征态则不需要再乘上任何因子，与耦合到前两个轻子代的形式严格相同。(
u

d′

)
,

(
c

s′

)
Weak eigenstate of quark

(
νe
e

)
(
νµ
µ

)
Weak eigenstate of lepton

(9)

4.2 Cabibbo–Kobayashi–Maskawa Matrix

1973 年，Kobayashi 和 Maskawa 将 GIM 机制推广到三代夸克 [4]，弱作用代(
u

d′

)
,

(
c

s′

)
,

(
t

b′

)
(10)

通过 CKM 矩阵联系到质量本征态： 
d′

s′

b′

 =


Vud Vus Vub

Vcd Vcs Vcb

Vtd Vts Vtb



d

s

b

 (11)

6u, c 的质量不完全相同仍会导致一点差异，抵消不完全剩下的衰变率与实验相符合。
7之所以转动下型夸克，是约定俗成的。
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4.2 Cabibbo–Kobayashi–Maskawa Matrix 4 FROM GIM MECHANISM TO CKM MATRIX

矩阵元的下标指明耦合的上下型夸克。CKM 矩阵是一个 3× 3 的幺正矩阵，可以通过三个混合角 θij 和一个

CP 破坏相位 δ 参数化。存在不同的参数化方法，以下是标准的参数化方法 [5]：

VCKM =


1 0 0

0 c23 s23

0 −s23 c23




c13 0 s13e−iδ

0 1 0

−s13eiδ 0 c13



c12 s12 0

−s12 c12 0

0 0 1



=


c12c13 s12c13 s13e−iδ

−s12c23 − c12s23eiδ c12c23 − s12s23s13eiδ s23c13

s12s23 − c12c23s13eiδ −c12s23 − s12c23s13eiδ c23c13


(12)

其中 sij = sin θij , cij = cos θij，δ 是用于解释标准模型中味道转变过程中的 CP 破坏现象的相位。此外，因为
实验上已知 s13 ≪ s23 ≪ s12 ≪ 1，所以能够很好地用近似展开的参数化方式——Wolfenstein 参数化 [6]。定
义

s12 = λ =
|Vus|√

|Vud|2 + |Vus|2

s23 = Aλ2 = λ

∣∣∣∣ Vcb

Vus

∣∣∣∣
s13eiδ = V ∗

ub = Aλ3 (ρ+ iη) = Aλ3(ρ̄+ iη̄)
√
1−A2λ4

√
1− λ2 [1−A2λ4 (ρ̄+ iη̄)]

(13)

以上定义保证了 ρ̄ + iη̄ = (VudV
∗
ub) / (VcdV

∗
cb) 是相位约定无关的，并且对于所有阶的 λ，以 λ,A, ρ̄, η̄ 写成的

CKM 矩阵都是幺正的。如此，则能够将 CKM 矩阵展开至三阶。

VCKM =


1− λ2 λ Aλ3 (ρ− iη)
−λ 1− λ2 Aλ2

Aλ3 (1− ρ− iη) −Aλ2 1

+O
(
λ4
)

(14)

由于 CKM 矩阵的幺正性，矩阵元之间存在正交关系∑
i

VijV
∗
ik = δjk,

∑
j

= VijV
∗
kj = δik (15)

最通常选择以下正交关系来构成复平面三角形。

VudV
∗
ub + VcdV

∗
cb + VtdV

∗
tb = 0

⇒ VudV
∗
ub

VcdV ∗
cb

+ 1 +
VtdV

∗
tb

VcdV ∗
cb

= 0

⇒ ρ̄+ iη̄ + 1 +
VtdV

∗
tb

VcdV ∗
cb

= 0

(16)

6



5 MEASUREMENTS OF CKM MATRIX[5]

0,0 1,0

ҧ𝜌, ҧ𝜂

𝛾 = 𝜙3

𝛼 = 𝜙2

𝛽 = 𝜙1

𝑉𝑢𝑑𝑉𝑢𝑏
∗

𝑉𝑐𝑑𝑉𝑐𝑏
∗

𝑉𝑡𝑑𝑉𝑡𝑏
∗

𝑉𝑐𝑑𝑉𝑐𝑏
∗

图 5: CKM triangle

构成三角形的三条边的复数分别为 ρ̄ + iη̄, 1, VtdV
∗
tb/VcdV

∗
cb。通过合适地选取原点，三角形的顶点分别为

(0, 0)，(0, 1)，(ρ̄, η̄)，如图5。也可以选取其它正交关系来构成三角形，但是所有的三角形面积相等，都是 Jarlskog
不变量的一半。由于 Jarlskog不变量是相位约定无关的 CP破坏度量，因此 CKM三角形的面积就能度量 CP
破坏。Jarlskog 不变量的定义为

J
∑
m,n

ϵikmϵjln = Im
[
VijVklV

∗
ilV

∗
kj

]
(17)

在 MW 能标以下，CKM 矩阵元都可视为常数。味道物理的一大目标就是尽量约束 CKM 矩阵元的数值，而
在 CKM 三角形上能够方便比较和展示测量结果。三角形的三个角分别为

α = ϕ2 = arg
[
− VtdV

∗
tb

VudV ∗
ub

]
β = ϕ1 = arg

[
−VcdV

∗
cb

VtdV ∗
tb

]
γ = ϕ3 = arg

[
−VudV

∗
ub

VcdV ∗
cb

] (18)

5 Measurements of CKM Matrix[5]

5.1 β or ϕ1

B 介子衰变中的 CP 破坏为 CKM 三角形的内角提供直接的信息。中性 B 介子衰变到共有末态的时间依

赖 CP 不对称程度由下式描述

Af =
Γ
(
B̄0(t) → f

)
− Γ (B0(t) → f)

Γ
(
B̄0(t) → f

)
+ Γ (B0(t) → f)

= Sf sin (∆mdt)− Cf cos (∆mdt) (19)

Sf =
2Imλf

1 + |λf |2
, Cf =

1− |λf |2

1 + |λf |2
, λf =

q

p

Āf

Af

,
q

p
=
VtdV

∗
tb

VtbV ∗
td

= e−2iβ+O(λ4) (20)

其中 q/p 描述 B0 − B̄0 的混合，在 λ 的三阶近似下描述 β 角；Af

(
Āf

)
是 B0(B̄0) → f 的振幅。如果 f 是

CP 本征态，而且主导衰减的是含一个 CKM 相位的振幅，那么

|Af | =
∣∣Āf

∣∣ , Cf = 0, Sf = sin (argλf ) = ηf sin 2ϕ (21)
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5.2 α or ϕ2 5 MEASUREMENTS OF CKM MATRIX[5]

其中 ηf 是 f 的 CP 本征值，2ϕ 是 B0 → f 与 B0 → B̄0 → f 两个衰变路径的相位差。衰变道

B0 → J/ψ +K0
S,L (b→ cc̄s) (22)

给出了 Sf = −ηf sin 2β 目前最精确的测量结果。

5.2 α or ϕ2

与 sin 2β 不同的是，由于 α 是 V ∗
tbVtd 和 V ∗

ubVud 相关的相位，只有由 b→ uūd 主导的时间依赖的 CP 不
对称衰变才能直接测量 sin 2α。而由于 b → d 的 penguin 图8振幅与 b → uūd 的树图振幅有不同的 CKM 相
位，且二者都在 λ 的数量级，故测量变得比较复杂。目前主要通过衰变道

B → ππ, ρπ, ρρ (23)

来测量。

以 B0 → π+π− 为例。由于 penguin 图的贡献，Sπ+π− 并不能直接测量 sin 2α，但其与 α 有关。

Sπ+π− =
√

1− C2
π+π− sin(2α+ 2∆α) (24)

其中 2∆α 是 e2iγĀπ+π− 和 Aπ+π− 之间的相位差。利用三个 B → ππ 衰变道的振幅之间的同位旋关系

1√
2
Aπ+π− +Aπ0π0 −Aπ+π0 = 0 (25)

可以得到 ∆α，进而得知 α。

5.3 γ or ϕ3

由式18中 CKM 三角形中角度的定义，γ 不依赖顶夸克有关的 CKM 矩阵元，故其能在树图级别的 B 介

子衰变中被测量。这也是 γ 的测量区别于 α, β 的地方。由衰变道

B− → D0K− (b→ cūs)

B− → D̄0K− (b→ uc̄s)
(26)

之间的干涉，理论上能够从实验数据中得到相对的强相角、弱相角 γ，但实际上复杂的地方在于计算结果的精

度灵敏地依赖于干涉振幅比 rB。

rB =

∣∣∣∣A(B− → D̄0K−)

A(B− → D0K−)

∣∣∣∣ (27)

BPGGSZ 方法利用 D0, D̄0 衰变到 CP 自共轭的三体末态9的反应道具有最大分支比的事实，以及通过研究

Dalitz 图10对于干涉的依赖从而优化分析的方法，给出 γ 目前最精确的结果。

8penguin 图是一类费曼图，对于理解标准模型中的 CP 破坏过程具有重要意义。它指的是一个循环过程，其中夸克通过 W/Z 循环暂时改变风味，

并且风味改变的夸克参与某种树相互作用，通常是强相互作用。由于该图形状类似企鹅，因此被命名为企鹅图。
9例如 K0

Sπ
+π−

10Dalitz 图是粒子物理学中常用的二维图，用于表示也许能将三体衰变的产物分开的各种运动学上不同的方式的相对频率。
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6 GLOBAL FIT IN THE STANDARD MODEL

6 Global fit in the Standard Model

PDG11上归纳了全球实验的最佳数据拟合结果，CKM 矩阵元、Wolfenstein 参数化参数、标准参数化参
数与 CKM 三角形相角的结果罗列如下 [7]。

CKM 矩阵元大小：

|VCKM| =


0.97435± 0.00016 0.22500± 0.00067 0.00369± 0.00011

0.22486± 0.00067 0.97349± 0.00016 0.04182+0.00085
−0.00074

0.00857+0.00020
−0.00018 0.04110+0.00083

−0.00072 0.999118+0.000031
−0.000036

 (28)

Wolfenstein 参数化参数:

λ = 0.22500± 0.00067, A = 0.826+0.018
−0.015

ρ̄ = 0.159± 0.010, η̄ = 0.348± 0.010
(29)

标准参数化参数:

sin θ12 = 0.22500± 0.00067, sin θ13 = 0.00369± 0.00011

sin θ23 = 0.04182+0.00085
−0.00074, δ = 1.144± 0.027

(30)

CKM 三角形相角:

α =
(
85.2+4.8

−4.3

)◦
, sin 2β = 0.699± 0.017, γ =

(
65.9+3.3

−3.5

)◦ (31)

γ

γ

α

α

d
m∆

K
ε

K
ε

sm∆ & 
d

m∆

ub
V

βsin 2

 < 0βsol. w/ cos 2

α

βγ

ρ

­1.0 ­0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

η

­1.5

­1.0

­0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

excluded area has CL > 0.99

图 6: Global fit of CKM triangle

11Particle Data Group，粒子数据组，是粒子物理学家的国际合作组织，它编译和重新分析与粒子特性和基本相互作用相关的已发表结果。它还发表
对现象学相关理论结果的评论，包括宇宙学等相关领域的理论结果。
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