
量子力学新讲

现代导引

陈童



Copyright © 2021 陈童

Published by Publisher

下载网址：http://newquanta.com/

作者本人 (即陈童) 对本讲义保有所有版权，目前读者可在上面的网站上自由下载，也可
以私自传播，但仅限用于学习或教学等非商业用途，禁止私自以本讲义的部分或全部来获

利，一经发现，作者将保留诉诸法律的权利。如果你有任何反馈，或者发现书中的任何错

误，请给作者发邮件，tongchen@ecut.edu.cn

2021 年 12 月



Contents

0 最大的尺度和最小的尺度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

0.1 最大的尺度 14

0.2 最小的尺度 15
0.2.1 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1 量子力学的建立 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.1 普朗克公式以及能量量子化 18
1.1.1 理想黑体模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.1.2 瑞利-金斯公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.1.3 普朗克公式与能量量子化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.1.4 普朗克遗留的问题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.1.5 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.2 玻尔的氢原子模型 22
1.2.1 原子物理的难题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.2.2 氢原子的量纲分析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.2.3 玻尔氢原子模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.2.4 量子力学如何解决氢原子问题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.3 波粒二象性以及波动力学简介 27
1.3.1 光的波粒二象性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.3.2 微观粒子的波粒二象性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
1.3.3 波动力学简介 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31



1.3.4 双缝干涉实验再讨论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
1.3.5 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1.4 电子自旋的发现 35

2 量子力学的基本原理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.1 量子比特与薛定谔的猫 40
2.1.1 态叠加原理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.1.2 量子比特与量子力学原理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.1.3 多个量子比特 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
2.1.4 量子不可克隆定理与幺正性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
2.1.5 薛定谔的猫 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
2.1.6 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2.2 算符与物理量 56
2.2.1 基础态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
2.2.2 线性算符 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
2.2.3 为什么物理量用厄米算符表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
2.2.4 不确定原理与算符 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
2.2.5 幺正演化与薛定谔方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
2.2.6 算符的矩阵表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
2.2.7 * 一个数学附录 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
2.2.8 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

2.3 量子纠缠 76
2.3.1 量子纠缠能实现超光速信息传递吗？ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
2.3.2 如何提取纠缠态中的信息 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
2.3.3 量子密集编码 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
2.3.4 量子隐形传态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
2.3.5 GHZ 态以及为什么爱因斯坦错了 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
2.3.6 多体量子纠缠 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

2.4 补充材料：海森堡是怎么想到矩阵相乘的？ 85
2.4.1 原子光谱的一些事实和玻尔的新观念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
2.4.2 海森堡的思路 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
2.4.3 海森堡思想的现代版本 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

3 坐标表象与波动力学 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

3.1 单个非相对论粒子 94
3.1.1 位置本征态和动量本征态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
3.1.2 算符在坐标表象下的表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
3.1.3 位置算符，动量算符，哈密顿算符 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
3.1.4 概率流密度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98



3.1.5 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

3.2 带电粒子与磁场的相互作用 99
3.2.1 磁场中带电粒子的薛定谔波动方程和概率流密度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
3.2.2 超导体的磁通量子化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
3.2.3 规范不变性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
3.2.4 Aharonov-Bohm 效应 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
3.2.5 磁单极子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
3.2.6 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

3.3 量子隧穿效应 109
3.3.1 量子隧穿效应的半经典推导 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
3.3.2 约瑟夫森结 (Josephson junction) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
3.3.3 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

3.4 自旋 1/2 的带电粒子 117
3.4.1 泡利算符 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
3.4.2 旋量波函数与自旋 1/2 薛定谔波动方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
3.4.3 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

4 几个简单而重要的系统 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

4.1 两自旋耦合系统 122
4.1.1 泡利算符回顾 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
4.1.2 求解与讨论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
4.1.3 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

4.2 反射与透射 126
4.2.1 势散射的简单例子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
4.2.2 散射态与束缚态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
4.2.3 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

4.3 单自由度线性谐振子 131
4.3.1 单自由度线性谐振子的量纲分析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
4.3.2 求解与讨论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
4.3.3 位力定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
4.3.4 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

4.4 氢原子 138
4.4.1 角动量算符 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
4.4.2 能级和径向波函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
4.4.3 球谐函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
4.4.4 理解元素周期表的神秘规律 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
4.4.5 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150



4.5 朗道能级 151

4.5.1 朗道能级 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
4.5.2 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

4.6 量子霍尔效应 154

4.6.1 经典霍尔效应 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
4.6.2 整数量子霍尔效应 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
4.6.3 量子力学的分析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
4.6.4 无序—最终的解释 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
4.6.5 分数量子霍尔效应 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

5 定态微扰论和变分法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

5.1 非简并定态微扰论 170

5.1.1 未扰动的系统以及投影算符 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170
5.1.2 布里渊-维格纳微扰论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171
5.1.3 范德瓦尔斯力、万有引力、以及射电天文学 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
5.1.4 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

5.2 * 有效哈密顿量、简并微扰论以及不稳定态 179

5.2.1 有效哈密顿量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180
5.2.2 简并微扰论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
5.2.3 不稳定离散态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184
5.2.4 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

5.3 变分法在量子力学中的应用 187

5.3.1 变分法求基态能量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187
5.3.2 定态作为能量泛函的极值状态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
5.3.3 有关基态的几个定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190
5.3.4 相变与对称性自发破缺 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196
5.3.5 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199

6 * 量子力学中的对称性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

6.1 量子变换 202

6.1.1 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206

6.2 时间平移、空间平移、空间旋转 207

6.2.1 时间平移 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207
6.2.2 空间平移 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208
6.2.3 空间旋转 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210
6.2.4 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216



6.3 对称性 216

6.3.1 对称性与守恒定律 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217
6.3.2 相位不变性与电荷守恒 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218
6.3.3 对称性与能级简并 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220

6.4 补充内容：伽利略推动 (Boost) 222

6.4.1 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226

6.5 空间反演对称性与时间反演对称性 226

6.5.1 空间反演对称性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226
6.5.2 时间反演对称性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231
6.5.3 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235

7 角动量理论与旋转群表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237

7.1 角动量的本征值和本征态 238

7.1.1 角动量的本征值与本征态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238
7.1.2 * 旋转群的不可约表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243
7.1.3 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244

7.2 角动量合成 245

7.2.1 角动量合成规则 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245
7.2.2 * 旋转群不可约表示的直乘分解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250
7.2.3 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251

7.3 * 不可约张量算符与 Wigner-Eckart 定理 251

7.3.1 习题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255

7.4 2π 角旋转与超对称 255

7.4.1 2π 角旋转与超选择定则 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255
7.4.2 超对称 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 256

8 全同性原理与多体量子力学 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261

8.1 * 时间演化算符与路径积分 262

8.1.1 坐标表象中的时间演化算符 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262
8.1.2 单粒子路径积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265

8.2 * 路径的拓扑类和编织 268

8.3 * 全同粒子统计 272

8.3.1 全同粒子路径积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272
8.3.2 2+1 维以及 3+1 维的讨论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274
8.3.3 作为规范对称性的置换对称性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278



8.4 * 自旋统计定理 283

8.5 玻色子和费米子 286
8.5.1 多体希尔伯特空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286
8.5.2 置换对称性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287
8.5.3 应用举例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293

8.6 * 产生湮灭算符与全同粒子量子力学 295

8.7 * 附录：单粒子路径积分公式推导 301

9 * 再谈分数量子霍尔效应 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 305

9.1 从规范不变性到量子化霍尔电导 306
9.1.1 Byers-Yang 定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306
9.1.2 量子化霍尔电导 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307
9.1.3 分数量子霍尔效应的基态简并 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309

9.2 Laughlin 波函数与分数统计 310
9.2.1 Laughlin 波函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310
9.2.2 等离子体类比 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310
9.2.3 准粒子激发 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312
9.2.4 分数统计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313

9.3 附录：贝里相位 317

9.4 参考文献 318

10 含时问题与散射问题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319

10.1 量子力学含时微扰论 321
10.1.1 时间演化算符与含时微扰 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321
10.1.2 恒定微扰 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323
10.1.3 简谐振荡微扰 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 330

10.2 光的辐射与吸收 331
10.2.1 原子对光的辐射与吸收 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331
10.2.2 爱因斯坦的受激辐射理论与激光 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335

10.3 量子共振的一般性研究 337
10.3.1 共振近似 (旋波近似) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337
10.3.2 Jaynes-Cummings 模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 338

10.4 * 散射的一般理论 341
10.4.1 散射的一般理论和 S 矩阵 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 341
10.4.2 S 矩阵的解析性和幺正性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 344
10.4.3 哈密顿量 H 的散射定态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347



10.5 * 不稳定束缚态和散射共振态 349
10.5.1 含时问题与离散态衰变 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350
10.5.2 自电离以及散射共振态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354
10.5.3 不稳定束缚态作为散射共振态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 356

10.6 习题 361

11 * 再论势散射 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363

11.1 一维势散射问题 364
11.1.1 直观的理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 365
11.1.2 与散射的一般理论的联系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 367
11.1.3 空间反演对称性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372
11.1.4 一维势散射举例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 374
11.1.5 共振态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 376

11.2 三维势散射问题 378
11.2.1 直观理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 379
11.2.2 与散射的一般理论的联系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 380
11.2.3 时间反演对称性和空间反演对称性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 382
11.2.4 全同粒子散射 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 383
11.2.5 卢瑟福公式的非微扰精确求解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 384

11.3 中心势场的分波法 387
11.3.1 对称性分析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 387
11.3.2 分波法与散射振幅 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 389
11.3.3 如何确定相移 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 390
11.3.4 束缚态和共振态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 392
11.3.5 关于相移的一般性讨论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393
11.3.6 零能束缚态与散射长度：一个例子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 396

11.4 附注 399

12 * 密度算符与熵 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 401

12.1 密度算符与量子力学原理 402
12.1.1 期望值以及算符迹 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402
12.1.2 从量子纠缠态到混态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403
12.1.3 Bloch 球 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 408
12.1.4 哥本哈根诠释和多世界诠释 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 409

12.2 再谈密度算符与系综 410

12.3 量子熵 412
12.3.1 冯诺伊曼熵 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412
12.3.2 相对熵 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 415



12.4 开放系统以及热力学第二定律 417
12.4.1 开放系统的时间演化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 417
12.4.2 热力学第二定律 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 420

13 * 狄拉克方程介绍 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 423

13.1 狄拉克方程 424
13.1.1 狄拉克方程的引入 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 424
13.1.2 矩阵表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 425
13.1.3 反粒子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 427
13.1.4 协变形式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 428

13.2 从狄拉克方程到自旋磁矩以及 LS 耦合 429
13.2.1 有效哈密顿量方法回顾 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 429
13.2.2 泡利哈密顿量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 430
13.2.3 LS 耦合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 430

14 附录: 线性代数概要 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 433

14.1 向量空间 433

14.2 有限维向量空间 435

14.3 线性算符 437

14.4 不变子空间、本征值与本征向量 439

14.5 内积空间 440



前言

《量子力学新讲》有两个基本目标，其一是，展现量子世界的奇妙和量子力学深层次的

美。其二是，透彻地呈现量子力学的理论结构。将包括从量子力学入门到研究生量子力学

的全部内容。

现代讲法，从一开始就糅合了量子信息科学的基本概念，深入讨论了量子力学的基本

原理，量子力学中的对称性等内容，包括简介了超对称的基本思想。也会讲解量子力学在

理论凝聚态物理中的一些基本应用，包括超导的有效理论和约瑟夫森结，量子霍尔效应，

对称性自发破缺等等内容。同时对于量子散射理论也有较深入的讨论，并和粒子物理以及

量子场论中的散射理论统一了起来。因此对于学习高能粒子物理的同学应该也会有些帮

助。

数学处理力求简洁优美，不会有很繁琐枯燥的数学推导。对读者的预备知识要求并不

高，主要是对线性代数要有较好的把握。但是要求读者在物理直观和数学能力上有一点点

天分。

初学者在阅读第二章之前最好先阅读《附录：线性代数概要》。另外，所有章节内容

中，打星号的部分肯定属于更深入的内容，初学者可以先跳过去。

习题还在逐步累积中，目前只能提供部分习题。





0. 最大的尺度和最小的尺度

本章非常简短，是让读者先闻闻量子力学的味。



14 Chapter 0. 最大的尺度和最小的尺度

你能想象的最大空间尺度是多少？你能想象的最小空间尺度又是多少？由于学过微积

分，你可能觉得答案很简单，分别是无穷大和无穷小。但是，我们这个问题不是一个数学

问题，而是一个物理问题。而物理是一门经验科学，它所涉及的量最终应该是可以测量的。

所以我们实际上问的是，在物理上，我们所能测量到的最大空间距离是多少？所能测量到

的最小空间距离又是多少？

你可能会想，这问题和量子力学有什么关系呢？关系很密切！实际上这问题和宇宙中

两个最奇妙的东西密切相关，其一就是万有引力，其二就是我们这本书的主题，量子力学。

0.1 最大的尺度

先让我们来看最大的尺度。你可能会说，最大的尺度就是整个宇宙。但这个回答也是

不准确的，宇宙到底有多大我们实际上是无法知道的。我们所能观测到的宇宙称之为可观

测宇宙，可观测宇宙只是宇宙的一部分。之所以只能观测到宇宙的一部分，是因为信息的

传播速度不能超过光速，而宇宙的年龄却是有限的，大约为 138 亿年，这样我们能接收到
的最远信号就是来自 138 亿年前的光信号，它走过的距离就应该是我们能观测到的宇宙的
半径，也就是 138 亿光年，约合 1.3×1026m。这个答案在量级上是对的，但具体来说却可

能还差了好几倍。宇宙学家告诉我们，可观测宇宙的半径不是 138 亿光年，而是大约 465
亿光年。为什么会差这么多呢？

在回答这个问题之前，我们先要说说我们的宇宙。按照今天的看法，我们的宇宙起源

于大爆炸，爆炸以后整个宇宙就在不断膨胀。这就好像我们吹气球，整个宇宙就好像是气

球的表面。由于宇宙在膨胀，所以宇宙中两点之间的距离实际上是在增加，也就是说，实

际上远方的星系是在远离我们，这称之为远方星系的退行，星系离我们越远则它退行的速

度就越大。当然这样的效应要在宇宙学的尺度上才能观测到，在太阳系这样的尺度上是观

测不到的。天文学观测也已经证实了这种远方星系的退行。而且值得说明的是，这种退行

是由于空间的膨胀而引起的，而不是因为远方星系本身的运动而引起的，星系运动的速度

当然不能超过光速，但退行的速度可以超过光速。实际上，离我们 138 亿光年远的星系相
对于我们退行的速度已经大约是光速了。

另外，当我们说宇宙的年龄是 138 亿年的时候，这其实只是一个估算。对于宇宙的年
龄，不同的宇宙学模型估算出来的数值会有所区别，在天文学上也会利用各种不同的观测

结果来对宇宙学年龄进行估算，具体的数值依然是未定的，138 亿年只是比较公认的结果。

我们今天能接收到的最古老的光信号来自于 138 亿年前，但是由于发出这些信号的
星系本身一直在离我们远去，即退行，而且它们退行的速度可以超过光速。所以这些星系

今天离我们的距离就不只是 138 亿光年了，宇宙学家的估计是，这些星系今天距离我们大
约为 465 亿光年。这就是我们今天的可观测宇宙的半径，也是我们能观测到的最大空间尺
度。实际上，可观测宇宙是一个以我们为球心，直径约为 930 亿光年的球体。球体之外的
宇宙是我们观测不到的。
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0.2 最小的尺度

更有意思的问题是，我们能测量到的最小空间距离是多少？答案当然不是无穷小，实

际上，按照量子力学的不确定关系，一个粒子的空间位置和它的动量不能同时被确定，我

们测量一个粒子的空间位置所能达到的精度 δx, 和这个粒子的动量的精度 δ p 之间必须满

足一个关系，即

δxδ p∼ h̄, (1)

式中的 h̄ 就是著名的普朗克常数 (更准确地说是约化的普朗克常数)，它的量纲是长
度乘以动量 (和角动量的量纲一样)，或者说是能量乘以时间的量纲，它的值很小，为
1.05457266(63)×10−34J · s，因此在经典世界里人们可以忽略它，但是在量子力学世界里 h̄

是不可忽略的，它的存在就标志着量子力学效应的存在。不确定关系 (1) 中的 δx 就是我

们能测量到的空间尺度，我们也记为 r，而 δ p 就是为了测到这一尺度所需要的探测粒子

的典型动量。因此为了测量到更小的空间尺度，我们就需要提高探测粒子的动量。当探测

粒子的动量足够高时，相对论效应就会是主要的，我们就可以忽略探测粒子的静止能量，

这时候按照相对论，探测粒子的动量就是 E/c，E 就是探测粒子的典型能量。这样一来，

不确定关系 (1) 就告诉我们，探测粒子能够探测到的空间尺度 r 和探测粒子的典型能量 E

之间就需要满足

rE ∼ h̄c. (2)

也就是说，为了探测到更小的空间尺度，我们就需要用更高能的探测粒子。

那么我们可不可以不断提高探测粒子的能量，从而探测到越来越小的空间距离呢？答

案是不能。为了说清楚这个问题，让我们考虑用两个探测粒子的对撞来探测空间距离，这

时候 r 就是这两个探测粒子之间的最小距离。正如下面的分析将要告诉我们的，这个距离

不可能是无穷小，原因在于这两个粒子之间必然会产生相互作用。

我们知道，自然界的基本相互作用有四种：电磁相互作用、强相互作用、弱相互作用、

还有万有引力相互作用。粒子物理学家普遍认为，当能量足够高时，大约当粒子的能量超

过 1015GeV 时 (GeV 表示 109 电子伏特)，这四种相互作用中的前三种就会统一成一种相
互作用，而且这种相互作用有一个特点，即能量越高，相互作用的强度就越弱。

但是，万有引力相互作用恰恰相反，牛顿的万有引力公式告诉我们，两个质量为 M 距

离为 r 的粒子之间的万有引力势能为

−G
M2

r
. (3)

利用爱因斯坦质能关系 M = E/c2，我们可以将这个万有引力势能重新表达为

−G
E2

rc4 . (4)

可见，对于万有引力来说，能量越高万有引力就越强。在通常的能量之下，两个探测粒子

之间的万有引力是非常微弱的，可以忽略不计，但是当探测粒子的能量超过 1015GeV 甚至
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更高时，万有引力相互作用就会变得很强。而我们前面也说过，这时候另三种相互作用的

强度会开始变弱。因此，只要探测粒子的能量足够高，万有引力相互作用就会开始占主导

地位。为了探测到更小的空间尺度，我们的探测粒子的能量当然是越高越好，因此我们只

需要考虑探测粒子之间的万有引力相互作用。

但是，考虑到万有引力相互作用，我们的探测粒子的能量就不可能提高到无穷高，原

因如下。首先，因为两个探测粒子之间的万有引力势能是负的，而相对论量子力学要求一

个系统的总能量为正值，因此势能的绝对值不能超过静止能量和动能之和 E，最多和它相

当。作为一个估算，这也就是说 G E2

rc4 ∼ E, 换言之，当能量足够高时，两探测粒子之间的
距离和探测粒子的能量之间满足如下关系，

r ∼ G
E
c4 . (5)

实际上，这个关系就是著名的施瓦西半径，也就是说，当探测粒子能量高到一定的程度时，

它们就会变成黑洞，施瓦西半径就是黑洞的半径。为了探测空间尺度，两个相互碰撞的探

测粒子之间的距离必须大于它们的施瓦西半径，否则它们就合并成同一个黑洞了。因此，

为了探测到更小的空间距离，探测粒子的能量也不能过高，否则按照 (5) 式，它们的施瓦
西半径就会太大了。

现在，我们将公式 (2) 和公式 (5) 的左右两边对应地乘起来，就容易得到

r ∼
√

Gh̄
c3 = lp. (6)

lp 就是我们能测量到的最小空间尺度，称之为普朗克长度，代入这几个基本物理常数的值

可以算得，lp 大约为 10−35m。探测粒子的能量要多高才能探测到普朗克长度呢？由公式

(2) 我们可以得到这个能量为 √
h̄c5

G
= Ep. (7)

Ep 称之为普朗克能量，它大约是 1019GeV。

考虑到原子的能级为几个 eV，化学反应的能量为零点几个 eV，即使是当前最先进的

粒子加速器 LHC 也只能把粒子的能量加速到 14TeV (TeV 就是 103GeV )，离普朗克能量也
还差得很远。实际上，在实验室中我们肯定永远也无法把一个粒子的能量加速到普朗克能

量。所以在实验室中我们可能永远也无法探测到普朗克长度这样小的距离。但是，宇宙大

爆炸肯定是达到了普朗克能量的，并且它的效应可能在早期宇宙中有所余留，因此通过宇

宙学观测，我们也许能观测到普朗克尺度上的物理。通过宇宙学观测探测普朗克尺度的物

理本身是物理学家们正在研究的课题。在这里，最大的尺度，宇宙学尺度，和最小的尺度，

普朗克尺度，密切联系起来了。

0.2.1 习题

1. 请用量子力学不确定关系估算氢原子的大小以及氢原子的最低能量。

2. 请讨论一下，如果普朗克常数变得非常大将会发生什么事情？



1. 量子力学的建立

本章讲述量子力学理论建立过程的若干关键点。内容包括普朗克的黑体辐射公式、玻

尔的氢原子模型、波粒二象性以及波动力学简述。此外还包含一个对电子自旋的简单介绍。

当然，我们不是要还原量子力学发展史，而是为了帮助读者更好地理解量子力学本身。因

此我们这里关于量子力学建立过程的介绍是不全面的，最重要的缺失也许是，我们没有回

顾海森堡建立矩阵力学的过程，在历史上，这实际上发生在薛定谔提出他的著名的薛定谔

方程之前。不过，这个内容我们放在下一章正式开始讲述量子力学的基本原理中去了，因

为我们觉得读者在对量子力学的基本原理有所了解之后再来看海森堡的思想会理解得更

深入一些。
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1.1 普朗克公式以及能量量子化

1.1.1 理想黑体模型

研究热辐射的物理学家发现，理想黑体的辐射本领是一个普适的函数 e(ν ,T ), 它表示
温度为 T 时，理想黑体单位表面积单位时间之内所辐射出来的频率在 ν 附近的单位频率
区间之内的电磁波的总能量，也叫理想黑体的单色辐出度。19世纪末的实验物理学家通过
测量画出了函数 e(ν ,T ) 的曲线，如图 (1.1) 所示，但是对于当时的物理学家来说，如何从

Figure 1.1: 黑体辐射谱的实验点，瑞利-金斯理论的拟合情况，以及普朗克公式的拟合情
况。注意，横坐标是波长而不是频率。

理论上解释这些曲线是一个很大的挑战。

由于 e(ν ,T )是普适的，它不依赖于理想黑体的实现方式，因此我们只要就一种具体的
理想黑体推导出 e(ν ,T ) 就可以了。一个这样的理想黑体可以这样来实现 (近似实现)，即
取一个密闭的空腔，然后在这个空腔上挖一个很小的小孔，很显然，从小孔处往里看是漆

黑的，因此这就是一个理想的黑体。将这样的空腔加热到温度 T 并让它达到热平衡，这时

候测量小孔处辐射出来的电磁波，我们就能够得到函数 e(ν ,T )。假设我们记热平衡时空腔
内单位频率区间上电磁波的能量密度为 u(ν ,T )，则由于小孔处的电磁波都是从空腔内部
辐射出来的，所以很显然 e(ν ,T ) 一定正比于 u(ν ,T )，比例常数与频率 ν 和温度 T 都无

关。因此要研究 e(ν ,T )，我们可以等价地研究能量密度 u(ν ,T )。e(ν ,T ) 的普适性意味着
空腔内电磁波的能量密度 u(ν ,T ) 也是普适的。
研究 u(ν ,T ) 的方便之处在于，它和空腔的小孔无关，而仅仅是空腔达到热平衡时电

磁场能量按照频率的分布情况，因此我们完全可以考虑一个完全密闭的空腔在热平衡时的

能量分布情况。而且 u(ν ,T ) 的普适性告诉我们，只需要考虑下面这样一种更特殊的密闭
空腔。那就是，设想一个密闭空腔，内壁是完全反射电磁波的镜子，空腔内充有热气体，

它由一些带电谐振子组成，这些谐振子会不断地辐射电磁波，从而损失能量，但这些辐射

出来的电磁波会在空腔内不停地反射，使得空腔内充满了电磁波，并最终又反过来作用在

这些谐振子上，进而补充这些谐振子损失的能量。在热平衡时，空腔内的电磁波补充给谐

振子的能量刚好等于谐振子辐射损失的能量。空腔内的电磁波能够补充给谐振子的能量显

然正比于其能量密度 u(ν ,T )，而谐振子单位时间内辐射损失的能量则正比于谐振子本身
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的平均能量 E，因此我们有 u(ν ,T ) 正比于 E。另一方面，电磁波每单位频率区间上的能

量密度显然也正比于单位频率区间上的波模数 (即每单位频率区间上有多少个单色波)，这
个波模数我们记为 N(ν)。实际上，能量均分定理告诉我们，空腔内的电磁波与谐振子达到
热平衡时，每一个单色波模的平均能量应该刚好和谐振子的平均能量 E 相等。上面的分

析就告诉我们，u(ν ,T ) 正比于 N(ν) 与 E 的乘积，我们简单地写成

u(ν ,T ) = N(ν)E. (1.1)

1.1.2 瑞利-金斯公式

N(ν) 其实是可以直接计算的，计算方法也并不难。但这样的计算并不是我们关注的
重点，因此我们将通过引用瑞利-金斯定律绕过这一计算。1900 年左右，瑞利和金斯提出
了一个关于 u(ν ,T ) 的经典理论公式，

u(ν ,T )RJ =
8πν2

c3 kBT, (1.2)

u(ν ,T )RJ 的下标表示瑞利-金斯的结果, kB 是玻尔兹曼常数。注意这个公式中不出现普朗

克常数 h，因此完全是一个经典的结果。但是人们发现，瑞利-金斯的这个结果只在 ν 很小
的长波区域才能与实验测量数据相拟合，当 ν 比较大时就与实验数据相差很远。尤其是，
瑞利-金斯的结果告诉我们，在 ν → ∞ 的紫外区域，能量密度将趋于无穷大，这当然是完
全不可接受的。当时的物理学家称瑞利-金斯的这一不可接受的结论为紫外灾难。它表明对
于黑体辐射问题，经典物理失效了！

为了使用瑞利-金斯的结果，下面我们按照经典物理的办法来计算谐振子的平均能量
E。经典统计物理告诉我们，在温度为 T 的热平衡时，一个谐振子能量取值为 E 的概率

ρ(E) 由玻尔兹曼分布给出，为

ρ(E) =
1
Z

e−
E

kBT , (1.3)

式中 Z =
∫ +∞

0 dEe−
E

kBT 为归一化因子。因此，经典谐振子的平均能量为

E =
∫ +∞

0
dEEρ(E) =

∫ +∞
0 dEEe−

E
kBT∫ +∞

0 dEe−
E

kBT
= kBT. (1.4)

将这个结果代入公式 (1.1) 并与瑞利-金斯公式进行比较，我们就可以得到

N(ν) =
8πν2

c3 . (1.5)

1.1.3 普朗克公式与能量量子化

瑞利-金斯公式只能部分地拟合黑体辐射的实验数据，能完全拟合 u(ν ,T ) 的测量数据
的公式是普朗克给出来的，它是

u(ν ,T ) =
8πhν3

c3
1

e
hν

kBT −1
. (1.6)
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这就是著名的普朗克公式，普朗克最初是通过将瑞利-金斯的公式和维恩的公式进行一个
适当的内插而得到的，普朗克发现这一公式能够在所有的频率上拟合 u(ν ,T ) 的测量数据。
但问题是，理论上如何推导出这一公式呢？当然，普朗克公式中出现了一个新的参数 h，它

就是后来著名的普朗克常数。

通过研究，普朗克发现，下面的“奇怪”假设可以导出公式 (1.6)。即假设空腔内的谐
振子辐射电磁波的时候不是连续的，而是一份一份的，我们可以把每一份电磁波的能量记

为 ε。由于谐振子辐射也要满足能量守恒，因此这一假设也就是说，谐振子的能量 E 不能

取连续的值，而只能取 ε 的整数倍 nε,n = 0,1,2, ...,∞。按照这一假设，E 就不能通过积分

来计算，而应该像下面这样计算，

E =
∑∞

n=0 nεe−βnε

∑∞
n=0 e−βnε . (1.7)

这里 β = 1/(kBT )。下面这个数学技巧可以让我们很容易地把结果计算出来。很容易验证

上面的计算公式可以重写成

E =− ∂
∂β

log

(
∞

∑
n=0

e−βnε

)
. (1.8)

对数函数括号里的那个无穷求和是一个等比数列的和，利用等比数列的求和公式我们容易

计算出,

E =
ε

e
ε

kBT −1
. (1.9)

将这个结果以及式 (1.5) 代入公式 (1.1) 我们就得到

u(ν ,T ) =
8πν2ε

c3
1

e
ε

kBT −1
. (1.10)

很显然，只要进一步假设

ε = hν , (1.11)

我们就可以得到普朗克公式 (1.6)。
总之，普朗克发现，如果假设电磁波的辐射和吸收过程不是连续的，而是一份一份的，

并且每一份的能量 ε = hν，那么就可以用统计物理的方法推导出黑体辐射的普朗克公式。
普朗克做出的这一假设就是能量量子化假设，基本的能量单位 hν 称为能量子。这种能量
量子化的现象当然完全超出了经典物理的范围，因为在经典物理里面能量一定是连续变

量。普朗克的这一假设也许是为了推导出黑体辐射的正确公式而做出的无奈之举，但它却

开启了量子力学的大门。

1.1.4 普朗克遗留的问题

我们想强调一下，普朗克只是认为物质辐射或者吸收电磁波的时候是一份一份的，或

者等价的说，普朗克只是认为空腔里面辐射电磁波的振子能量是量子化的，即这些振子能
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量只能取 nhν 这样的形式。至于电磁波本身，那个时候由于麦克斯韦电磁场理论的巨大成
功，关于光是一种电磁波的观念已经深入人心，所以就连普朗克也根本不敢想象空腔里的

电磁波本身就是量子化的，相反，普朗克肯定地认为，空腔里的电磁场是连续的。据说普

朗克本人有一个比喻，用来理顺光辐射和吸收的时候不连续而以电磁场的形式存在的时候

却连续这两者之间的矛盾。普朗克说，这就像水龙头滴水，水滴下来的时候都是一滴一滴

的，但滴到池子里以后，池子里的水总是连续，黑体辐射的空腔就是那个水池，空腔里的

电磁场总是连续的。当然，没有人会对这样的比喻真正满意，处在当时的时代，人们最可

能做的事情就是，用电磁波的连续性来攻击普朗克能量量子化的假设。

观念的下一次突破来源于爱因斯坦，在 1905 年的《关于光的产生和转化的一个启发
性观点》(网上可以找到这篇论文，有中文翻译，大家可以找来看一下) 这篇革命性的论文
中，爱因斯坦坚持从普朗克公式出发，而不是从传统的电磁波理论出发，进而研究了空腔

里的电磁波的熵，爱因斯坦发现，在高频时，电磁波的熵公式和粒子气的熵公式很类似。

进而爱因斯坦提出了著名的光量子假设，即认为电磁波本身是量子化的，是由光量子组成

的，每一个光量子的能量由 hν 给出，并且他还用这个光量子假设解释了光电效应。爱因
斯坦本人非常看重他的这篇论文，他认为这是他 1905 年 (所谓的物理学奇迹年) 所发表的
5 篇伟大论文中最具有革命性的一篇，注意，爱因斯坦并不认为狭义相对论是最革命的。
这当然是因为狭义相对论和麦克斯韦方程依然属于同一个框架，而光量子的这篇论文突破

了麦克斯韦的理论，提出了全新的观念！正是爱因斯坦的这篇论文把人们引向了微观粒子

的波粒二象性。

然而无论是普朗克还是爱因斯坦，他们都没有解释空腔里振子的能量或者电磁波的能

量为什么量子化，尤其是为什么量子化为 nhν 的形式？而且，一旦人们接受光量子的新观
念，那么普朗克原来的振子和电磁波之间的区别就没有那么大了，毕竟电磁波就是一种电

磁场的振动，本身就可以看成是许许多多的谐振子。所以人们需要解释的其实是，为什么

一个谐振子的能量会量子化为 nhν？这个问题直到海森堡提出他的矩阵力学才得以解决，
其实，对谐振子的考虑和对氢原子能级问题的考虑本身就是促使海森堡提出矩阵力学的原

因。当然我们今天的量子力学教材上通常是用与矩阵力学相等价的薛定谔方程来求解谐振

子问题的。

不光电磁场是一个多自由度的谐振子系统，固体里面的声波当然也是一种振动形式，

也可以看成是多自由度的谐振子系统，所以类似的普朗克公式和爱因斯坦的光量子观念应

该也适用于声波。其实这就是爱因斯坦早期的重要贡献之一，爱因斯坦首先把量子化的观

念应用于固体物理，类比于光波的光量子，他提出了声波的声子，并进而用一个类似于普

朗克公式的公式解释了固体在低温下的比热容问题。

其实，从后来的观点看，电磁波和声波都是一种场，电磁波和声波的量子化实际上是

场的量子化。一维线性谐振子是单自由度的谐振子，而在不考虑相互作用的时候，任何物

理的场都可以看成是多自由度 (无穷自由度) 的谐振子系统。因此理解单自由度的一维线
性谐振子也是理解场量子化的一个基础。

当然，我们还只谈了普朗克遗留的一些具体问题，而普朗克遗留的最大问题，当然就

是建立一个关于量子化的自恰理论，这就是我们今天所说的量子力学。
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1.1.5 习题

1. 斯特藩-玻尔兹曼定律（Stefan-Boltzmann law）告诉我们，黑体单位表面积的辐射
总功率正比于温度的四次方，请证明这个结果。

2. 维恩位移定律 (Wien displacement law) 告诉我们，理想黑体的温度与其辐射本领
最大值相对应的波长 λm 的乘积为一常数，即 λmT = b。式中，b = 0.002897m ·K 为维恩常
量。请证明这个结果。在宇宙中，不同恒星随表面温度的不同会呈现出不同的颜色，温度

较高的显蓝色，次之显白色，而红巨星表面温度只有 2000-3000K，显红色，试简单地解释
这是什么原因？

1.2 玻尔的氢原子模型

1.2.1 原子物理的难题

19 世纪末 20 世纪初，物理学家对原子的发光行为进行了大量研究。他们发现原子的
光谱是分立的，也就是每个原子都只能发出和吸收一些特定波长的光。从经典理论的角度

看来，这是不可思议的，因为按照经典的电磁学理论，核外电子围绕原子核运动就会发出

电磁辐射，但是这些电磁辐射的频率 (或者等价地，波长) 是可以连续取值的，而不是仅仅
只能取一些特定的分立值。因此，如何解释原子的光谱就成了当时的物理学家面临的一大

难题。

但在理论上，经典物理的问题还不仅仅是解释不了原子光谱，它在逻辑上更大的问题

是，按照经典物理，绕核运动的电子会不断地发出电磁辐射，电磁辐射本身是有能量的，

因此核外电子就会不断地损失能量，这样它就会一边绕核运动一边逐步往原子核上掉，很

快所有的核外电子都会完全掉落到原子核上。原子的大小是 10−10m 的量级，但是原子核

的大小只有 10−15m 左右，因此很快所有原子的尺寸都会坍缩 5 个数量级。我们的世界是

由原子构成的，因此这也就意味着整个世界都会坍缩。这当然是不对的，可以说当时的物

理学家面临的更大难题是，如何拯救世界。

这个拯救世界的人就是玻尔。但在讨论玻尔如何拯救了世界之前，我们还是先回到当

时关于原子光谱的观测。当时关于各种原子的光谱有大量的观测数据，这些数据杂乱无章，

没有人能理出头绪。但是不久之后，通过巴尔末等人的工作，就最简单的原子，氢原子的

光谱，人们逐渐理出了头绪。人们发现，所有氢原子的光谱线都可以用两个整数来刻画，

每一条光谱线对应一个整数对 (n,m), 对应规则是下面这个漂亮的数学公式

ν = Rc
(

1
n2 −

1
m2

)
, (1.12)

式中 ν 是光谱线的频率，c 是光速，R 是里德伯（Rydberg）常数，用氢原子光谱的观测
数据可以定出它的值是 1.097373177×107m−1。这么多光谱线竟然可以归纳出如此简单漂

亮的一个公式，简直就是一个奇迹。但是，如何解释这个奇迹呢？

正因为氢原子是最简单的原子，而且它的光谱满足上面那个奇迹般的公式。所以当时

玻尔等物理学家想到，要从理论上解释原子光谱的数据，首先就应该研究氢原子，并推导

出公式 (4.26)。这就是玻尔的氢原子模型解决的问题。
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1.2.2 氢原子的量纲分析

在讨论玻尔的氢原子模型之前，我们先用量纲分析的办法来估计一下氢原子的一些相

关物理量，比如说，氢原子的能量 E，核外电子绕核运动的轨道半径 r，以及核外电子的速

度 v 等等。我们先作两个假设，第一，我们假设核外电子绕核运动的速度远小于光速 (后
面我们会验证这个假设)，因此我们要处理的物理是非相对论物理，也就是说，我们的问题
中将不涉及光速 c。第二，正如我们上面所讨论的，经典物理无法解决氢原子的问题，因

此我们假设氢原子的物理需要涉及到普朗克所引入的量子物理，也就是说要涉及普朗克常

数 h̄。

由于原子核远比核外电子重，我们可以认为原子核是静止不动的，处于坐标原点。因

此，氢原子的拉格朗日量 L 就等于核外电子的动能减去库仑势能 (注意这里的库仑势能是
负的)，即 L = 1

2 me ˙⃗x2 + e2

4πε0 |⃗x|，这里 me 表示电子质量，x⃗ 表示核外电子的位置矢量。从这

个拉格朗日量中我们很容易看到， e2

4πε0
总是作为一个整体出现的，因此我们将把这个量作

为一个整体来处理，库伦势能当然是能量量纲 (用 [E] 来表示)，因此 e2

4πε0
就是 [E][L] 量

纲，这里 [L] 表示长度量纲。另外，普朗克常数是角动量的量纲，或者说能量乘以时间的

量纲，因此 h̄c 也是能量乘以长度的量纲，即 [h̄c] = [E][L]。这样一来我们就能构造一个无

量纲的常数 α,

α =
e2

4πε0h̄c
. (1.13)

但是，正如我们前面假设的，我们要处理的问题是非相对论的，不涉及 c，因此 αc 必然

作为一个整体出现 (由 α 的定义式显然可以看出 αc 与光速 c 无关)。反而是单独的 α 或
者单独的 c 由于都涉及到了光速 c 因此不能出现在我们的非相对论分析中。

α 就是著名的精细结构常数，可以算得它的值近似是 1/137。按照我们的假设，我们

要处理的问题涉及 h̄, 因此上一段的分析就告诉我们，所有涉及物理量 e2

4πε0
的地方都可以

用 αc 以及 h̄ 的函数 αch̄ 来替换。

总结一下，上面的分析告诉我们，氢原子的物理只涉及三个物理量，电子质量 me, 以
及 αc 和 h̄。因此氢原子的能量 E, 轨道半径 r, 以及电子速度 v 都必然能够表达成这三个

物理量的函数，我们分别记为 E = E(me,αc, h̄), r = r(me,αc, h̄), v = v(me,αc, h̄)。由于 E、

r、v 分别是能量量纲、长度量纲、以及长度除以时间量纲。因此，所谓的量纲分析就是用

me、αc、h̄ 这三个量分别构造一个能量量纲的物理量，一个长度量纲的物理量，以及一个

长度除以时间量纲 (即速度的量纲) 的物理量。注意到 αc 是速度量纲，[meα2c2] 是能量量

纲，[h̄] 是能量乘以时间量纲，我们就很容易验证，meα2c2，αch̄/(meα2c2) = h̄/(meαc)，以

及 αc 这三个物理量正好满足我们的要求。又由于 me、αc、h̄ 这三个量无法构造出任何无

量纲的量，因此我们刚刚给出的构造就是唯一的。因此我们就必然有，

E ∼ meα2c2, v∼ αc, r ∼ h̄
meαc

. (1.14)

此外还有一些物理量也值得我们讨论一下，按照我们的量纲分析，αc 是核外电子速

度，因此 meαc 就是核外电子的动量 p，而轨道半径 r ∼ h̄
meαc , 因此核外电子的角动量

J = rp∼ h̄。其实更常见的是反过来分析，由于 [h̄] 也是动量量纲乘以长度量纲，即是角动
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量的量纲，因此有 J = rp∼ h̄, 又由于 p∼ meαc, 所以就有 r = J/p∼ h̄
meαc , 正是 (1.14) 中

给出来的结果。

当然，由于氢原子是一个束缚态，它的能量一定是负的，因此关于能量的表达式我们

最好写成 E ∼−meα2c2, 用 ∼ 而不是用等于号的原因在于，量纲分析所确定的物理量可以
相差一个数值系数，当然这个数值系数纯粹是一个数字，而不是任何物理量的表达式。要

确定精确的数值系数那就需要一个更具体的氢原子模型了。另外，由 v ∼ αc 以及精细结

构常数的数值，我们可以估计到核外电子的速度要比光速小两个数量级，这就验证了我们

的非相对论假设是自洽的。而将 αc、h̄、me 的数值代入量纲分析的表达式 (1.14)，我们就
能估计出，氢原子的能量大概在 −10eV 的量级，电子的轨道半径大致在 10−10m 的量级。

这样估计出来的原子大小和人们用其他的办法估计出来的原子大小是一致的，氢原子能量

的估计也和电离能相当，这就进一步说明了，我们这一节一开始所作的两个假设都是合理

的。尤其是，这一估计说明了，要解决氢原子的问题，我们必然需要用到量子物理！

读者可能想到，非相对论只不过是相对论在低速下的一种极限情况。因此人们完全可

以坚持一开始就使用完整的相对论性的分析，而不仅仅是只分析非相对论极限。如果是这

样，我们就应该在我们的量纲分析中多加一个物理量 c，以氢原子的能量为例，考虑到相对

论，能量 E 就应该是四个物理量 me、αc、c、以及 h̄的函数，可以写成 E = E(me,αc,c, h̄)。

与非相对论时的情形类似，我们可以由这四个量构造出一个能量量纲的量 mec2, 但现在我
们同时还可以由这四个量构造一个无量纲的量，即 α = αc/c, 注意，在之前的非相对论性
的分析中 α 是不能单独出现的，它只能以 αc 的整体出现。由于 α 无量纲，因此就可以
引入它的任意函数 f (α)，它当然也是无量纲的，因此 f (α)mec2 依然具有能量量纲，它才

是由 me、αc、c、以及 h̄ 这四个量构造出来的具有能量量纲的量的一般表达式。这也就是

说，在相对论性的分析中，氢原子能量必定有如下形式的表达式

E = f (α)mec2. (1.15)

函数 f (α) 仅仅用量纲分析是无法具体确定的，必须用真正的相对论量子力学的理论才能

算出来。计算的办法大体是这样的，首先我们注意到 α = 1/137 是一个很小的数，因此我

们可以设想把 f (α) 进行级数展开，即 f (α) = f0 + f1α + f2α2 + ...., 这里 f0, f1, f2, f3, f4, ...

是与 α 无关的展开系数, 计算 f (α) 的关键技巧就在于用关于无量纲参数 α 的微扰展开
的方式逐级地将级数展开系数 f0, f1, f2, ... 计算出来。实际上，在相对论量子力学中，f (α)

其实是 α 的偶函数，因此 f1, f3, ... 这些系数必定都为零。 f0 对应的是我们取 α = 0(也就
是假设没有原子核产生的库伦场) 时的结果，这时候核外电子就是一个自由电子，它的能
量当然就应该是爱因斯坦著名的 mec2, 因此我们必定有 f0 = 1，注意这一项的能量是自由

电子的静止质量所贡献的能量，在前面的非相对论性的分析中是没有的。与非相对论的分

析相对应的是 f2 这一项，至于 f4 以及更高阶的项，那就是对非相对论的结果的相对论修

正，其中 f4α4mec2 这一项通常被称之为氢原子能谱的精细结构。但是如果进一步考虑到

相对论量子场论，那情况就会变得更复杂，这时候由于量子场论的重整化，f (α) 里面甚至

可能包含 α5 logα 这样的项。
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1.2.3 玻尔氢原子模型

量纲分析的估计只能让我们确定量子物理有可能解决氢原子问题。但要具体的解决本

文第一节提到的两大难题，尤其是推导出巴尔末的神奇公式 (4.26) 那就需要玻尔出马了。
由于当时还没有发现量子物理的基本原理和基本方程，玻尔提出了三条假设，这三条

假设就构成了玻尔的氢原子模型。首先，针对核外电子由于辐射损失能量而不能稳定运动，

要坍缩到原子核上的问题。玻尔提出了定态假设，玻尔说，考虑到量子物理以后，核外电

子绕核运动的轨道不能是任意的，而是只能取某些特定的轨道，当电子在一个这样的特定

轨道，比方说第 n 个特定轨道上运动时，它是不辐射电磁波的，因此它的能量就不会损失，

而是会保持在一个确定的值 En，核外电子在特定轨道上运动的这种状态就称之为定态。

那么为什么我们能观测到氢原子的光谱呢？为此玻尔引入了第二条假设，跃迁假设。

玻尔说，核外电子处在定态上的时候虽然不辐射，但是，它可能从一个定态跃迁到另一个

定态，比方说从第 m 个定态跃迁到第 n 个定态 (假定 m > n), 这时候电子就会辐射出特定
频率 ν 的电磁波，按照爱因斯坦的光量子假设，这个辐射出来的光子的能量就是 hν , 因此
由能量守恒，玻尔写出了如下方程，

hν = Em−En. (1.16)

玻尔的这两条假设自然地解释了氢原子光谱的分立性，原因就在于定态是分立的，而且公

式 (1.16) 进一步告诉我们，每一条光谱线的确都对应两个整数 m,n, 这正是巴尔末发现的
规律。

但是，如果想进一步推导出巴尔末公式 (4.26)，玻尔就必须进一步找到定态能量 En

的表达式。类比于行星绕太阳运动，玻尔知道决定核外电子轨道的是能量和角动量这两个

守恒量，量纲分析又告诉他，考虑到量子效应，必然有 J ∼ h̄。因此玻尔又引入了第三条

假设，称之为轨道角动量量子化假设，玻尔说，处在定态 n 上的电子的轨道角动量 J 是量

子化的，它满足

J = rp = nh̄. (1.17)

有了这三条假设，玻尔就能导出定态能量 En 了。玻尔的推导大致如下。首先为了简

单起见，我们不妨假定核外电子绕核运动的轨道是圆轨道。因此按照牛顿定律，我们有

me
v2

r
=

e2

4πε0r2 , (1.18)

很显然，这个公式也可以重写成，

mev2 =
αch̄

r
. (1.19)

另外，由角动量量子化假设我们有

rmev = nh̄. (1.20)

由这两个结果我们容易推导出，定态的轨道半径 r 必然满足

r = n2 h̄
meαc

. (1.21)
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很显然关于轨道半径的这个结果和我们前面量纲分析的结果一致。特别的，第 1个定态的轨
道半径为 h̄

meαc = a0, a0称之为玻尔半径，可以算得它的数值是 0.52917721067(12)×10−10m。

另一方面，氢原子的能量是动能和势能的和，即 E = 1
2 mev2− e2

4πε0r =
1
2 mev2− αch̄

r ，由

式 (1.19) 就可以得到，E =− 1
2

αch̄
r (当然它也等于 −1

2 mev2)。将定态轨道半径的结果 (1.21)
代入这个能量的式子，我们就能得到第 n 个定态能量 En 的表达式

En =−
1
2

meα2c2 1
n2 =

E1

n2 . (1.22)

显然这个能量的表达式和我们前面量纲分析的结果是一致的，式中 E1 = −1
2 meα2c2 就是

氢原子第 1 个定态 (称之为基态) 的能量，它也是氢原子的最低能量，代入相应物理量的
值就可以算得 E1 =−13.6eV。E1 =− 1

2 meα2c2 的这个结果很好记，由于氢原子的总能量等

于 − 1
2 mev2，而在基态的时候电子的速度 v = αc, 因此就有 E1 =− 1

2 meα2c2。

更令人高兴的是，将公式 (1.22) 代入跃迁假设的公式 (1.16), 玻尔就能导出氢原子的
光谱，

ν =
meα2c2

4π h̄

(
1
n2 −

1
m2

)
, (1.23)

这和巴尔末的神奇公式 (4.26) 形式完全一样，将它和巴尔末公式比较我们就可以得到，如
果里德堡常数可以由下式给出

R =
meα2c

4π h̄
, (1.24)

那么玻尔就正确地推导出了氢原子的光谱。代入物理常数的值人们容易算出公式 (1.24)给
出的里德堡常数和由光谱数据定出来的里德堡常数吻合得非常好，这充分说明了玻尔的模

型的确解释了氢原子的光谱。

正如我们已经看到的，为了解决氢原子的难题，玻尔引入了一些革命性的新概念，包

括定态的概念，定态跃迁的概念，还有角动量量子化的概念。玻尔完全是凭其物理直觉引

入这些概念的，但后来完整的量子力学理论表明，玻尔所引入的这些概念在完整的量子力

学理论中也依然是核心概念，这当然说明了玻尔的物理直觉有多么强大。但从这里也可以

看出玻尔理论的缺陷，比方说玻尔的定态概念完全是作为一个假设提出的，玻尔并没有解

释清楚定态的本质，也没有解释为什么定态上的电子不辐射。同样玻尔也不能用一个基本

原理来解释他的定态跃迁假设和角动量量子化假设。更令人不满意的是，在玻尔推导定态

能量 En 的表达式的过程中，他还需要求助于经典力学的牛顿方程，而他也没有用一个新

的基本原理将牛顿方程和他新引入的三条假设统一起来。换言之，玻尔并没有证明牛顿方

程和他的三条假设是相容的，相反，正如本文一开始所说的，牛顿方程和经典的电磁学理

论结合起来会导致完全错误的结论，而玻尔的三条假设正是为了挽救这样的错误而引入

的，因此这些假设实际上天然地与牛顿方程不相容。因此，玻尔的理论虽然取得了巨大的

成功，但在理论结构上依然是不令人满意的，它遗留的问题几乎和它解决的问题一样大。

玻尔之后，人们依然在寻找一个基本的量子理论，它将以牛顿的经典理论为其极限，

即当标志量子效应的普朗克常数可以忽略时 (等价的就是让 h̄→ 0), 它要回到牛顿力学。
并且它还要能正确地导出氢原子能级的公式 (1.22), 而无需求助于牛顿方程。首先取得这
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一成功的是海森堡，1925 年海森堡沿着玻尔氢原子模型所开辟的道路提出了量子力学的
正确方程，通常叫做矩阵力学。但是当时海森堡没能用他的矩阵力学推导出公式 (1.22)(半
年以后泡利完成了这一工作)，首先用正确的量子力学方程推导出氢原子能级的就是泡利
和薛定谔。但是薛定谔是沿着与玻尔模型不同的思路完成这一工作的，下一节我们会简单

地介绍薛定谔的思路。

1.2.4 量子力学如何解决氢原子问题

正如我们已经看到的，氢原子问题的一个核心特征就在于，光谱的分立取值，或者等

价地说，在于氢原子能量取值的分立性。但是频率取特定的分立值并不是量子物理的独有

现象。在经典物理中，比方说鼓声，它就有一些特征的频率。这是由于鼓声来源于鼓膜的

振动，或者说来源于鼓膜上的机械波。由于鼓膜的边缘是固定的，鼓膜上的这些机械波在

边缘上反射以后最终就会在鼓膜上形成二维的驻波。驻波条件就要求了它们的频率只能取

一些特定的分立的频率，每一种驻波模式对应一个特征频率，这就是鼓的特征频率。在数

学上，这些特征频率由定义在鼓膜这样一个有限区域上的两维拉普拉斯算符的本征值决

定。这个例子给当时的物理学家两点启发，第一，要得到氢原子能量的分立值，一个自然

的办法是引入波动，特别是引入驻波。正好，当时德布罗意已经对所有的微观粒子引入物

质波的概念了。第二，在数学上得到能量分立值的一个自然办法是，让这些分立值对应某

个算符的本征值。

什么算符的本征值可以取成 E1/n2 这种形式呢？当时有很多数学家都在猜，但没有人

得到结果。最终解决这个问题的是物理学家薛定谔，薛定谔给出的这个算符就是后来量子

力学中的哈密顿算符。薛定谔提出量子力学方程的那篇著名论文标题就叫作《Quantisation
As A Problem of Proper Value》，Proper Value 就是本征值。薛定谔是如何想到哈密顿算
符的呢？经典力学中我们有哈密顿量，但是经典力学的哈密顿量是实数值的，它不是一个

算符，薛定谔是通过什么操作从经典的哈密顿量走向量子的哈密顿算符的呢？这就是薛定

谔的论文开篇就在讨论的问题，感兴趣的读者可以在网上找到这篇论文读一下。当然，需

要强调的是，量子力学是全新的物理规律，哈密顿算符是无法通过严格的数学推导从经典

物理的哈密顿量中推导出来的，薛定谔所给出的讨论也只是他如何猜测的一个思考过程，

而不是一个严格的数学推导，在本质上，哈密顿算符还是猜出来的，只不过薛定谔是有物

理地猜，而不是像当时的数学家那样瞎猜。哈密顿算符猜得对不对，关键就看它能不能给

出氢原子能级 E1/n2 这样的本征值，薛定谔的原始论文更大的篇幅就是在证明这件事情。

1.3 波粒二象性以及波动力学简介

1.3.1 光的波粒二象性

前面我们说过，1905 年爱因斯坦提出，电磁场本身是量子化的，电磁场由光量子组
成，光量子也就是我们今天常说的光子，它是微观粒子。爱因斯坦提出，频率为 ν 的电磁
波，其能量是 hν 的整数倍，可以写成 ε = nhν , n 就是组成这个电磁波的光子数目。也即

是说，每一个光子的能量为 hν。



28 Chapter 1. 量子力学的建立

爱因斯坦的这个概念是彻底革命性的，因为当时麦克斯韦的电磁场理论已经深入人心

了，按照麦克斯韦的理论，光就是一种电磁波，是一种波动。现在爱因斯坦却提出光是粒

子，是光子，这当然完全超越了麦克斯韦的理论范围。但是，爱因斯坦指出光子的概念可

以解释光电效应，用光子的概念，爱因斯坦预言：除非入射光的频率超过某个最小值 νmin,
否则当光照射在金属表面上的时候将不会有光电子出射。而当入射光的频率超过 νmin 时，

金属里面的自由电子有一定的概率吸收一个光子从而变成光电子出射，出射的光电子的动

能将由 hν−hνmin 给出，hνmin 相应于电子脱离金属表面所需要的最小功，也叫逸出功。也

就是说，根据光子的概念，爱因斯坦预言光电效应中出射光电子的动能将和入射光的频率

成线性关系，这是经典的电磁波理论完全给不出的预言。但是实验很快证实了爱因斯坦的

这个预言，并且还据此测出了普朗克常数 h, 人们发现它和由黑体辐射曲线算出来的结果
相当一致。因此爱因斯坦的光量子假设的确是有道理的。

即使如此，爱因斯坦的光量子概念也没有立即被当时的物理学家广为接受，这种情况

一直持续到 1922 年康普顿完成著名的康普顿散射实验为止。康普顿散射实验即是用 X 射

线和电子发生散射，实验结果表明，入射 X 射线的行为表现得完全类似于一个粒子，而且

定量的结果也与根据爱因斯坦的光量子假说推导出来的结果完全一致。这就直接证实了光

是微观粒子这一假说。

当光子的概念被实验确立之后，问题就反过来变成，光子还有没有波动性，还能不能

发生干涉？因为根据经典物理，粒子和波是不相容的，一个东西要么是粒子，要么是波，

光子如果是粒子，那它就不应该干涉了。当然，人们也知道大量光子的总体必定是可以干

涉的，因为经典的电磁波就是由大量光子组成的，电磁波当然可以干涉。问题是，单光子

能不能发生干涉呢？

为了确定这一点，英国物理学家杰弗里·泰勒重做了光学里面的双缝干涉实验。不过

这一次，他设法让光源一次只发射一个光子，这一个光子通过双缝打在屏幕上之后，下一

个光子再接着发射。泰勒发现，当屏幕上累积的光子数足够多以后，同样出现了干涉条纹，

如图 (1.2) 所示。由于一次只通过一个光子，所以这种干涉不可能发生在不同的光子之间，

Figure 1.2: 泰勒的单光子双缝干涉实验。

只可能是单个光子和它自身产生了干涉。只不过干涉的结果要等到屏幕上累积了大量的光

子以后才能显现出来。如果只看一个光子的话，那它在屏幕上出现的位置看起来就是随机
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的。也即是说，屏幕上的干涉条纹直接反映的是单个光子在屏幕上各点出现的概率！

因此，光既是微观粒子，同时也是波，一个光子只会打在屏幕上的一个点，这和粒子

的行为一样，但是单个光子也会和它自身干涉，因此单个光子同时也是波，这个波与经典

的电磁波不同，它不是描写许多光子的总体，而是描写单个光子。屏幕上的干涉条纹反映

的就是单个光子通过双缝以后在屏幕上的概率分布。当然，干涉条纹的这种概率解释最初

人们并不清楚，它最早是由玻恩提出来的。光的这种即是粒子又是波的性质通常被称为波

粒二象性。

1.3.2 微观粒子的波粒二象性

1924 年，德布罗意产生了一个大胆的关键性想法。他想到，对于光来说，之前人们都
认为是波 (电磁波)，但是爱因斯坦却发现它也是粒子，是光子。德布罗意想，那么反过来，
对于电子这样的微观粒子而言，原来人们都认为它们是粒子，那么有没有可能它们同时也

是波呢？

基于这个猜测，德布罗意就把爱因斯坦对于光量子的关系式 ε = hν 推广了，它认为
一个能量为 E 的微观粒子，将同时也是一个角频率为 ω 的波，ω 和 E 之间满足关系式，

E = h̄ω, (1.25)

式中 h̄ = h/(2π) 为约化的普朗克常数，也常常简称为普朗克常数。
不仅如此，德布罗意进一步想到，根据狭义相对论，一个平面波的角频率 ω 和波矢

量 k 共同构成了一个四维矢量 (ω,k)。另一方面，一个粒子的能量 E 和动量 p 也构成了
一个四矢量 (E,p)。因此如果 ω 和 E 之间满足 (1.25) 式，那动量 p 和波矢量 k 之间也应
该类似地满足

p = h̄k. (1.26)

也即是说，一个动量为 p 的微观粒子将同时是一个波矢量为 k 的平面波。注意到波矢量
的模长和波长 λ 之间的关系式 |k| = 2π

λ ，德布罗意又由 (1.26) 式得到动量大小为 p = |p|
的微观粒子的波长 (称之为德布罗意波长)，

λ = h/p. (1.27)

对于原子的核外电子而言，它的德布罗意波长大约在 10−10m 的量级。对于我们日常的宏

观尺寸而言，这个波长无疑太小了，德布罗意认为这就是电子这样的微观粒子的波动性长

期未被发现的原因。

德布罗意关于微观粒子同时也是波的这个猜想就叫做微观粒子的波粒二象性。它是光

的波粒二象性的大胆推广。德布罗意提出微观粒子的波粒二象性时，关于光的波粒二象性

基本上已经被实验所证实了。然而当时的人们认为波粒二象性是光的特殊本性，因此人们

并不能立即肯定德布罗意的想法是对的 (除了爱因斯坦，爱因斯坦当时对德布罗意工作的
评价是说它，“揭开了伟大序幕的一角”)。不过，德布罗意当时也从物理直观上表明了他
关于微观粒子的波粒二象性并非瞎想，因为它可以非常自然而又漂亮地解释玻尔氢原子模
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型的第三条假设，即核外电子的轨道角动量量子化为 L = nh̄ 的假设。当时人们普遍觉得

玻尔的这第三条假设很神秘，然而却不可或缺。

德布罗意的解释非常简单，根据波粒二象性，核外电子也是波，因此当核外电子处在

轨道半径为 r 的定态上时，它的波必定要绕着半径为 r 的圆周首尾相连，形成一个驻波，

如图 (1.3) 所示。这也就是说，这个圆周的周长 2πr 必定是核外电子德布罗意波长的整数

Figure 1.3: 德布罗意对玻尔的量子化条件的解释。

倍，即满足驻波条件 2πr = nλ。利用德布罗意关系 (1.27), 这个驻波条件就等价于玻尔的
第三条假设，L = rp = nh̄。

然而电子的德布罗意波长太短了，因此想用双缝干涉实验来检验它的波动性实现起来

会比较困难。但是晶体中原子之间的间距却可以和电子德布罗意波长的量级相当。因此当

时的人们想到可以用电子束在晶体上的衍射实验来检验电子是否有波动性。1927 年戴维
孙和革末完成了这样的实验。实验结果表明，电子的确有波动性，会在晶体上发生衍射，

而且根据衍射图案计算出来的入射电子波长也正好与德布罗意给出来的公式 (1.27) 吻合。

与光的波粒二象性一样，电子的波粒二象性也是适用于单个电子而不是适用于大量电

子之间的，波粒二象性的波描写的是单个电子，而不是大量电子。也即是说，单电子就能

发生衍射和干涉。电子的双缝干涉实验的确不容易实现，但是随着技术的进展，后来人们

的确实现了这样的实验，不仅如此，和单光子的双缝干涉实验一样，人们后来也实现了单

电子的双缝干涉实验，证实了单个电子就有波粒二象性。不仅是电子，人们后来也直接检

验了诸如中子等等其它微观粒子的波粒二象性。到今天我们可以说，微观粒子的波粒二象

性已经是量子力学中被实验检验得最多的概念之一。

当然，波的干涉来源于多个波的叠加，单个微观粒子可以和其自身干涉当然就意味着

描写单个粒子的波可以是多个波的叠加。因此，单粒子波粒二象性的波是可以叠加的。当

然，单个微观粒子和它自身干涉的干涉条纹要等到屏幕上累积的粒子数足够多以后才能看

得出来，仅仅看一个粒子的话，它在屏幕上出现的位置看起来将是随机的。正是基于这个

观察，玻恩提出，屏幕上的干涉条纹分布反映的是单个粒子落在相应点的概率。
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1.3.3 波动力学简介

根据德布罗意的波粒二象性，一个动量为 p 能量为 E 的自由粒子将同时是一个频率

为 ω = E/h̄, 波矢量为 k = p/h̄ 的平面波，因此相应的波函数 ψ(x, t) 可以写成

ψ(x, t) ∝ e−iωt+ik·x = e−iEt/h̄+ip·x/h̄. (1.28)

当然在经典物理中，将一个平面波的波函数写成这种复数形式只是一个数学技巧，真正物

理的波函数可以通过取实部来得到。但是，量子力学后来的发展表明，复数形式对于量子

力学里的波函数是实质性的，人们通常不能只取量子力学波函数的实部。当然，量子力学

波函数是一个复数也意味着波函数本身不可以直接测量。因此在量子力学发展的早期，物

理学家们对量子力学波函数在物理上代表什么争论不休，直到波恩提出波函数的统计解释

这样的争论才开始停息。

我们不妨先来看一下公式 (3.5) 给出的自由粒子平面波满足什么样的波动方程。很容
易看出，这样的波函数满足下面的关系式

ih̄
∂
∂ t

ψ(x, t) = Eψ(x, t), −ih̄∇ψ(x, t) = pψ(x, t). (1.29)

由此又可以得到 p2ψ(x, t) =−h̄2∇2ψ(x, t)，进一步注意到对于非相对论自由粒子，我们有
E = p2/(2m)，进而我们立即就可以得到如下方程

ih̄
∂
∂ t

ψ(x, t) =
[
− h̄2

2m
∇2
]

ψ(x, t). (1.30)

这就是公式 (3.5) 给出的自由粒子平面波所满足的波动方程。注意，这个方程是一个线性
方程，也即是说，不仅对于确定动量的自由粒子平面波这个方程成立，而且对于多个不同

动量的自由粒子平面波的叠加，这个方程依然成立。当然，一般来说，由于波的相干叠加

性，自由粒子的波函数不一定是 (3.5) 式这样的平面波，而更可能是多个不同波矢量 (也
就是不同动量) 的平面波的叠加，而方程 (1.30) 的线性性就意味着它对于任何自由粒子波
函数都成立。

考察微观粒子波函数所满足的波动方程是薛定谔的重要贡献。不仅如此，薛定谔还把

(1.30) 式这样的自由粒子波动方程推广到一般性的非自由粒子情形，也就是推广到粒子受
一个势场 V (x) 作用的情形。推广的办法是注意到根据 (1.29) 式，方程 (1.30) 右边可以理
解为 p2

2m ψ(x, t), 而方程左边可以理解为 Eψ(x, t), 对于自由粒子 E = p2/(2m)，因此有方程

(1.30)。但是，当存在势场 V (x) 时，粒子的能量将是动能与势能 V (x) 之和，因此这时候
就需要把方程 (1.30) 右边修正为

[
p2

2m +V (x)
]

ψ(x, t)。最后，依然按照 (1.29) 式 (虽然严
格来说这个式子仅对自由粒子平面波才成立) 将动量和能量都分别替换成对 x 和对 t 的导

数，我们就会得到

ih̄
∂
∂ t

ψ(x, t) =
[
− h̄2

2m
∇2 +V (x)

]
ψ(x, t). (1.31)

这个波动方程就是著名的单粒子薛定谔方程。

由于波的叠加性，一个任意的波函数可以是多个不同角频率的波函数的叠加，而根据

德布罗意的关系，角频率 ω = E/h̄，因此这也就是说，粒子的一个任意波函数可以是多个
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具有不同能量值的波函数的叠加。这和经典物理完全不同，在经典物理里面，任何时候粒

子都有唯一确定的能量，但是在量子力学里面，对于一个这种由多个有不同能量值的波函

数叠加出来的波函数，其相应粒子的能量将无法确定。

但是，如果我们考察的是一个具有确定能量 E 的粒子，那么它的波函数将有确定的角

频率 E/h̄, 从而必定可以写成如下形式

ψ(x, t) = e−iEt/h̄ψ(x). (1.32)

对于这样的一个有确定能量的粒子，我们就说它处在定态。这里的定态其实就是玻尔最早

在其氢原子模型中所引入的定态概念的一般化，因为玻尔的定态指的同样也是一个确定能

级。将 (1.32) 式代入薛定谔方程 (1.31), 我们就可以得到定态波函数的时间无关部分 ψ(x)
必须满足的方程 [

− h̄2

2m
∇2 +V (x)

]
ψ(x) = Eψ(x), (1.33)

这个方程就是所谓的定态薛定谔方程，其中的 − h̄2

2m ∇2 +V (x) 就是单粒子的哈密顿算符，
记作 H。因此定态薛定谔方程也可以写成

Hψ(x) = Eψ(x), (1.34)

这个方程也叫做算符 H 的本征方程，其中的 E 也叫 H 的本征值。也即是说，定态能级其

实是哈密顿算符的本征值。这也就是薛定谔的那篇著名论文《Quantisation As A Problem
of Proper Value》标题的来源。

很显然，薛定谔方程 (1.31) 和人们之前在物理学中见过的所有方程都不一样，它包含
了一个虚数单位 i。因此由薛定谔方程解出来的波函数 ψ(x, t) 也必然是一个复函数。这样
的一个复函数当然不可以直接测量，那么波函数在物理上代表什么呢？这个问题直到玻恩

提出他的统计解释人们才搞清楚。前面我们说过，基于对单粒子干涉实验结果的观察，玻

恩提出，屏幕上的干涉条纹分布反映的是单个微观粒子在相应点出现的概率。另一方面，

人们在经典物理中就已经知道，干涉条纹可以由波的强度分布来计算，人们也知道，如果

把波函数写成复数形式，那么波的强度将正比于波函数的模方。基于此，玻恩又进一步提

出，量子力学波函数的模方代表的就是粒子在相应点出现的概率！当然，由于波函数的自

变量 x 是一个连续变量，所以更严格地说，波函数的模方 |ψ(x, t)|2 代表的是粒子出现在 x
点的概率密度！如果将这个概率密度记为 ρ(x, t)，那么玻恩对波函数的解释即是

ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2. (1.35)

很显然，将波函数乘上一个任意的非 0复系数 c不会改变粒子在空间不同点的相对概

率分布，因此在物理上，cψ(x, t) 和 ψ(x, t) 其实是等价的。但是，根据玻恩的解释，在体
积元 dτ = d3x 内找到粒子的概率 dP 是 dP = |ψ(x, t)|2dτ，而在全空间找到粒子的总概率
当然就是 dP 对全空间的积分。由此人们就可以对波函数加一个自然的要求，即要求全空

间的总概率等于 1，也即是 ∫
|ψ(x, t)|2dτ = 1. (1.36)



1.3 波粒二象性以及波动力学简介 33

人们可以通过适当地调节波函数前面的复系数 c 来满足这样的要求，而这样的过程就称为

波函数的归一化。

以上即是对波动力学的简单概括。当然波动力学不仅仅适用于单个微观粒子，它也可

以推广到多个微观粒子相互作用的多粒子体系，这时候波函数就应该推广成 ψ(x1,x2, ...,xN , t),
这里 xi 表示第 i 个粒子的位置坐标。而薛定谔方程 (1.31) 就应该推广成

ih̄
∂
∂ t

ψ(x1, ...xN , t) =

[
−

N

∑
i=1

h̄2

2mi
∇2

i +V (x1, ...,xN)

]
ψ(x1, ...xN , t). (1.37)

式中 V (x1, ...,xN) 表示这 N 个粒子的相互作用势能。

1.3.4 双缝干涉实验再讨论

为了让读者初步看到量子力学的不可思议。我们不妨对单电子的双缝干涉实验进行进

一步的讨论。物理学家费曼最早在他著名的《费曼物理学讲义》里强调了双缝干涉实验对

于理解量子力学的重要性。不过，在费曼讨论单电子的双缝干涉时，它还是一个想象中的

实验，然而在今天，我们将要讨论的一切都已经是在真实的实验中证实了的。

电子的双缝干涉实验本质很简单，就是设计一把“电子枪”，让它一个接着一个地发

射电子，发射出来的电子经过一个双缝，最后再打在远处的屏幕上，如图 (1.4) 所示。电

Figure 1.4: 费曼和电子双缝干涉实验。

子枪每次只发射一个电子，而且上一个电子已经打到屏幕上以后下一个电子才接着发射。

等屏幕上累积了足够多的电子时，我们观察电子数在屏幕上的分布状况。我们也已经知道，

这个分布曲线也可以解释为单个电子最终在屏幕上的概率分布曲线。

如果只打开第 1 个缝，而将缝 2 关闭，那当然不会有干涉，屏幕上的概率分布曲线将
如图 (1.4) 中所示的曲线 P1，类似的，只开缝 2 时概率分布曲线将是图 (1.4) 中所示的 P2。

但是，根据德布罗意的波粒二象性，电子也是波，所以当缝 1 和缝 2 同时打开时，将会发
生波的干涉现象，最终屏幕上电子的概率分布曲线将是图 (1.4) 中所示的 P12。很显然，由

于存在干涉

P12 ̸= P1 +P2. (1.38)
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由于电子是波，假设我们记通过缝 1 到达屏幕的波为 ϕ1，记通过缝 2 到达屏幕的波
为 ϕ2。那么根据玻恩的波函数的统计解释，显然我们将有

P1 = |ϕ1|2, P2 = |ϕ2|2. (1.39)

而当两个缝同时打开时，ϕ1 波和 ϕ2 波会相干叠加，屏幕上总的波将是 ϕ = ϕ1 +ϕ2。根据

玻恩的统计解释，这时候概率分布 P12 将为 P12 = |ϕ |2，也即是

P12 = |ϕ1 +ϕ2|2 = |ϕ1|2 + |ϕ2|2 +(ϕ1ϕ ∗2 +ϕ ∗1 ϕ2)

= P1 +P2 +(ϕ1ϕ ∗2 +ϕ ∗1 ϕ2). (1.40)

最终的表达式中多出来的交叉项 (ϕ1ϕ ∗2 +ϕ ∗1 ϕ2) 正好可以用来解释干涉，称之为干涉项。

但是，电子也是粒子。作为粒子它是怎么通过双缝的呢？作为基本粒子，电子当然不

可能分裂成两半，所以似乎它无法同时通过缝 1 和缝 2。也即是说，屏幕上的每一个电子
似乎要么是通过缝 1 而到达屏幕的，要么就是通过缝 2 到达屏幕的。但是，不可思议的
是，这种看起来很显然的观点其实是有问题的！因为如果真是这样的话，我们就可以把屏

幕上的所有电子分成两类，一类是通过缝 1 来的，我们称它们为第 1 类电子，另一类是通
过缝 2 来的，我们称它们为第 2 类电子。第 1 类电子由于只通过缝 1，对于它们来说，缝
2 存在或者不存在应该都一样，因此，第 1 类电子在屏幕上的分布曲线将为 P1 曲线。类

似的，第 2 类电子的分布曲线将为 P2 曲线。但是，屏幕上的电子只有这两类，因此当双

缝都打开时屏幕上所有电子的总分布曲线就应该是 P1 +P2，而不是 P12，也就是说，应该

根本就没有干涉！但这显然与实验结果相矛盾，也与波动的观点相矛盾！

也即是说，当双缝都打开时，屏幕上的所有电子可以分成 1、2 两类的观点必定是错
的！这也即是说，当双缝都开屏幕上有干涉条纹时，我们其实根本就无法确定电子是怎么

经过两个缝的。我们认为每一个电子要么经过缝 1 要么经过缝 2 的直观看法其实有问题！
我们的日常生活经验误导了我们。这很不可思议，但却并不违背科学原理，因为物理学是

一门实验科学，物理学是基于实验观测的。在日常生活中我们也许观察过子弹是如何经过

双缝的，我们发现每一颗子弹要么经过缝 1 要么经过缝 2。但是，我们并没有观察过微观
世界的电子是如何经过双缝的，因此当我们说电子要么经过缝 1 要么经过缝 2 时其实是
想当然。

要想确定每一个电子是如何经过双缝的，最直接的方法就是用一个很灵敏的仪器“盯

着”它看，也就是观测。假设我们的确这样做了，我们的确盯着电子看并进而可以确定每

一个电子经过哪条缝，那屏幕上的电子就真能分成 1、2 两类了，按照我们刚才的逻辑推
理，这时候屏幕上的干涉条纹就应该消失，电子的分布就应该是 P1 +P2。但这又是不可思

议的，难道我们看一下电子就会影响最终的实验结果吗？真实的实验是怎么样的呢？真实

的实验发现，的确如此，我们看一下电子真会影响最终的实验结果，如果我们通过观测能

确定每一个电子经过哪条缝，那最终屏幕上真的不会出现干涉条纹。我们的日常生活经验

又一次欺骗了我们，但好在这样的实验结果和我们的逻辑推理倒是一致的。

我们常常这样来概括上面的实验结果。我们说：当双缝同时打开并且我们没有看电

子如何经过双缝时，电子的波函数由 ϕ1 + ϕ2 这样的叠加态来描述，所以最终的概率由
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|ϕ1 +ϕ2|2 来描述，有干涉。但是，一旦我们观测到电子如何通过双缝，那电子的波函数就
变了，它要么由 ϕ1 描述 (当我们观测到电子经过缝 1 时)，要么由 ϕ2 描述 (当我们观测到
电子经过缝 2 时)，最终的概率就由这两种可能性的和 |ϕ1|2 + |ϕ2|2 给出，没有干涉。物理
学家常常这样来解释这个结果，他们说观测导致了波函数的塌缩，当我们观测到电子经过

缝 1时，它的波函数就由原来的 ϕ1+ϕ2 塌缩到了 ϕ1，相反，如果观测到电子经过缝 2，那
它的波函数就由 ϕ1 +ϕ2 塌缩到了 ϕ2。

1.3.5 习题

1. 量子力学的波函数是复数，因此不可以直接测量，那么量子力学波函数可不可以测
量呢？请查文献资料讨论这个问题。

2. 在电子的晶体衍射实验中，如果增加入射电子的动能，衍射环将如何变化？

1.4 电子自旋的发现

1922 年施特恩和格拉赫 (Stern and Gerlach) 做了一个著名的实验，这个实验最终表
明电子有一个内禀的角动量，也就是电子自旋。在经典物理中，当一个粒子围绕另一个粒

子作轨道运动是，它就有一个轨道角动量 L = x×p。而且我们知道，对于一个带电量为 q

的带电粒子，它的轨道角动量会产生一个磁矩，我们可以记作 µL，电动力学的知识告诉我

们

µL =
q

2m
L. (1.41)

当然，我们也知道，磁矩会和磁场耦合，如果存在一个磁场 B，那磁矩 µ 和磁场相互作用
的势能 V 将是

V =−µ ·B. (1.42)

但是电子的自旋角动量完全是内禀的，它和轨道运动没有任何关系。人们可以粗略地

将它想象成是电子围绕着自身的转轴自转，但是严格来说，这幅经典物理的图像是错的，

电子的自旋纯粹是一个相对论量子力学的效应。实际上，由于电子有自旋，所以一个电子

要转 720 度 (而不是 360 度) 才能回到原来的状态。所以在我们经典世界的人看来，电子
自旋的存在是不可思议的，在理论上，要等到狄拉克提出著名的相对论量子力学方程，也

就是狄拉克方程，人们才算对电子自旋有了比较深入的理解。

施特恩和格拉赫的实验装置如图 (1.5)a 所示。在这个实验中，施特恩和格拉赫让一束

经过准直的银原子束通过一个非均匀磁场，然后再打在一个屏幕上。这个磁场如图 (1.5)b

所示，它在竖直的 z 方向有一个梯度 ∂Bz
∂ z 。因此如果银原子有一个磁矩 µ 的话，它在 z 方

向将受到一个力 Fz, Fz =− ∂V
∂ z = µ · ∂B

∂ z ≃ µz
∂Bz
∂ z 。从图 (1.5)b 可以看到，在这里磁场的梯度

∂Bz
∂ z 其实是负的 (下方的磁场更强，上方的磁场更弱)，因此如果 µz 为负的话，那银原子的

受力将沿着 z 轴的正方向。

按照经典物理，µz = |µ|cosθ，θ 是银原子的磁矩与 z 方向的夹角。在斯特恩-格拉赫
实验中，入射的银原子束是完全非极化的，也就是说，要么它的磁矩为 0，要么它磁矩的
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Figure 1.5: 施特恩-格拉赫实验。

方向就是随机的，即经典物理告诉我们的 θ 将有连续的不同取值。如果银原子束的磁矩为
0，那银原子将不受磁场的作用，因此最终打在屏幕上的银原子将会是一束。如果银原子
有磁矩，那按照经典物理，θ 连续可变，因此银原子的受力 Fz ≃ µz

∂Bz
∂ z = ∂Bz

∂ z |µ|cosθ 将在
一个范围内连续可变，磁矩取向不同的银原子将会受到不同的力，从而最终会打在屏幕的

不同位置，那最终打在屏幕上的银原子将展宽成连续的一片。

但是，实验发现，通过非均匀磁场以后，银原子束分裂了，但是仅仅分裂成了上下两

束！也就是说，银原子的确有磁矩，但是 µz 的取值不是连续可变的，而是量子化的，µz

只有两个不同的分立取值。

实际上，银原子有 47 个核外电子和一个很重的原子核。斯特恩-格拉赫实验发现的银
原子磁矩不可能来自于银原子核，因为磁矩的大小反比于粒子的质量，银原子核很重，其

磁矩将会很小从而可以忽略。另外，我们知道带电粒子的磁矩总是来源于其角动量，而银

原子核外的 47 个电子中，46 个电子的状态完全球对称，因此总角动量是 0，因此银原子
的磁矩必定来源于额外的那第 47 个电子。但是最后的这个电子的空间波函数也是球对称
的，因此其轨道角动量也是 0。因此，斯特恩-格拉赫的实验结果就意味着，电子除了轨道
角动量以外，必定还有一个内禀的角动量，也就是自旋！它也是一种角动量，通常记作 S。
而 µz 的量子化就意味着，电子自旋的 z 分量 Sz 必定是量子化的，而且只能有两个不同的

分立取值。当然，z 分量相对于 x 分量和 y 分量来说并没有任何特殊的地方，因此 Sx 和

Sy 必定也都是量子化的，也只能有两个不同的分立取值。

进一步的研究发现，电子自旋分量的这两个不同分立取值是 ±h̄/2。而电子自旋所产

生的磁矩为

µS = g
q

2m
S. (1.43)

式中 q =−e 是电子的电荷，而 g = 2，也即是说与轨道磁矩 (1.41) 相比，自旋磁矩的公式
多了一个 2 倍因子。这个 g = 2 的因子是一个相对论效应，它可以从狄拉克方程中很漂亮

地得到。当然，更仔细的实验测量也发现，电子自旋磁矩的这个 g 因子实际上和 2 有很细
微的差别，实际上它近似是 g≃ 2(1+α/(2π)), 这里的 α 就是精细结构常数，当然，这个
细微的差别要用量子电动力学的计算才能解释。
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其实，人们是事后才认识到斯特恩-格拉赫实验的正确物理解释的。斯特恩和格拉赫是
1922 年做的实验，而直到 1926 年，乌伦贝克和古德斯密特 (Uhlenbeck and Goudsmit) 才
提出电子自旋的概念。而且一开始人们是按照经典物理的图像将电子自旋理解为电子绕着

自身的转轴自转。实际上，当乌伦贝克和古德斯密特提出电子自旋的时候，他们的导师埃

伦费斯特建议他们去和洛伦兹讨论。洛伦兹很快就告诉他们，电子自旋的概念肯定是错的，

因为如果将电子看成是一个小球，而自旋是这个小球绕着自身的转轴转动，那人们不难论

证，这个小球表面的转动速度将超过光速，而这就违反了狭义相对论。尽管如此，埃伦费

斯特还是帮助乌伦贝克和古德斯密特将论文发表了，并且安慰他们说，“不要担心，年轻

犯点错误非常正常”。





2. 量子力学的基本原理

本章将会深入地探讨量子力学最基本最核心的原理，同时也会讲述量子力学的基本语

言。这些原理和语言都是普遍适用的，它适用于单粒子体系、多粒子体系，适用于原子分

子，也适用于许许多多原子分子构成的一整块材料，适用于量子计算机和量子通信，适用

于量子场、甚至也适用于整个宇宙！

本章的第一节我们也讨论了量子比特、量子货币、量子不可克隆定理、和薛定谔的猫

等等内容，当然，我们主要是想借这些内容阐明量子力学的基本原理。本章的第二节会比

较抽象一些，是从算符的角度概括量子力学的原理，搭建量子力学的基本理论框架。第三

节将探讨量子力学的核心本质之一，量子纠缠。我们将解释为什么量子纠缠不能实现超光

速信息传递，我们还将简要讨论量子纠缠在量子通信中的重要应用，并且会说服大家，为

什么爱因斯坦错了。在本章的补充材料中，我们将回顾历史，讨论海森堡是如何想到矩阵

和矩阵相乘的，并进而把海森堡的思想和量子力学的基本原理联系起来。
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2.1 量子比特与薛定谔的猫

2.1.1 态叠加原理

物理系统的量子状态可以由波函数来描述，对于一个微观粒子来说，波函数就是形如

ψ(x, t) 的一个复函数。玻恩告诉我们，在量子力学里我们只能讨论概率，波函数的模方

|ψ(x)|2 就给出微观粒子在 x 处出现的概率密度。波函数包含了量子系统的所有信息，但

是我们不能直接测量波函数，我们能直接测量的是诸如波函数模方这样的概率。

在经典物理里面我们有时候也使用概率，但在那里我们之所以使用概率都是因为我们

没有掌握足够的信息，比如由于我们没有收集到所有大气分子的运动信息，我们就无法准

确地计算明天的天气情况，因此我们才说明天下雨的概率是多少多少，但只要我们足够努

力，原则上我们可以收集到所有大气分子的信息。在经典物理里，原则上我们能够掌握所

有信息，并进而用这些信息确定地计算出诸如明天是否会下雨这样的问题。但是量子力学

的概率是根本不同的，它是量子力学本身的内在性质，或者说是我们的世界本身的内在性

质，也就是说，即使你知道所有的信息，也就是知道系统的波函数，你也只能计算概率，

因为我们的世界本身就是如此，就是不确定的。何况，在量子力学里面，对于系统的一个

任意状态，我们实际上常常无法通过测量收集到关于这个状态的所有信息，量子力学本身

限制了我们的信息提取能力。

量子力学的规律是普适的，不仅仅微观粒子可以用一个波函数来描写，整个宇宙都能

用一个波函数来描写，我们可以称之为宇宙波函数，著名物理学家霍金的重要工作之一就

是研究这个宇宙波函数。当然，宇宙波函数比单个微观粒子的波函数 ψ(x, t) 要复杂好多，

它大概是下面那样的，

Ψ[a(t),hi j(x),Ai(x),ψe(x),ψq(x), ....] (2.1)

其中 a(t) 是宇宙的膨胀因子，hi j(x, t) 是引力波，Ai(x) 是电磁场，ψe(x) 是电子场，ψq(x)

代表夸克场，此外还需要写上胶子场等等，总之要把一切基本粒子的场都作为宇宙波函数

Ψ 的自变量包括进来。
但是不管多么复杂，所有的波函数都满足态叠加原理，可以说态叠加原理是量子力学

里面最基本的原理。根据态叠加原理，波函数 ψ 和波函数 cψ(c是一个任意的非零复数)描
写的是同一个量子态。更重要的是，根据态叠加原理，如果 ψ1是系统的一个可能态，ψ2也是

系统的一个可能态，那么它们的任意线性叠加也将是一个可能态，即 ψ = c1ψ1+c2ψ2(c1,c2

是两个任意的复数) 也是一个可能态。
由于这个线性叠加原理，一个量子系统所有可能态的集合就构成了一个多维线性空

间，而一个量子态 ψ 就是这个线性空间里的一个矢量，常常也记作 |ψ⟩。|ψ⟩ 这样的记号
和波函数是一一对应的，但是，相比于波函数的描述，|ψ⟩ 这样的量子态记号有许多优点：
首先，它是通用的，无论是对于单粒子，还是多粒子，甚至是整个宇宙，我们都可以用一

样的这种记号来表示其量子力学状态。其次，它是抽象的，它抽象地对应于量子态，而与

具体怎么定量描述这个量子态无关。而波函数是一个具体的函数，它只是对量子态的一种

具体描述方式，而后面我们将会看到，一个量子态可以有无穷多种相互等价的具体描述方

式。比如，对于单个微观粒子而言，符号 ψ(x) 总是一个数值，而 |ψ⟩ 不是用来表示这个
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函数值，而是用来代表函数映射本身，因此它不是一个复数，而是一个抽象的记号，当然，

对于单个微观粒子而言，这个记号和具体的函数 ψ(x) 是一一对应的。这样的记号称作狄

拉克记号，不管是微观粒子的波函数还是更复杂的宇宙波函数，它们所描述的量子态都可

以用同样的狄拉克记号来表示。用狄拉克记号，量子态的线性叠加就可以写成如下形式，

|ψ⟩= c1|ψ1⟩+ c2|ψ2⟩. (2.2)

作为线性空间里的矢量，人们完全可以按照线性代数里的方法取一个合适的矢量基，

然后在这个矢量基中将态矢量 |ψ⟩ 展开成分量形式，并把它的所有分量排列成一个列矢
量，所以，如果你觉得 |ψ⟩ 这样的记号过于抽象，你也完全可以将它想象成一个普通的列
矢量，这两者是可以相互对应的。你可能想到，线性代数里除了有列矢量，还有行矢量，

|ψ⟩可以看作列矢量，那么行矢量是什么呢？很简单，行矢量就是列矢量的转置，但是，由
于我们考虑的线性空间不是一个实线性空间，而是复线性空间，所以在量子力学里我们要

多加上一个复数共轭 (为什么要加复数共轭的原因我们稍后会解释)，将行矢量规定为列矢
量的共轭转置，也就是先将一个列矢量的每一个分量取复数共轭，然后再将结果转置，|ψ⟩
的共轭转置就记作 ⟨ψ|，即

⟨ψ|= |ψ⟩†, (2.3)

记号 † 就表示共轭转置，也叫厄米共轭。因此在量子力学里，一个量子态如果用列矢量来

表示，我们就用 |ψ⟩ 这样的记号，如果用行矢量来表示我们就用 ⟨ψ| 这样的记号。
我们知道，一个行矢量乘以一个列矢量就会得到一个数。所以在量子力学里，由任意

两个量子态 |ψ⟩, |ϕ⟩,我们都可以计算出一个复数，记作 ⟨ϕ |ψ⟩,它就是先将 |ϕ⟩态表示成行
矢量 ⟨ϕ |，然后再将行矢量 ⟨ϕ |乘以列矢量 |ψ⟩, ⟨ϕ |ψ⟩就表示这个乘积。你已经想到了，由
刚才的两个量子态，我们还可以计算出另一个复数 ⟨ψ|ϕ⟩, 这两个复数是什么关系呢？很显
然，⟨ψ|ϕ⟩就是 ⟨ϕ |ψ⟩的共轭转置，即 ⟨ϕ |ψ⟩† = |ψ⟩† · ⟨ϕ |† = ⟨ψ|ϕ⟩。这里请回想一下转置的
规则 (AB)T = BT AT ,而复数共轭的规则是普通的，因此共轭转置的规则就是 (AB)† = B†A†。

当然，一个复数的共轭转置其实就是它的复共轭（复数的转置还是它本身），因此我们有

⟨ϕ |ψ⟩∗ = ⟨ψ|ϕ⟩. (2.4)

当然狄拉克记号和波函数是一一对应的，你可能想知道 ⟨ϕ |ψ⟩ 用波函数的形式来写是
什么，对于单个微观粒子的情形，结果如下

⟨ϕ |ψ⟩=
∫

dxϕ ∗(x)ψ(x). (2.5)

为了帮助你理解这个结果和我们上一段说的有什么联系，我们不妨将 ψ(x) 记为 ψx，将

ϕ(x) 记为 ϕx, 并且将积分写成求和 (定积分的定义本来就是求和以后取极限)，这样一来上
面这个结果就可以重写成

⟨ϕ |ψ⟩= ∑
x

ϕ ∗x ψx, (2.6)
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你想一下，这是不是行矢量乘以列矢量的标准形式（当然，别忘了对行矢量我们多了一个

复数共轭）？ψx 就是列矢量 |ψ⟩ 的第 x 个分量嘛！

特别的，我们考虑 |ψ⟩ 与它自身的乘积，即 ⟨ψ|ψ⟩, 对于单个微观粒子情形，按照公
式 (2.5), 它就是

⟨ψ|ψ⟩=
∫

dxψ∗(x)ψ(x) =
∫

dx|ψ(x)|2, (2.7)

玻恩告诉我们，这就是处在 |ψ⟩ 态上的粒子在空间各点出现的概率的总和，通常要求这个
总概率等于 1，称之为量子态的归一化。现在我们就能理解为什么在定义行矢量的时候要
多加一个复数共轭了，因为只有这样 ⟨ψ|ψ⟩ 才是概率嘛，尤其是，只有这样 ⟨ψ|ψ⟩ 才会
是一个正实数嘛，即对于任意 |ψ⟩

⟨ψ|ψ⟩ ≥ 0, (2.8)

式中等于 0 仅当 |ψ⟩ 本身为 0 时才可能。⟨ψ|ψ⟩ 也称作态矢量 |ψ⟩ 模长的平方，因此归一
化的态矢量就是模长为 1 的态矢量，即满足

⟨ψ|ψ⟩= 1. (2.9)

由于 |ψ⟩ 和 c|ψ⟩ 描述的是同一个量子态，因此态矢量的模长没有绝对的物理意义，这就
是为什么我们可以将它们归一化的原因。

在数学上 ⟨ϕ |ψ⟩ 有一个专门的名称，它叫作态矢量 |ψ⟩ 和态矢量 |ϕ⟩ 的内积，因为它
其实就是我们熟悉的三维空间矢量内积 (点乘) 的推广。和通常两个三维空间的单位矢量
的内积大小反映的是这两个矢量在方向上的靠近程度一样，两个模长为 1 的态矢量的内积
反映的其实是这两个态矢量之间的相似程度。特别的，两个完全不相似的态矢量的内积必

定为零，这时候我们称这两个态矢量正交。很显然，这里的正交概念也是普通的三维空间

矢量正交概念的一个推广。数学家常常把一个定义了内积的线性空间称作希尔伯特空间。

因此很明显，态叠加原理以及上面几段的定义告诉我们，一个量子系统所有可能量子态的

集合构成了一个希尔伯特空间，常常记作 H。

2.1.2 量子比特与量子力学原理

你可能听说过量子比特，量子比特就是量子信息的基本单位，是量子计算机技术的基

础。经典信息的单位是比特，一个比特就是或者为 0 或者为 1 的两种可能取值，实现一
个经典比特需要两个不同的状态，比如 0 用某个系统的低电压状态来表示，1 则用高电压
状态来表示。一个量子比特则是一个量子系统，它可以说是最简单的量子力学系统，它有

两个完全不同的量子态，其中一个叫 |0⟩ 态，另一个叫 |1⟩ 态。量子比特有多种实现方式，
比方说我们可以把一个两能级量子系统的低能级称作 |0⟩ 态，高能级称作 |1⟩ 态。再比方
说，我们知道电子有自旋，电子自旋角动量的 z分量 Sz 只有两个不同的量子化取值 ±h̄/2，

这对应于电子的两个不同自旋状态，Sz = h̄/2 时我们就说电子处在自旋向上态，记为 | ↑⟩，
相反 Sz =−h̄/2 时我们就说电子处在自旋向下态，记作 | ↓⟩。我们可以把一个电子的自旋
量子态当作一个量子比特，自旋向下态 | ↓⟩ 称作 |0⟩ 态，自旋向上态 | ↑⟩ 称作 |1⟩ 态。当
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然，我们也可以把一个光子的两个不同偏振态分别当作 |0⟩ 态和 |1⟩ 态，比如 |0⟩ 对应 x

方向偏振的偏振态 |x⟩，|1⟩ 对应 y 方向偏振的偏振态 |y⟩。

量子态的区分性

总之，实现量子比特 |0⟩ 态和 |1⟩ 态的方式很多。但是所有这些实现方式必须满足一
个共同的要求，那就是 |0⟩ 态和 |1⟩ 必须可以确定地区分。比方说，光子的两个偏振态 |x⟩
和 |y⟩ 就可以确定地区分，如果有两个光子，一个处在 |x⟩ 态，另一个处在 |y⟩ 态，那你
只要取一个偏振化方向为 x 方向的偏振片 (即这个偏振片会让 x 方向偏振的偏振光顺利通

过，而完全吸收偏振方向与 x 垂直的 y 方向偏振的偏振光)，然后分别让这两个光子通向
这个偏振片，则能通过的光子就一定处于 |x⟩ 态，通不过的光子就一定处于 |y⟩，这样你就
能以 100% 的把握将这两个态区分开来，这就是可以确定地区分的含义。相反，光子沿着

45 度角方向偏振的偏振态 (我们记为 |+⟩) 和 |x⟩ 偏振态之间就不可以确定地相互区分，这
是因为，|x⟩ 偏振态的光子当然一定能通过偏振化方向为 x 方向的偏振片，但是 |+⟩ 偏振
的光子也有一定的概率 (按照马吕斯定律，这个概率是 cos2(π/4)) 通过这个偏振化方向为
x 方向的偏振片，因此，假设你只有一个光子只能做一次实验，如果你观测到光子通过了

偏振片，你就无从判断你的光子原来是处在 |+⟩态还是处在 |x⟩态,因此你就不能 100%地

将这两个量子态区分开来。类似的，光子沿着 135 度角方向偏振的偏振态 (我们记为 |−⟩)
和 |x⟩, |y⟩ 之间也都不可以确定地相互区分。当然，由于 135 度角和 45 度角成正交关系，

所以 |+⟩ 和 |−⟩ 这两个偏振态是可以确定地区分的。
量子态的区分性是量子力学的一个很本质的性质，它在前沿的量子信息科学中有很重

要的应用。比方说，有人提出可以利用这种区分性制作量子货币。通常货币的一个重大缺

陷是人们总可以制造假币，即使电子货币也有假币。但是，量子货币绝对无法造假。

所谓的量子货币，是指的这样一种货币，每一张量子货币上都有一个编码，和一个确

定偏振态的光子，比方说，这个偏振态可以是 |x⟩, |y⟩, |+⟩, |−⟩ 这四个偏振态中的某一个，
我们不妨假设这四个偏振态有相同的概率被选用。量子货币上的编码和相应的光子偏振态

之间是相对应的，可以用来检验光子属于四个偏振态中的哪一个。但是，编码和偏振态之

间的对应关系只有银行的系统知道，是绝对不公开的。比方说，如果光子的偏振态是 |x⟩，
就编码为 00，如果是 |y⟩ 就编码为 01，而如果光子的偏振态是 |+⟩，就编码为 10，如果是
|−⟩，就编码为 11。对于真币，银行的系统看到编码的第一位是 0，就知道偏振态一定是
|x⟩,|y⟩ 中的某一个，由于这两个偏振态可以确定地区分，所以具体是哪一个，银行的系统
可以简单地通过使用一个偏振化方向为 x 方向的偏振片来确定，然后再把确定的结果和编

码的第二位进行比较。类似的，看到编码的第一位为 1，银行的系统就知道光子的偏振态
是 |+⟩, |−⟩ 中的某一个，通过使用一个偏振化方向为 45 度角方向的偏振片，银行就能进

一步确定偏振态到底是哪一个。总之，对于真币，根据量子货币上的编码，银行的系统就

能确定地检验它上面的光子的偏振态。但是，如果编码和光子偏振态的对应关系出错，那

光子能通过银行的检测系统的概率就小于 1，比方说，在编码第一位，|+⟩, |−⟩ 态错误地对
应到了 0，那根据马吕斯定律，这时候光子通过银行检测系统的偏振化方向为 x 方向的偏

振片的概率就是 cos2(π/4)< 1。
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伪造者想要伪造量子货币就必须复制光子的偏振态，为此他就得先知道他想伪造的这

张真币上的光子的偏振态，因此就必须测量这个光子的量子态。伪造者当然也可以看到货

币上的编码，他们甚至可能知道光子的偏振态是 |x⟩, |y⟩, |+⟩, |−⟩ 中的某一个，但是，他们
不知道编码和偏振态之间的对应关系 (这个信息是不公开的，量子货币本身也没有这个信
息，所以伪造者无从知道)。因此在测量光子的偏振态的时候，他就不知道是该使用偏振
化方向为 x 方向的偏振片还是使用偏振化方向为 45 度角方向的偏振片，他就只能瞎蒙。

比方说，他使用了偏振化方向为 x 方向的偏振片来测量光子的偏振态，由于光子处在四

个偏振态上的概率均等，因此被测量的这张量子货币上的光子有可能通过伪造者的这个偏

振片，也有可能通不过，如果光子通过了，伪造者就知道货币上的光子不可能处在 |y⟩ 态，
但是由于 |+⟩ 态和 |−⟩ 态都不能与 |x⟩ 态确定地区分，所以剩下的三个偏振态 |x⟩, |+⟩, |−⟩
都有可能通过伪造者的偏振片，因此伪造者无从判断货币上的光子到底处在哪个偏振态，

他只能从剩下的这三个态中瞎蒙一个，当然他有可能蒙对，但他蒙对的概率 p 一定小于 1
（实际上，在我们分析的这个例子中 p = 3/4）。对于伪造者测量的光子没有通过偏振片的

情况，分析也是类似的。总之，由于这四个偏振态之间有一定的不可区分性，伪造者就不

可能确定地知道光子到底处在哪个偏振态，他一定要靠蒙，而他蒙对的概率 p一定小于 1，
即 p < 1。

由于仅在伪造者蒙对的时候，他复制的假币上的编码和光子偏振态之间的对应才可能

完全正确，才能 100% 地通过银行的检测，因此很显然，伪造者伪造的这张假币能通过银

行检测的概率一定小于 p。看起来这个概率好像也不算小，但是，到此为止我们仅仅分析

了量子货币上只有一个光子的情形。现在，假设货币上有 N 个光子 (货币上对应的编码当
然也要扩大成一个 2N 位的二进制数，每两位对应一个光子)，那很显然，伪造者伪造的假
币能通过银行检测的概率就一定小于 pN。但是，p < 1，因此只要 N 足够大，pN 就会无

限接近于零，也就是说，只要量子货币上的光子数目够多，假币能通过银行检测的概率就

可以忽略不计。因此，量子货币无法造假！

以上只讨论了光子偏振态的可区分性。同样的，电子的自旋向上态 | ↑⟩ 和自旋向下态
| ↓⟩ 也可以确定地区分，因为如果一个电子处于这两个态中的某一个，你就可以通过测量
它 z 方向的自旋 Sz 的值来区分它到底处在哪个态，如果测到 Sz = h̄/2, 那它就处在 | ↑⟩ 态，
如果测到 Sz =−h̄/2，那它就处在 | ↓⟩ 态。一般地，如果一个量子系统的某一个物理性质
（物理量）有两个不同的取值 λ0 和 λ1, 则这个物理性质的值为 λ0 的量子态 (不妨记作 |0⟩
态)，和物理性质的值为 λ1 的量子态 (不妨记作 |1⟩ 态), 这两个量子态就必定是两个可以
确定地区分的量子态。因为我们可以通过测量这个物理性质的值来 100% 地将这两个状态

区分开来。这个结果当然可以推广到更一般的量子系统，如果一个量子系统的某一个物理

性质 (物理量) 有多个不同的取值，记为 λi, i = 1,2,3..., 则这些不同取值对应的量子态, 分
别记为 |i⟩, i = 1,2,3...., 相互必定都可以确定地区分。

那么，在数学上，两个量子态 |ψ1⟩ 和 |ψ2⟩ 可以确定地区分的充要条件是什么呢？很
简单，充要条件就是这两个量子态要正交，即 ⟨ψ1|ψ2⟩= 0。这是因为量子态的内积反映的

是两个量子态的相似程度，可以确定地区分的两个量子态必定是完全不相似的，因此也就

必定正交。
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从上面的分析中，我们可以得到一个重要的推论，即一个量子系统的某一个物理性质

（物理量）A 不同取值的量子态 |i⟩, i = 1,2,3... 必定是两两正交的，即满足

⟨i| j⟩= 0, i ̸= j. (2.10)

特别的，量子比特的 |0⟩ 态和 |1⟩ 态必定是相互正交的。通常我们还要求它们都是归一的，
因此就有

⟨0|0⟩= ⟨1|1⟩= 1, ⟨0|1⟩= ⟨1|0⟩= 0. (2.11)

测量与量子态塌缩

但是量子比特和经典比特的不同之处就在于，经典比特要么取 0，要么取 1，二者必
居其一，但是对于量子比特来说，由于 |0⟩和 |1⟩都是它的可能态，则根据态叠加原理，|0⟩
和 |1⟩ 的任意线性叠加也是这个量子比特的一个可能量子态，也就是说，任意形如下式的
量子态 |ψ⟩ 都是量子比特的可能态，

|ψ⟩= c0|0⟩+ c1|1⟩. (2.12)

当系数 c0 和 c1 都不等于零时，我们就称这样的 |ψ⟩ 态为 |0⟩ 态和 |1⟩ 态的相干叠加态。
问题是，如果量子比特处在一个相干叠加态 |ψ⟩，我们想问，它到底是取 0 呢？还是取 1
呢？(如果是用电子自旋态来实现量子比特，那么这就是在问，在相干叠加态上，自旋 Sz

的值是 h̄/2 还是 −h̄/2？−h̄/2 就记为 0，h̄/2 就记为 1) 如果你说取 0，那么根据 |0⟩ 态的
定义，量子比特就不能处在叠加态 |ψ⟩，而是应该处在 |0⟩ 态，因为 |0⟩ 态的定义就是量子
比特取 0 时对应的态，所以这个答案肯定是不对的。同样，回答取 1 也是不对的。你可能
会说，既不是 0，也不是 1，而是有一定的概率取 0，也有一定的概率取 1。但问题是，我
们现在只有一个量子比特，而不是好多个相同的量子比特，而且这个量子比特的量子态还

是确定的 |ψ⟩，因此这里其实并没有使用概率的余地。如果按照我们的直观想法，每一个
确定状态的量子比特总会有一个确定的值，但问题是，刚刚我们已经分析过了，如果这个

状态是一个相干叠加态，那这个值既不能是 0，也不能是 1。但问题是，量子比特的值就
只有 0 和 1 这两种可能性 (在自旋态实现中即是 Sz 的值只有 h̄/2 和 −h̄/2 两种可能性)，
因此你也不能回答说取 1/2 或者诸如此类的其它值。

哪个答案都不对，那问题到底出在哪呢？只可能是我们的问题本身错了，或者说我们

的直观想法错了！处在确定的叠加态 |ψ⟩ 上的量子比特没有确定的取值，甚至我们也不能
说它有一定的概率取 0 一定的概率取 1，而是它的取值根本无从确定，讨论它是没有意义
的。有时候我们也说在相干叠加态上的量子比特的值是不确定的，这里所谓的不确定实际

就是说问这个问题没有意义。

这就是最难理解的地方，我们在日常经典世界里形成的直观是，一个比特总会有一个

值，不管我们看没看它，作没作测量，它总会取一个值。但就是这个直觉误导了我们，物

理学是一门测量的科学，当我们说一个物理量取某个值时，这个值一定是指测量的时候会

得到的值。严格来说，离开测量来讨论物理量的值是没有意义的。那为什么经典比特总有
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一个确定的值？即使我们没有测量。回答是，经典比特是处在一个经典环境之中，即使我

们没有直接对它进行测量，但其实经典比特所处环境中的空气分子等等东西都起到了测量

它的作用。如果你把经典比特的所有环境都屏蔽掉，那它其实就会变成一个量子比特。

总之，量子比特到底取什么值这一问题，只有在我们测量量子比特的时候才有意义，

任何这样的值一定是指的测量值。现在，假设量子比特处在一个相干叠加态 |ψ⟩, |ψ⟩ 由公
式 (2.12) 给出，我们来测量它到底取什么，我们会测到什么值呢？答案是，0 或者 1，这
也就是说，可能在某次测量实验中我们会得到 0，但如果我们用相同状态的量子比特重复
测量，我们也可能得到 1。是得到 0 还是得到 1，是完全随机的，是概率性的。注意，在
量子力学里，概率是和测量密切联系在一起的，没有测量就无所谓概率，而只有确定的量

子态。

现在，假设在某次测量实验中，对于一个原来处在 |ψ⟩ 态的量子比特，我们测到它的
值是 0，那么根据 |0⟩ 态的定义，测量完成以后这个量子比特就不可能还是处在 |ψ⟩ 态，
由于这时已经确定了它的值是 0，那测量以后它就一定处在 |0⟩ 态上。这也就是说，测量
过程必然会干扰被测对象，在我们讨论的这个例子中就是使这个量子比特从原来的 |ψ⟩ 态
坍缩到了 |0⟩ 态。同样的，如果我们测到的值是 1，那测量完成以后量子比特就将塌缩到
|1⟩ 态。由于测到 0 还是测到 1 完全是随机的，所以测量引起的量子态的塌缩也是随机的，
可能坍缩到 |0⟩，也可能塌缩到 |1⟩。(这里请读者回想一下第一章中我们在“双缝干涉实验
再讨论”这一小节中的讨论以及这一小节最后的总结)
在量子力学中，某个物理量的取值确定的态通常叫做这个物理量的本征态，相应的物

理量的值称之为本征值。比如在量子比特的自旋态实现中, | ↑⟩ 态和 | ↓⟩ 态就是自旋 Sz 的

两个本征态，因为它们都有确定的 Sz 值，分别为 +h̄/2 和 −h̄/2, 在量子比特的这一物理
实现中，所谓测量量子比特的值其实就是测量物理量 Sz 的值。比方说，假定记某个量子

系统的某个物理量 A 的第 i 个本征态为 |i⟩, i = 1,2,3, ...(即是说当系统处于 |i⟩ 态时，物理
量 A 有确定取值 λi)。假定系统处在物理量 A 的某个相干叠加态 |ψ⟩，它可以写成

|ψ⟩= ∑
i

ci|i⟩, (2.13)

式中 ci 为复叠加系数。那么根据我们前面对量子比特的讨论可以知道，系统在 |ψ⟩ 态上
其物理量 A 的值无法确定，没有定义！而且，量子力学的逻辑自恰性要求，如果对物理量

A 进行测量，假设测量开始之前系统处在这个多个不同本征态的相干叠加态 |ψ⟩，如果我
们测得了这个物理量的某个值 λi，那测量完成之后这个系统的量子态一定会变成与这个值

相应的本征态 |i⟩（而不再是处在原来的相干叠加态 |ψ⟩）。通常我们称这个过程为测量引
起的量子态的塌缩，但这种说法完全是出于物理学家们的用语习惯，在实际中，任何测量

都不是瞬时的，而需要一个过程，因此其实并没有量子态的突变。研究量子态的塌缩这一

过程如何进行往往并不容易，当前主流的观点叫做退相干，后面我们会简单解释退相干的

基本思想。

测量会造成态的塌缩实际上就是量子货币最主要的缺陷，因为即使是一张真的量子货

币，只要有人 (比方说伪造者) 去测量它的光子的偏振态了，那这测量就可能对光子的量
子态造成干扰，比方说使得它从 |+⟩ 态塌缩到 |x⟩ 态，那这张真币也无法通过银行的检测
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了，因此真币被别人测量以后也有可能被银行当成假币。所以，量子货币只是一个理论构

想，它可以帮助我们领悟量子力学的奇妙，但却不一定能实用。

回到我们的量子比特。你可能会想，是不是量子比特的所有量子态都一定能写成公式

(2.12) 这样的形式呢？量子比特有没有可能处在某个不能写成形如 (2.12) 式的量子态呢？
答案是没有，因为对于处在任何量子态 |ψ⟩ 的量子比特，你都可以去测量它的值，而量子
比特只有两个可能值，要么你测到 0，要么你测到 1，测到 0 那 |ψ⟩ 就塌缩到 |0⟩, 测到 1
那 |ψ⟩ 就塌缩到 |1⟩，只要你去测量，任何 |ψ⟩ 都必然要塌缩到 |0⟩ 态和 |1⟩ 态中的某一
个，因此量子比特的任何量子态 |ψ⟩ 都必然是 |0⟩, |1⟩ 的线性叠加。物理学家常常把这称
为量子比特的 {|0⟩, |1⟩} 态的完备性。很显然，完备性的概念也可以推广到任何量子系统
的任何物理量的本征态集合。

测量概率的玻恩规则

我们已经说了，对于 |ψ⟩= c0|0⟩+c1|1⟩ 态的量子比特，你去测量它的值，有可能你会
得到 0，也有可能你会得到 1，得到 0 还是得到 1 完全是随机的。一个重要的问题是，测
量得到 0 的概率是多少？得到 1 的概率又是多少？量子力学的基本原理说，对于归一化的
|ψ⟩，测量得到 0 的概率 p0 是 |c0|2，测量得到 1 的概率 p1 是 |c1|2。而量子态 |ψ⟩ 的归
一化说的就是概率总和等于 1

p0 + p1 = |c0|2 + |c1|2 = 1. (2.14)

利用前面的 |0⟩, |1⟩ 的正交归一性 (2.11), 我们很容易得到 ⟨0|ψ⟩ = ⟨0|
(
c0|0⟩+ c1|1⟩

)
=

c0⟨0|0⟩+ c1⟨0|1⟩= c0, 类似的 ⟨1|ψ⟩= c1，因此概率 p0 和 p1 就可以写成，

p0 = |⟨0|ψ⟩|2, p1 = |⟨1|ψ⟩|2. (2.15)

由此我们就可以知道，如果 p0 和 p1 都不等于 0，那 |0⟩ 态和 |ψ⟩ 态就不可能是同一个量
子态，也不可能正交，反过来也一样。

这就告诉我们，不正交的两个不同量子态一定不可以确定地区分。以上面的 |0⟩ 态和
|ψ⟩ 态为例，假设一个量子比特处在 |0⟩ 态和 |ψ⟩ 态中的某一个，而且这两个态不同并且
也不正交，那由上面的公式 (2.15) 就可以知道，p0 不等于 0(当然也不等于 1)，因此当你
测量这个量子比特的值并且得到 0 的时候 (注意你只有一个量子比特)，你就无从判断你
的量子比特原来是处在 |0⟩ 态还是 |ψ⟩ 态，因为 |ψ⟩ 也有 p0 的概率测得 0。你可能会说：
没关系，虽然我只有一个量子比特，但是我可以把测量过程重复多遍，然后看统计结果。

但在量子力学中，这是不可能的，因为测量会干扰原来的量子态，会导致态的塌缩，也就

是说，无论原来的量子比特是处在 |0⟩ 态还是 |ψ⟩ 态，你只要测到 0，它就一定塌缩到 |0⟩
态了，以后再重复做测量就没有意义了。总之，你没有 100% 的把握将 |0⟩ 态和 |ψ⟩ 态区
分开来。这就说明了不正交的两个量子态一定不能确定地区分，即不能 100% 地区分，因

此这也就证明了为什么我们前面说，正交是两个量子态可以确定地区分的充要条件。

公式 (2.15) 是量子力学的核心结论之一，有时候人们也称之为玻恩规则 (因为它和玻
恩的波函数的统计解释密切相关)，它当然是被实验验证了的。实际上，光学里的马吕斯定
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律就验证了这个结果。由于光的偏振方向也是普通三维空间里的矢量，所以沿 θ 角方向偏
振的光子，其偏振态 |θ⟩ 可以写成，|θ⟩= cosθ |x⟩+ sinθ |y⟩。公式 (2.15) 告诉我们，一个
沿 θ 方向偏振的光子通过偏振化方向为 x 方向的偏振片的概率为 cos2 θ，而这正是马吕斯
定律。当然，光子除了有线偏振态，还有其它的偏振态，比方说圆偏振态，圆偏振态可以

写成 |⟲⟩=
√

1
2 (|x⟩+ i|y⟩) 和 |⟳⟩=

√
1
2 (|x⟩− i|y⟩)，分别对应左旋光和右旋光。应用公式

(2.15)，人们很容易算出它们通过 x 方向的偏振片的概率。公式 (2.15) 当然可以推广，比
方说，一个左旋光子通过一个偏振化方向为 θ 方向的偏振片的概率就是 |⟨θ |⟲⟩|2。

类似的，假定某个量子系统处在某个 |ψ⟩ 态 (当然，我们默认 |ψ⟩ 已经归一化了)，假
定 |ψ⟩ 是某个物理量 A 的叠加态，它可以写成

|ψ⟩= ∑
i

ψi|i⟩, (2.16)

式中 ψi 为复叠加系数，|i⟩ 是物理量 A 的第 i 个本征态 (即是说当系统处于 |i⟩ 态时，物理
量 A 有确定取值 λi)。假定所有这些本征态 |i⟩ 都已经归一化了，则由于这些本征态两两
正交 (2.10)，我们很容易有

⟨i|ψ⟩= ψi. (2.17)

而测量系统在 |ψ⟩ 态上物理量 A 的值，得到某个 λi 的概率 pi 就是

pi = |⟨i|ψ⟩|2. (2.18)

很显然，这个式子是公式 (2.15) 的直接推广。而且，我们可以证明 ⟨ψ|ψ⟩= ∑i pi (这是由
于 ⟨ψ|ψ⟩= ⟨ψ|

(
∑i ψi|i⟩

)
= ∑i ψi⟨ψ|i⟩= ∑i ψi⟨i|ψ⟩∗ = ∑i |ψi|2 = ∑i pi)，所以量子态的归一化

⟨ψ|ψ⟩= 1 其实就是要求测量的总概率等于 1。

不确定原理

下面，我们对量子比特的电子自旋态实现稍微展开一点讨论。在这种实现中，量子比

特的 |0⟩ 态对应电子的自旋向下态 | ↓⟩, |1⟩ 态对应电子的自旋向上态 | ↑⟩。按照我们之前
的讨论，电子在 | ↑⟩ 态，其自旋 z 分量 Sz 有确定的值 h̄/2, 而在 | ↓⟩ 态，Sz 为 −h̄/2，但

是在下面的 | →⟩ 态和 | ←⟩ 态，Sz 的值没有定义无从确定，

| →⟩=
√

1
2
(| ↑⟩+ | ↓⟩) , | ←⟩=

√
1
2
(| ↑⟩− | ↓⟩) . (2.19)

如果对 | →⟩ 态或 | ←⟩ 态的电子的 Sz 进行测量，则我们有 1/2 的概率得到 h̄/2, 也有 1/2

的概率得到 −h̄/2, 总之，即使进行测量，| →⟩ 态和 | ←⟩ 态的 Sz 也是不确定的。但是，可

以证明 | →⟩ 态的自旋 x 分量 Sx 的值却是确定的，它是 h̄/2，类似的，| ←⟩ 态的 Sx 为

−h̄/2，因此这两个态都是物理量 Sx 的本征态。反过来，由于

| ↑⟩=
√

1
2
(| →⟩+ | ←⟩), | ↓⟩=

√
1
2
(| →⟩−| ←⟩), (2.20)



2.1 量子比特与薛定谔的猫 49

所以对于 Sx 来说，| ↑⟩ 态和 | ↓⟩ 态反而是相干叠加态，因此它们的 Sx 反而是不确定的。

这也就是说，电子自旋的 z 分量 Sz 和 x 分量 Sx 不能同时确定！这与经典物理完全不同，

在经典物理中，物体角动量的 x 分量和 z 分量当然同时有确定的值，在经典物理中，当我

们说一个物体的角动量是多少多少的时候，我们实际上就同时给出了它的 x 分量和 z 分

量。但我们已经看到了，在量子力学中，这通常是办不到的。类似的，在量子力学中，粒

子的坐标和动量也不能同时确定。人们通常把这样的结果叫做量子力学的不确定原理，它

是量子力学区别于经典力学的一个核心本质。

根据不确定原理，在量子力学中，人们不能谈论类似于电子自旋 Sx,Sz 同时取 h̄/2 的

概率 p(Sx = h̄/2,Sz = h̄/2) 这样的量。注意，我们不是说 p(Sx = h̄/2,Sz = h̄/2) = 0，而是

说讨论这个量是没有意义的，在量子力学中，它根本无法定义！因为 Sx 和 Sz 同时取值

就意味着这两者可以同时确定，而这是不可能的，根据我们前面的讨论，当 Sx 取确定值

时，电子必定处在 Sz 的叠加态 (公式 (2.19))，因此 Sz 的值没有定义，除非你测量 Sz，但

只要你测量成功，原来的态就塌缩了到 Sz 的本征态了，而 Sz 的本征态反而是 Sx 的叠

加态 (公式 (2.20))，因此这时候 Sx 的值反而就没有定义了。总之，Sx 和 Sz 的值是不可

能同时有定义的。因此，在量子力学中，p(Sx,Sz) 这样的量是没有意义的，它无法定义，

不能讨论！但是，p(Sz = h̄/2|Sx = h̄/2) 这样的条件概率却是定义良好的，根据条件概率

的标准含义，p(Sz = h̄/2|Sx = h̄/2) 表示已知电子自旋 Sx 为 h̄/2 时 (因此这时候电子必
定处在 | →⟩ 态) 测得电子自旋 Sz 取值为 h̄/2 的概率，根据 (2.19) 式，结果就是 1/2,
即 p(Sz = h̄/2|Sx = h̄/2) = 1/2。这就是量子力学的概率与经典概率的本质区别，在经典

概率里面，p(Sx,Sz) 和 p(Sz|Sx) 总是同时有定义的，实际上，经典概率的公理告诉我们

p(Sx,Sz) = p(Sz|Sx)p(Sx)，但在量子力学里这样的公理是不成立的。当然，如果你考察的都

是一些经典事件，而不是量子物理量取值的概率，那经典概率当然就是完全适用的。

根据完备性，电子自旋的任意一个量子态一定可以写成 |ψ⟩ = c↓| ↓⟩+ c↑| ↑⟩ 的形式。
但是，由公式 (2.20) 我们可以知道，|ψ⟩ 也可以重写成 |ψ⟩= c←| ←⟩+c→| →⟩ 的形式。所
以，一个态可以表示成不同物理量的本征态的不同叠加，量子态的表示形式不是唯一的。

在数学上，这种现象我们在线性代数里早就熟悉了，从数学角度来看，{| ↓⟩, | ↑⟩} 不过是
电子自旋态的希尔伯特空间这样一个线性空间里的一组矢量基，而 {| ←⟩, | →⟩} 则是另一
组矢量基，线性空间里的任意一个矢量 |ψ⟩ 当然可以在不同的矢量基下进行展开。从一组
矢量基变换到另一组矢量基的变换过程，物理学家常常称之为表象变换。

关于一个量子比特，我们就讨论到这里，我们讨论一个量子比特主要是想用它来讲清

楚量子力学的基本原理。因此上面的所有核心结论都可以推广到一般情况。

2.1.3 多个量子比特

但是，量子计算机当然不只一个量子比特，多个量子比特该怎么处理呢？以两个量子

比特为例，很显然，这时候量子比特的值有四种可能性 00、01、10、11，分别对应 |00⟩态、
|01⟩ 态、|10⟩ 态和 |11⟩ 态，有时候人们也把这些态写成 |00⟩= |0⟩1|0⟩2 这样的形式，表示
是 1、2 两个量子比特的量子态乘起来。态叠加原理告诉我们，对于两个量子比特的量子
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系统，其任意量子态 |ψ⟩ 可以写成

|ψ⟩= c00|00⟩+ c01|01⟩+ c10|10⟩+ c11|11⟩, (2.21)

所有这样的量子态的集合就构成了两量子比特系统的希尔伯特空间 H22。因此，一个量子

比特的希尔伯特空间有两个基矢量 |0⟩ 和 |1⟩, 而两个量子比特的系统的希尔伯特空间有四
个基矢量，所以记作 H22，表示它是一个 22 = 4 维的线性空间。类似这样的结论很容易推

广到 n 个量子比特，这时候系统的可能值就是从 x = 000...00 到 x = 111...11 的所有 n 位

二进制数，而系统的任意一个量子态 |ψ⟩ 必定可以写成

|ψ⟩=
111...11

∑
x=000...00

ψx|x⟩. (2.22)

这里我们已经改用 ψx 来表示叠加系数了。当然，所有的基矢量 |x⟩(注意，这里 |x⟩ 不是表
示 x 方向的偏振态) 都是归一化的，而且不同的基矢量之间是两两正交的 (因为它们都可
以确定地区分)，因此我们容易得到 ψx = ⟨x|ψ⟩，而测量这个 n 量子比特系统的值 (在所谓
的计算基下) 得到一个 n 位 2 进制数 x 的概率 px 为

px = |⟨x|ψ⟩|2. (2.23)

如果我们离开量子比特系统，回到单个微观粒子系统，那么上一段中的 ψx 就可以对

应到单个微观粒子的波函数 ψ(x)，而 |x⟩ 就对应于单个微观粒子处于 x 位置的量子态，因

此我们刚才的结果就可以重写成

ψ(x) = ⟨x|ψ⟩, (2.24)

这就是波函数和狄拉克记号之间的精确联系。而根据公式 (2.18), |⟨x|ψ⟩|2 = |ψ(x)|2 就是
当微观粒子处在 |ψ⟩ 态时我们在 x 位置上测到它的概率 (即测得它的位置物理量是 x 的概

率)，当然由于这时候 x 是连续变量，所以更准确的说法是概率密度，而这就是玻恩对波

函数的统计解释。因此，玻恩的统计解释其实是关于量子态的测量原理的一个特殊情况。

回到我们的 n 个量子比特的系统。公式 (2.22) 告诉我们，这一系统的希尔伯特空间
有 2n 个基矢量，因此是 2n 维线性空间，通常记作 H2n。总之，量子计算机的希尔伯特空

间总是有限维的。但是，通常的微观粒子，比方说氢原子，由于有无穷多个能级，因此它

的希尔伯特空间往往是无穷维的。这实际上就是模拟量和数字量之间的区别，模拟量由于

可以连续取值，所以是无穷多的，而数字量只可能有限多。但是，我们处理任何问题其实

都只需要达到一定的精度即可，因此在精度范围之内我们总可以将模拟量数字化。同样的

道理，在一定的精度范围之内我们也可以用量子计算机来处理任何微观粒子系统，比方说

对于氢原子，很多时候我们其实可以忽略主量子数 n→ ∞ 的高能级，这时候我们处理的
实际上就是一个有限维的量子系统。而且，基本物理定律也告诉我们，我们对空间和时间

的测量也有一个最小的精度，即普朗克长度和普朗克时间，因此没准我们的世界本来就是

“数字化”的，也许我们的世界本来就是一台量子计算机。当然，这些都还只是人们的猜

测，有可能对，但错的可能性也同样大。
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我们已经看到，n 个量子比特能构建一个 2n 维的希尔伯特空间 H2n , 也就是一个 2n

维的复线性空间，其中的每一个态矢量对应 2n 个复的叠加系数。因此，如果用经典计算

机来模拟这样的系统的话，由于每一个复系数都需要若干个经典比特才能刻画，因此总共

需要的经典比特数将是 2n 的某个倍数，也就是说，是随着 n指数增长的。这也就是说，只

要量子比特的数目够多 (也不需要太多，100 左右足够)，则相应的量子系统就无法用经典
计算机来模拟了 (毕竟 2100 可是个天文数字)。但是，对于未来的量子计算机来说，100 个

量子比特当然将会是家常便饭，这也就是量子计算机比经典计算机强大的一个基本原因。

量子态的希尔伯特空间是一个抽象的空间，它和我们生存的时空没有关系 (而且它很
可能比时空还要更基本)。这个看起来平凡的论断有时候能导出一些神奇的结论，比如说
按照这个量子力学的逻辑，在我们的宇宙大爆炸产生时间和空间之前，在时间的概念可能

还不成立的时候，宇宙的量子态应该就已经存在了，你可以把它记作 |U⟩, 但是 |U⟩ 是什
么却还没有人真正搞明白。

再举一个和我们关系更密切而且实验上早就实现了的神奇例子。这个例子只涉及到两

个量子比特，我们知道，按照态叠加原理，下面的量子态 |Φ+⟩ 是两量子比特系统的一个
可能态，

|Φ+⟩= 1√
2
(|00⟩+ |11⟩) . (2.25)

|Φ+⟩ 态的神奇之处就在于，它是一个整体，它不能因式分解成第一个量子比特的某个态
|ϕ1⟩ 和第二个量子比特的某个态 |ϕ2⟩ 的乘积 |ϕ1⟩|ϕ2⟩ 这样的形式 (读者不妨试着分解一
下)。由于量子态和时空没有直接关系，这也即是说，这两个量子比特即使一个在南昌，另
一个远在天边，它们也还是一个整体，它们整体性地处在 |Φ+⟩ 态中，而不是南昌的量子
比特处在某个 |ϕ1⟩，天边的量子比特处在某个 |ϕ2⟩。而在量子力学中，类似这样的量子态
有很多，它们叫做量子纠缠态。量子纠缠态不但在量子信息和量子计算机技术中处于核心

地位，而且近年来人们发现，时空本身可能就起源于量子纠缠。

2.1.4 量子不可克隆定理与幺正性

科幻小说里经常有这样的情节：一个人进入一个透明的玻璃罩里面，然后出现一束

“光”，它从头到脚缓缓地扫过这个人全身。同时，在一个遥远的星球也有一个类似的玻璃

罩子，当地球上的这个人被扫描以后，遥远星球的这个玻璃罩子里面也出现一束“光”，随

着这束光从下扫向上，玻璃罩里面先是出现一双脚，接着是身子，最后是脑袋... 最后出现
了一个和地球上的那个人一模一样的人，地球上的这个人被复制到这颗遥远的星球了！

这可能吗？我问的是，基本物理原理允许这样的事情吗？回答是，如果是复制，也就

是说，最后有两个一模一样的人，那这事不可能。但如果是传送，也就是说，从头到尾只

有一个人，只不过这个人从地球传送到了遥远的星球，那这是可能的。我们这里将仅仅解

释前一种情况为什么不可能，至于后一种情况为什么可能我们将在后面的小节中进一步讨

论。

有人说，复制为什么就不可能呢？我把这个人的每一个细胞、每一个分子甚至每一个

原子的所有信息都测量出来，然后按照这些信息在遥远的星球上把这个人复制一份，这在
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原理上有什么不可能的呢。但是别忘了，量子力学有一个不确定原理，它限制了你的测量

能够收集到的信息，比方说你不能同时确定一个电子两个不同分量的自旋，你也不能同时

确定一个原子的位置和动量。测量会导致态的塌缩，我们永远也无法通过测量得到关于这

个人的量子态的完整信息。

那你可能会想，不测量行不行呢？量子力学对测量能够收集的信息有基本的限制，但

如果不用测量呢？如果有一个量子演化过程在不经过测量的情况下就把这个人的量子态

|ψ⟩ 演化到了 |ψ⟩|ψ⟩，那这不就成功地复制这个人的量子态了吗？
然而，这也是不可能的。简单的解释是，因为量子力学所满足的最基本的原理态叠加

原理是一个线性叠加原理，而从 |ψ⟩到 |ψ⟩|ψ⟩相当于把 |ψ⟩做了一个平方，而平方是一个
非线性操作，因此是和态叠加原理相矛盾的，因此不可能。这个简单的解释实际上就构成

了量子不可克隆定理的实质。下面我们以两个量子比特的系统为例来将这个解释精确化。

设想有两个量子比特，一个原来处在 |ψ⟩ = c0|0⟩+ c1|1⟩ 态，另一个原来处在 |0⟩ 态，
所谓的一个复制操作 C，即是这个两量子比特系统的一个演化过程，它使得

|ψ,0⟩ → C (|ψ,0⟩) = |ψ,ψ⟩= |ψ⟩|ψ⟩. (2.26)

即在复制演化之下，第一个量子比特的量子态要复制到第二个量子比特上。由于 |ψ⟩ 是任
意的，因此如果存在这样的 C ,那就必然有 C (|00⟩) = |00⟩= |0⟩|0⟩, C (|10⟩) = |11⟩= |1⟩|1⟩。
另一方面，态叠加原理要求系统的任何演化都要保持线性叠加性，因此 C 当然也要保持

线性叠加性，但这就意味着 C (|ψ,0⟩) = c0C (|00⟩)+ c1C (|10⟩) = c0|00⟩+ c1|11⟩。而克隆方
程要求的是 C (|ψ,0⟩) = |ψ⟩|ψ⟩= c2

0|00⟩+c0c1(|01⟩+ |10⟩)+c2
1|11⟩。显然，除非 c0,c1 中一

个系数取 0 另一个系数取 1，否则克隆方程一定是无法成立的。这也就是说，克隆任意未
知量子态是不可能的！但是当然，我们可以将 |0⟩ 态和 |1⟩ 态这两个正交态分别克隆一份。
正交态可以克隆实际上就是我们可以把一份文件这样的经典信息克隆一份的根本原因，因

为所谓的经典信息其实就是损失了量子相干叠加性的量子信息，经典信息当然可以确定地

区分，因此用量子态来描述的话，这些信息当然就是正交的。

实际上，我们也可以由不正交的两个量子态一定不可确定地区分这一结论导出量子不

可克隆定理。因为假如任意量子态都可以克隆的话，对于一个量子比特，我们就可以考虑

它的这样两个量子态，一个是 |0⟩ 态，另一个是 |0⟩ 态和 |1⟩ 态的相干叠加态 |ψ⟩，这两个
态当然是不正交的，实际上由公式 (2.15) 可以知道, 0 ̸= p0 = |⟨0|ψ⟩|2 < 1。如果量子不可

克隆定理不成立的话，我们就可以把 |ψ⟩ 和 |0⟩ 都克隆任意多份，也就是说我们可以制造
下面两个态

|0⟩= |0⟩|0⟩...|0⟩, |Ψ⟩= |ψ⟩|ψ⟩...|ψ⟩, (2.27)

式中的省略号表示 N 份连乘。如此一来，|⟨0|Ψ⟩|2 = |⟨0|ψ⟩|2N = pN
0。由于 p0 < 1，因此只

要 N 足够大，|⟨0|Ψ⟩|2 就可以无限接近于 0，因此在 N→ ∞ 的极限下，|0⟩ 就和 |Ψ⟩ 正交，
因此这两个态就可以确定地区分。但是，|0⟩ 和 |Ψ⟩ 不过是 |0⟩ 和 |ψ⟩ 的复制，因此这就
意味着我们可以通过确定地区分 |0⟩ 和 |Ψ⟩ 来 100% 地将 |0⟩ 和 |ψ⟩ 区分开来，而这就与
不正交的两个量子态不可确定地区分相矛盾。因此，只要不正交的两个量子态不可确定地

区分，那么量子不可克隆定理就必须成立。
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幺正性

前面我们提到，量子态的时间演化一定要保持线性叠加原理 (态叠加原理)。实际上，
这是量子力学基本原理施加给量子态演化的限制之一，量子态的演化必须满足的另一条限

制是，任意两个可以确定地区分的量子态在演化之下必须始终保持可以确定地区分。由于

可确定地区分的充要条件是两个量子态正交，所以这实际上就是要求，任意两个相互正交

的量子态在时间演化下要保持正交。当然，由于一个态和它自身的内积是总概率，在物理

上应该始终归一化为 1。因此概况起来说，第二条限制实际上是，量子态的演化应该始终

保持态的正交归一性。

满足这两个要求的量子态演化就叫做幺正演化，而这一性质就叫做量子力学的幺正

性。其实，之所以量子态的演化要满足薛定谔方程，就是因为薛定谔方程是满足幺正性的。

下面我们就来证明这一点。

先让我们回想一下，对于单粒子情形，所谓的薛定谔方程就是形如 ih̄∂tψ(x, t)=Hψ(x, t)

这样的波动方程，H 就是所谓的哈密顿算符。这当然是波函数表达下的写法，如果用更一

般性的狄拉克记号，那么薛定谔方程就可以写成

ih̄∂t |ψ(t)⟩= H|ψ⟩. (2.28)

前文已经说过，所谓的态矢量 |ψ⟩，其实可以简单地想象为一个列矢量，而哈密顿算符是
乘在这个列矢量前面的，所以应该想象为一个矩阵。实际上，这个矩阵是一个厄米矩阵，

即满足 H† = H。很显然，薛定谔方程 (4.83) 是一个线性方程，所以当然是满足态叠加原
理的。另一方面，假如我们将方程 (4.83) 两边进行共轭转置，我们就可以得到

−ih̄∂t⟨ϕ(t)|= ⟨ϕ |H, (2.29)

这里我们已经将 |ψ⟩ 换成了 |ϕ⟩, 这个等式的右边显然是一个行矢量乘以矩阵 H。由方程

(4.83) 和方程 (2.29)，我们很容易有

ih̄∂t (⟨ϕ(t)|ψ(t)⟩) = ih̄(∂t⟨ϕ(t)|) |ψ(t)⟩+ ih̄⟨ϕ(t)|∂t(|ψ(t)⟩) (2.30)

=−⟨ϕ |H|ψ⟩+ ⟨ϕ |H|ψ⟩= 0. (2.31)

这就意味着两个态的内积 ⟨ϕ |ψ⟩ 在时间演化之下是不变的，如果将这两个态取成正交的两
个态，那这个结果就意味着薛定谔方程是保持正交性的。而如果将 |ϕ⟩ 取成和 |ψ⟩ 一样，
那内积不变的这个结果也叫做总概率守恒，因为这时候 ⟨ψ|ψ⟩ 就是粒子在全空间出现的
总概率。这就完成了我们对幺正性的证明。回顾这个证明过程，我们会发现薛定谔方程里

出现的虚数单位 i 有实质性的作用，如果没有这个 i，那薛定谔方程是无法满足幺正性的。

2.1.5 薛定谔的猫

至此，我们已经讨论了所有量子力学最基本最核心的原理。你可能觉得这些原理虽然

不容易理解，但却并非不可接受，毕竟我们通常总是觉得量子力学原理是适用于微观世界

的，和我们的宏观世界没有什么关系，因此即使它奇怪一点也没有什么不可接受的。但是，
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本文一开始就已经说过了，量子力学并非仅适用于微观世界，不，作为最基本的物理学规

律，它甚至适用于全宇宙，更不要说我们日常的宏观世界了。

为了反映量子力学原理在宏观世界中有多么不可思议，薛定谔提出了一个著名的思想

实验，那就是物理学四大神兽之一的薛定谔的猫。这只著名的神兽大致是这么一回事：在

一个与世隔绝的密闭盒子里放一只猫，一个放射性的原子，这个原子衰变的概率为 1/2。

再放一个粒子探测器，一把锤子，一瓶剧毒的气体。如果原子衰变了，那衰变放出来的粒

子就会被粒子探测器探测到，然后粒子探测器就会发出信号让锤子掉下来，砸破毒气瓶子，

毒气就会跑出来将猫毒死。用量子力学的语言来说即是，这时候猫会处在 |Dead⟩ 态。但
是，如果原子没有衰变，那刚才描述的一切都不会发生，猫将活得好好的，也就是说，它

将处于 |Live⟩ 态。但问题是，原子衰变是一个量子力学过程，而这个原子只有 1/2 的概率

衰变，因此实际上盒子里的放射性原子是处在衰变和不衰变的叠加态。因此盒子里的猫也

将处于死和活的叠加态，可以表示为

|Cat⟩= 1√
2
(|Dead⟩+ |Live⟩) . (2.32)

Figure 2.1: The Schrodinger’s Cat. 图片来源：thelifeofpsi.com

人们当然可以把 |Dead⟩ 态和 |Live⟩ 态对应到量子比特的 |0⟩ 态和 |1⟩ 态，这样薛定谔
的这只猫就是一个宏观的量子比特。根据我们对量子比特的讨论，叠加态 |Dead⟩+ |Live⟩
的猫既不是死，也不是活。实际上，根据我们对量子比特的讨论，在我们没有打开盒子看

(看就是一种测量) 的时候，猫的死活是没有意义的，这只处在叠加态的猫超越了生死！这
里已经发生我们很难接受的事情了，因为猫完全是一个宏观物体，是我们日常很熟悉的生

命，因此根据我们日常的经验，猫要么是死了，要么就是活着，不可能有什么超越生死的

猫，根据我们日常生活的经验，生死的概念对于猫总是成立的，生死不可能没有意义。

更奇怪的是，根据我们前面对量子比特的讨论。当我们打开盒子往里看的时候，猫的

量子态就塌缩了，我们有 1/2 的概率看到一只活猫，同样也有 1/2 的概率看到一只死猫。

请注意，根据我们前面的讨论，猫的死活完全是我们看的结果。的确，我们要么看到猫死

了，要么看到猫活着，只要我们打开盒子看了，那么猫就或者是死或者是活，再没有第三
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种可能性。但，只要我们不看，那猫就没有死活，生死的概念就没有意义。爱因斯坦完全

接受不了这个，他说：难道我们不看月亮，月亮就不存在吗？对，我们不看猫，猫就没有

死活吗？

这些都令人很难以接受，不可思议！那，这是不是说明量子力学对于猫这样的宏观物

体不适用呢？不是的，虽然我们还没有实现让一只猫处在相干叠加态，但是，让一个宏观

物体 (比方说一个宏观的场) 处在相干叠加态，甚至让一个生命体 (细菌) 处于相干叠加态，
都是实验室中已经实现了的事情。从这个意义上来说，薛定谔的猫今天已经不再是一个思

想实验了，而是实验室中真正的实验。而实验的结果是发现，量子力学同样适用于宏观客

体，薛定谔的猫和前面我们讨论过的量子比特满足一样的量子力学规律。不看猫，猫就是

没有死活超越了生死，猫的死活的确就是因为我们打开盒子看了！作为一个物理性质的两

种不同取值，生死是两种可以确定区分的状态，但是一只保持了量子相干性的猫可以超越

生死。

那为什么我们日常生活中的猫不是这样呢？为什么我们日常生活中的猫不能保持量子

相干叠加性呢？这就涉及到薛定谔的猫的一个隐含假设，他假设一个与世隔绝的盒子，这

里所谓的与世隔绝，就是与一切环境隔绝，也就是说，外界的一切，光声热电，全都不能

透过这个盒子，自然界的四大相互作用力全都不能透过这个盒子。极端一点来说，这需要

把这个盒子孤立在宇宙之外。然而，我们日常生活中的猫总是处在环境之中的，作为一种

宏观物体，猫有大量的原子分子，这些原子分子和整个环境有非常复杂的相互作用。因此

虽然量子力学同样适用于日常生活中的猫，但这时候猫的量子态和环境的量子态纠缠在一

起了，它们形成了一个整体的量子态，而猫原来的量子态的信息现在就会由这个整体来承

载。而我们无法将整个环境 (甚至整个宇宙) 的量子信息都收集起来，当我们忽视环境的
信息，而仅仅关心猫的时候，我们实际上就忽视掉了猫和环境的整体的大部分信息，因此

也就无法重现猫原来的量子态了，我们将丢失掉原来猫态的相干叠加信息。这时候，我们

就会发现猫的量子相干性消失了，猫要么是生，要么是死，而不能是生和死的量子叠加。

这样的一只猫就变成了我们通常所熟悉的，满足经典物理学定律的猫。这样一个从量子到

经典的过程就叫做退相干，正是退相干使得我们的宏观世界由量子力学描写的世界变成了

一个由经典物理描写的世界。

这也说明了为什么微观世界常常需要量子力学规律，而不能使用经典物理规律。原因

就在于，微观物体的德布罗意波长相对比较长，它常常超过我们关心的微观尺寸，这样一

来在这样的微观尺寸之内系统就能保持量子相干性，因此就必须用量子力学来描述。但即

使这样，退相干在我们对电子自旋这样的量子系统作测量的时候也同样要起作用。实际上，

当我们测量一个量子系统的时候，我们的测量仪器就是量子系统所处环境的一部分，测量

过程就是使得量子系统由相干叠加态退相干，进而坍缩到本征态的过程。

这也就是量子计算机为什么这么难实现的基本原因，因为为了造出一台实用的量子计

算机，我们就必须在一个很大的尺寸上保持量子相干性。而尺寸越大，量子比特的数目越

多，它和环境的耦合就越复杂，量子态的信息就越容易泄露到环境中去，因此系统也就越

容易退相干。制造量子计算机其实就是要千方百计地对抗退相干，让整个量子计算机处在

某种薛定谔的猫态。极端简化地说，造量子计算机就相当是要造出一只薛定谔的猫。
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2.1.6 习题

1. 对于一个量子比特，请将量子态 |ψ⟩ = |0⟩+ eiα |1⟩ 和量子态 |ϕ⟩ = eiβ |0⟩+ 2|1⟩ 分
别归一化 (式中 α,β ) 为两个实数，然后请计算内积 ⟨ϕ |ψ⟩。

2. 对于一个量子比特，请验证量子态 |+⟩= 1√
2

(
|0⟩+ |1⟩

)
、|−⟩= 1√

2

(
|0⟩− |1⟩

)
正交归

一。

3. 当电子处在量子态 |ψ⟩= 2| ↑⟩+ eiα | ↓⟩ 上时，请问测到它的 Sz =−h̄/2 的概率是多

少？

2.2 算符与物理量

2.2.1 基础态

我们已经知道：某物理量有确定取值的量子态称之为这个物理量的本征态，相应的物

理量的值称之为本征值。由于可以根据物理量值的不同将本征态确定地区分开来，所以任

何一个物理量的两个不同本征值的本征态必定正交。但是，当系统处在不同本征态的叠加

态上时，其相应物理量的值是无从确定的，这时候如果不进行测量，这个物理量的值就没

有定义。

在量子力学中，不是所有物理量的值都可以同时确定，比如电子自旋的 x 分量 Sx 和

z 分量 Sz 就不能同时确定。但是，我们可以根据所有可以同时确定的物理量的值的不同，

来形成一组可以确定地区分的量子态，记作 {|i⟩, i = 1,2,3....}(|i⟩ 只是一个记号，表示第 i

个态，当然你也可以改成 |ψi⟩ 之类的记号)。比方说，对于一个三维微观粒子，这组态可
以是 {|x,y,z⟩}，它表示粒子处在位置 x = (x,y,z) 的量子态，相应的可以用来区分这组物理

态的物理量就是粒子的三个坐标分量 X ,Y,Z。也即是说，在这组量子态 {|i⟩, i = 1,2,3....}
中，任何两个不同态总有某些物理量的值是不同的，因此这组态中的任何两个都可以确定

地区分，也即是满足正交归一性，

⟨i| j⟩= δi j, (2.33)

这里 δi j 的定义是，当 i, j 相等时取 1，当 i, j 不同时取 0。
对于系统的任何一个量子态 |ψ⟩，我们的任何一次测量总能得到这组物理量的某一

组值，而这组值唯一地对应某一个本征态 |i⟩，因此，任何量子态 |ψ⟩ 必然都可以写成
{|i⟩, i = 1,2,3....} 的某个线性叠加，

|ψ⟩= ∑
i

ψi|i⟩, (2.34)

这里 ψi 表示叠加系数。这个结果称之为 {|i⟩, i = 1,2,3....} 的完备性。同时满足正交归一
性和完备性的一组态矢量就称之为希尔伯特空间的一组正交矢量基，相应的基矢量称作基

础态。另外，从正交归一公式 (2.33) 我们容易得到 (2.34) 式中的叠加系数 ψi 总是可以表

示成

ψi = ⟨i|ψ⟩. (2.35)
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由于 ψi 就是列矢量 |ψ⟩ 在矢量基 {|i⟩, i = 1,2,3....} 中的第 i 个分量，因此公式 (2.35) 告
诉我们，任意态矢量 |ψ⟩ 在基 {|i⟩, i = 1,2,3....} 中的第 i 个分量都可以方便地由 ⟨i|ψ⟩ 求
出，反过来，知道了所有的分量 ⟨i|ψ⟩，那态矢量本身也就确定了。
量子力学的基本原理告诉我们，假如在本征态 |i⟩ 上某个物理量 O 的本征值为 λi，则

测量 |ψ⟩ 态的系统，得到物理量 O 的值为 λi 的概率 pi 等于

pi = |⟨i|ψ⟩|2. (2.36)

而一旦我们测到了 λi，原来的量子态就必然塌缩到相应的本征态 |i⟩。

2.2.2 线性算符

这一小节我们来讨论一下希尔伯特空间上的线性算符，之所以只考虑线性算符，是因

为态叠加原理告诉我们，希尔伯特空间是一个线性空间，在线性空间上最自然的算符就是

线性算符。这一节的内容完全是数学，是为了后面的量子力学应用作准备的。

所谓希尔伯特空间上的一个线性算符 A, 就是某个对量子态的操作，这个操作把任意
一个量子态 |ψ⟩ 变换成某个新的量子态 |ϕ⟩，记作 A|ψ⟩ = |ϕ⟩。而且这个操作应该保持态
矢量之间的线性叠加关系。可见，线性算符其实就是通常线性代数里的线性变换。你也可

以将算符 A 想象成某个“设备”，经过这个“设备”的作用以后系统的量子态就从 |ψ⟩ 变
成了 |ϕ⟩。不妨举一个线性算符的例子，比方说给定两个量子态 |u⟩, |v⟩，我们可以构造一
个线性算符 T，它的定义如下，

T = |u⟩⟨v|. (2.37)

注意，这里列矢量 |u⟩ 是在左边，行矢量 ⟨v| 在右边，我们是用列矢量乘以行矢量，所以
这个 T 可以想象成一个矩阵。正如线性代数里线性变换和矩阵是一一对应的一样，在量

子力学里，算符和矩阵也基本上是同一回事。T 为什么是一个算符呢？原因在于，任给一

个态矢量 |ψ⟩，我们可以定义 T 在 |ψ⟩ 上的作用为

T |ψ⟩= |u⟩⟨v|ψ⟩. (2.38)

注意这里 ⟨v|ψ⟩ 是一个数，所以等式 (4.27) 的右边其实就是一个正比于 |u⟩ 的态矢量，因
此 T 的确将 |ψ⟩ 变换到了另一个态矢量，它的确是一个算符。而且由于两个态矢量的内
积对于右边的列矢量来说是线性的，所以很容易验证 T 的确保持了态矢量的线性叠加关

系，因此是一个线性算符。

实际上，有一个数学定理 (奇异值分解定理) 说，希尔伯特空间的任何一个线性算符
A 必定能写成如下形式

A = ∑
i

λi|ui⟩⟨vi|. (2.39)

这里 λi ̸= 0，{|ui⟩, i = 1,2,3...} 和 {|vi⟩, i = 1,2,3...} 分别从属于希尔伯特空间上的两组正
交归一矢量基。复数 λi 通常称作线性算符 A 的奇异值。从这里也能看出来，希尔伯特空

间的线性算符总是能分解成列矢量乘以行矢量的形式，因此任何这样的算符都能想象成是
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一个矩阵。后面我们会进一步给出算符和矩阵之间的更精确的联系。为了方便读者参考，

在本文的附录中，我们给出了奇异值分解定理的数学证明。

由于 A|ψ⟩ 结果仍然是一个态矢量，因此我们可以将它和另一个态矢量 |ϕ⟩ 作内积，
得到如下表达式

⟨ϕ |A|ψ⟩. (2.40)

这个表达式当然是一个数，实际上它可以看成是行矢量 ⟨ϕ | 乘以矩阵 A 然后再乘以列

矢量 |ψ⟩, 其结果当然是一个复数。现在我们将这个表达式进行共轭转置，所谓共轭转置
就是首先将一切都复数共轭，然后再转置，因此共轭转置的规则和转置的规则是类似的，

都满足 (AB)† = B†A†，† 就表示共轭转置，有时候也叫厄米共轭。利用共轭转置的规则，(
⟨ϕ |A|ψ⟩

)†
= |ψ⟩†A†⟨ϕ |† = ⟨ψ|A†|ϕ⟩，因此 ⟨ϕ |A|ψ⟩ 共轭转置以后就是 ⟨ψ|A†|ϕ⟩。但是由

于 ⟨ϕ |A|ψ⟩ 是一个复数，而一个复数的共轭转置当然其实就只是复共轭，因此我们就有

⟨ϕ |A|ψ⟩∗ = ⟨ψ|A†|ϕ⟩. (2.41)

这里出现的算符 A 的共轭转置 A† 就叫做算符 A 的厄米共轭算符。公式 (3.2) 有时候也被
看作是厄米共轭算符的定义式。如果我们将算符 A 写成奇异值分解的形式 (2.39), 那我们
也很容易利用共轭转置的规则得到 A† 的奇异值分解

A† = ∑
i

λ ∗i |vi⟩⟨ui|. (2.42)

两个线性算符当然可以相加，算符也可以相乘。由于算符可以想象为矩阵，所以线性

算符的加法与乘法就可以理解为矩阵的加法与乘法。比方说，假设有两个线性算符，T1,T2，

T1 = |u1⟩⟨v1|, T2 = |u2⟩⟨v2|, 那么 T1T2 = |u1⟩⟨v1|u2⟩⟨v2| = ⟨v1|u2⟩|u1⟩⟨v2|(我们利用了乘法结
合律，且在最后一个等号中我们把复数 ⟨v1|u2⟩ 提到了式子的前面), 结果显然也是一个线
性算符。还是这两个算符，但如果你要算的是 T2T1，则结果就是 T2T1 = |u2⟩⟨v2|u1⟩⟨v1| =
⟨v2|u1⟩|u2⟩⟨v1|。很显然，一般来说 T2T1 ̸= T1T2，也即是说，算符的乘法通常是不满足交换

律的。这其实是由于算符可以当作矩阵来理解，而矩阵的乘法一般来说当然是不可交换的。

如果希尔伯特空间的某个线性算符的集合包含恒等算符 (即将任何态矢量都变换到它
本身的恒等操作) 以及它的常数倍，而且这个集合在算符加法、乘法、以及厄米共轭之下
是封闭的，那这个线性算符的集合就定义了一个算符代数，数学家也称之为冯诺依曼代数。

比如说单个量子比特系统的冯诺依曼代数可以由算符 c · 1(表示给任何态矢量乘上复数 c)
以及下面两个算符 Z 和 X 生成，

Z|0⟩= |0⟩,Z|1⟩=−|1⟩,X|0⟩= |1⟩,X|1⟩= |0⟩. (2.43)

这里 {|0⟩, |1⟩} 组成了量子比特的矢量基，由于线性算符总是保持线性叠加，所以线性算
符在任意态上的作用都可以由其在基矢量上的作用决定，正因为如此，给出一个线性算符

对所有基矢量的作用其实也就决定了这个线性算符本身。很容易验证，量子比特的 Z 和 X

算符有一些很显著的性质，比如满足 Z2 = X2 = 1,ZX+XZ = 0。
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如果一个态矢量 |un⟩ 满足如下方程

A|un⟩= λn|un⟩, (2.44)

则 |un⟩ 就称之为算符 A 的一个本征态，相应的 λn 就称之为算符 A 的本征值，而这个方程

就称作算符 A 的本征方程。算符 A 很可能有多个本征态，因此我们加上下标 n 以示区分，

|un⟩ 就叫做 A 的第 n 个本征态，λn 就叫做 A 的第 n 个本征值。这里的本征态和本征值当

然是一个数学概念，但我们前面说过的物理量的本征态和本征值的说法其实就是从这里来

的，因为在量子力学中，物理量和算符是密切相关的，至于为什么是这样，我们后文会给

予解释。

有两类算符对于量子力学尤其重要。第一类就是所谓的幺正算符，常常记作 U , 它满
足

UU† =U†U = 1, (2.45)

这里的 1 表示恒等操作，也叫做单位算符。将幺正算符作用在量子态上也叫作对量子态

进行幺正变换。比方说我们有一个幺正算符 U , 还有两个任意的量子态 |ψ⟩ 和 |ϕ⟩, 那么
|ψ ′⟩=U |ψ⟩ 就是 |ψ⟩ 幺正变换以后的结果，同样 |ϕ ′⟩=U |ϕ⟩ 是 |ϕ⟩ 幺正变换的结果。幺
正变换有一个很重要的性质，那就是变换以后的两个态的内积 ⟨ϕ ′|ψ ′⟩ 和变换之前是一样
的，即

⟨ϕ ′|ψ ′⟩= ⟨ϕ |ψ⟩. (2.46)

利用 |ψ ′⟩ =U |ψ⟩ 和 ⟨ϕ ′| = ⟨ϕ |U†(即将等式 |ϕ ′⟩ =U |ϕ⟩ 两边分别共轭转置)，以及幺正算
符的定义 (3.4)，人们很容易证明这一结果。这也就是说，希尔伯特空间的内积在幺正变换
下总是不变的。

幺正算符的定义 (3.4) 实际上告诉我们算符 U 是可逆的，U† 就是它的逆算符，即

U−1 = U†。因此如果将上面的证明反过来，假设希尔伯特空间的内积在某个可逆算符 U

的变换下保持不变，那刚才的证明过程就会反过来告诉我们 U†U = 1。由于 U 可逆，因此

我们将这个等式两边从右方乘以 U−1 就得到，U† =U−1, 但我们又可以将刚得到的等式从
左方乘以 U，从而进一步得到 UU† = 1。也就是说，U†U = 1 和 UU† = 1 同时成立。按照

幺正算符的定义，这就反过来证明了任何这样的保持希尔伯特空间内积不变的可逆变换一

定是一个幺正变换。

另一类重要的算符就是所谓的厄米算符，也就是满足 A† = A 的算符。根据 (3.2) 厄米
算符满足

⟨ϕ |A|ψ⟩∗ = ⟨ψ|A|ϕ⟩. (2.47)

厄米算符有一些很重要的特性，首先，厄米算符的本征值一定是实数，其次，厄米算符不

同本征值的本征态一定正交。为了证明这两个性质，我们记厄米算符 A 的第 i 个本征态为

|i⟩，相应的本征值记为 λi。因此，

λ j⟨i| j⟩= ⟨i|A| j⟩= ⟨ j|A†|i⟩∗ = ⟨ j|A|i⟩∗ = λ ∗i ⟨ j|i⟩∗ = λ ∗i ⟨i| j⟩, (2.48)
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这里第一个等号和第四个等号是利用本征态的定义，即 A|i⟩= λi|i⟩，第二个等号是利用方
程 (3.2)。推导过程 (2.48)告诉我们 λ j⟨i| j⟩= λ ∗i ⟨i| j⟩, 取 i = j，就可以知道 λ ∗i = λi, 因此厄
米算符的本征值必为实数，由此我们进一步得到，(λ j−λi)⟨i| j⟩= 0, 因此当 λi ̸= λ j 时，必

有 ⟨i| j⟩ = 0, 即相应的两个本征态必定正交。这其实就已经完成了我们需要的证明。但有
一个问题是，如果某两个本征态 |i⟩, | j⟩ 有相同的本征值，即如果 λi = λ j，这时候怎么办，

这时候我们就不能证明这两个态正交了。这种情况，我们就叫做这两个本征态简并，如果

只有 |i⟩, | j⟩ 两个本征态相简并，我们就叫做本征值 λi 有二重简并 (当然，如果有 N 个本

征态都简并，我们就叫做 N 重简并)。碰到这种二重简并的情况，我们注意到

A(c1|i⟩+ c2| j⟩) = c1A|i⟩+ c2A| j⟩= λic1|i⟩+λ jc2| j⟩= λi(c1|i⟩+ c2| j⟩), (2.49)

最后一个等号我们用到了简并条件 λi = λ j。这个推导过程告诉我们，如果 |i⟩, | j⟩ 简并，则
它们的任意线性组合将依然是算符 A的本征值为 λi 的本征态，也就是说，{|i⟩, | j⟩}实际上
张成了一个两维的线性子空间，这个子空间里的任何态矢量都是 A 的本征值为 λi 的本征

态，这样一个线性子空间就称之为简并子空间。而在一个两维的线性子空间 (可以将这样
的两维矢量空间想象成一个两维平面) 上我们总是可以重新选择两个相互正交的基矢量，
我们可以将这两个正交的基矢量重新定义为新的 {|i⟩, | j⟩} 态。类似的操作当然也可以推广
到多重简并的情况。因此，这也就是说，碰到本征态简并的情况，我们总是可以对这些简

并的本征态进行重新选择，使得重新选择以后的本征态正交。因此，对于厄米算符，我们

总是可以选取一组两两正交的本征态，加上归一化条件，就有

⟨i| j⟩= δi j. (2.50)

对于在量子力学中出现的厄米算符，由于它们总是可以作用在希尔伯特空间的任意态上，

因此这组正交归一的本征态的线性叠加一定能构造出希尔伯特空间里的任何态矢量，也就

是说，它们是完备的。同时满足正交归一性和完备性，这就意味着厄米算符的这一组本征

态 {|i⟩, i = 1,2,3....} 可以构成整个希尔伯特空间的一组正交矢量基。
有时候，我们所考察的厄米算符 A可能依赖于一个连续的控制参数 µ，记作 A(µ)，这

时候本征值 λi 也将是 µ 的函数，记为 λi(µ)，相应的本征态 |i⟩ 当然也将依赖于 µ，不妨
重新记为 |ui(µ)⟩。随着控制参数 µ 的连续变化，本征态矢量 |ui(µ)⟩ 将在希尔伯特空间中
连续变化。但是，按照我们在上一段中的证明，如果两个本征态 |ui(µ)⟩, |u j(µ)⟩ 有不同的
本征值，那么它们一定正交，也就是说，虽然在控制参数 µ 的调节之下，这两个本征态
都将在希尔伯特空间中连续变化，但是无论怎么变，它们将始终保持正交。什么时候它们

才可能变得不再正交呢？上一段的分析告诉我们，仅当在某个参数 µc 上，λi(µc) = λ j(µc)

时，也就是这两个态变成简并时，这种情况才可能发生。可见，从不简并到简并往往会带

来系统性质的改变，这在量子相变的分析中是有用的。

最简单的厄米算符是什么呢？当然是单位算符，或者说恒等算符，我们记作 1(读者很
容易根据上下文确定任何公式中的 1 是代表数字 1，还是代表单位算符)。单位算符有一
个非常有用的分解定理 (常常也称之为基础态的封闭性关系)，即

1 = ∑
i
|i⟩⟨i|, (2.51)
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式中 {|i⟩, i = 1,2,3....} 是希尔伯特空间的一组正交归一矢量基。这个定理可以看作是奇
异值分解定理的特例，但是，由于它在量子力学中极其有用，所以我们给出一个单独的

推导。首先，由公式 (2.34) 和公式 (2.35) 可以知道，任意一个态矢量 |ψ⟩ 都可以分解成
|ψ⟩= ∑i⟨i|ψ⟩|i⟩，很显然这个表达式可以重写成

|ψ⟩= ∑
i
|i⟩⟨i|ψ⟩=

(
∑

i
|i⟩⟨i|

)
|ψ⟩, (2.52)

上面所有的步骤都是行矢量、列矢量、以及矩阵的乘法规则，特别是用到了乘法结合律。

公式 (2.52) 最右边的 ∑i |i⟩⟨i| 显然是一个算符，公式 (2.52) 告诉我们，这个算符作用在任
意态矢量 |ψ⟩ 上都等于 |ψ⟩ 本身，按照定义，这样的算符当然就是单位算符，这样我们就
得到了重要结果 (2.51)。

下面我们就用公式 (2.51) 来推导出一些有意思的结论。首先，我们用它来推导厄米算
符的谱分解定理 (这个名称是数学家的叫法)。我们从厄米算符 A 的本征方程 A|i⟩ = λi|i⟩
出发，将这个方程左右两边从右方乘以行矢量 ⟨i| 就得到，A|i⟩⟨i|= λi|i⟩⟨i|，两边对 i 求和，

就有 A∑i |i⟩⟨i| = ∑i λi|i⟩⟨i|, 前面说了，厄米算符的本征态可以取成希尔伯特空间的一组正
交归一基矢量，因此我们可以利用单位算符的分解定理 (2.51)，进而得到

A = ∑
i

λi|i⟩⟨i|. (2.53)

这就是厄米算符的谱分解定理，本征值集合 {λi, i = 1,2,3....} 又称为厄米算符 A 的谱，很

显然，这个定理其实也是奇异值分解定理的特例。

如果希尔伯特空间的基矢量是连续的，那公式 (2.51) 中的对 i 求和当然就应该改写成

某个积分。比方说，微观粒子的位置为确定的 x 值的状态 |x⟩ 的集合就可以构成单粒子希
尔伯特空间的一组正交基，因此与公式 (2.35) 相应的，我们有

ψ(x) = ⟨x|ψ⟩. (2.54)

而与公式 (2.51) 相应的则有 ∫
dx|x⟩⟨x|= 1. (2.55)

|x⟩ 也称作位置本征态，因为 |x⟩ 态的粒子有确定的位置坐标 x。不同坐标的 |x⟩ 态由于可
以根据粒子坐标取值的不同而可以确定地区分，因此它们是相互正交的，数学上我们可以

将这个正交归一化关系写成 ⟨x|y⟩= δ (x− y)，用 δ 函数而不用克隆内克符号 δi j 的原因当

然是因为 x,y 现在是连续变量。同样，微观粒子动量确定的态 |p⟩ 的集合也构成了单粒子
希尔伯特空间的一组正交基，因此 ∫

d p|p⟩⟨p|= 1. (2.56)

由上面这三个式子我们就有

ψ(x) = ⟨x|ψ⟩= ⟨x|
∫

d p|p⟩⟨p|ψ⟩=
∫

d p⟨x|p⟩⟨p|ψ⟩, (2.57)
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其中第二个等号就是在行矢量 ⟨x|和列矢量 |ψ⟩的中间插入一个单位矩阵 (单位算符)1。类

似于 (4.61), ⟨p|ψ⟩ 就是动量空间波函数，我们记作 ψ(p) (当然从数学语言的角度来看，这
一记号是不合法的，因为动量空间波函数和坐标空间波函数当然不是同一个函数，因此不

应该用同一个函数记号 ψ, 我们这里都用 ψ 是为了强调它们是同一个量子态的不同表示，
但是当然要记住 ψ(p) 和 ψ(x) 不仅仅是自变量符号不同，它们还应该理解成两个不同的

函数)。另外，按照公式 (4.61)，⟨x|p⟩ 当然就应该是动量为 p 的粒子的波函数，德布罗意

告诉我们这个波函数是平面波 1

(2π h̄)
1
2

eipx/h̄, 因此我们有

⟨x|p⟩= 1

(2π h̄)
1
2

eipx/h̄. (2.58)

将 (3.12) 代入刚才得到的 (2.57)，就有

ψ(x) =
∫

d p
1

(2π h̄)
1
2

eipx/h̄ψ(p), (2.59)

这就是傅里叶变换。类似的，我们也容易得到傅里叶逆变换，

ψ(p) = ⟨p|ψ⟩=
∫

dx⟨p|x⟩⟨x|ψ⟩=
∫

dx⟨p|x⟩ψ(x), (2.60)

再代入 ⟨p|x⟩= ⟨x|p⟩∗ = 1

(2π h̄)
1
2

e−ipx/h̄ 就得到傅里叶逆变换的公式。所以傅里叶变换我们也

不需要记了，只需要记住单位算符的分解定理就可以了。当然，我们这里只处理了一维空

间，但你也很容易将上面的推导推广到三维空间。

关于单位算符的分解定理及其应用我们暂时就谈到这里，后面我们还会不断地用到这

个定理。

以上我们只考虑了希尔伯特空间上的线性算符，这是因为我们设想在经过这些算符所

代表的操作之后，量子态之间的线性叠加关系应该得以保持。但实际上，在量子力学中也

出现了所谓的反线性算符，那就是时间反演算符，以及尤其是量子场论中会出现的 CPT 算

符，但它们都是所谓的反线性反幺正算符，是作为量子系统的某种对称变换而出现的 (分
别对应时间反演不变性以及 CPT 不变性)，并不是作用在量子态上的一个通常操作，也就
是说，不能设想通过某个“设备”来实现这样的算符，因此它们暂时和我们关系不大，我

们将忽视它们。

2.2.3 为什么物理量用厄米算符表示

任何物理量或者说可观测量，它的取值当然是一个实数，但是我们也说过，在量子力

学中，不能谈论处系统处在叠加态上时相应物理量的值，因为这时候这个物理量的值是没

有定义的，而当某个物理量有确定取值时，系统必定处于这个物理量的某个本征态。这就

说明，在量子力学中，物理量本身不可能像在经典物理中那样用一个实数值的量来表示，

因为否则这个物理量的值就总是有定义的，它就总是有确定取值。实际上，人们发现，在

量子力学中，物理量本身应该用厄米算符来表示。那这是为什么呢？

原因在于，首先，根据量子力学的基本原理，某个物理量有不同确定取值的量子态之

间，由于可以根据这个物理量取值的不同来确定地区分，因此这些态必定是两两正交的。
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而厄米算符刚好有类似的性质，根据我们在前面的数学证明，厄米算符不同本征值的本征

态必定是相互正交的。而且，厄米算符的本征值当然只在本征态上有定义，如果系统处在

某个厄米算符本征态的叠加态上，那当然就谈不上本征值，而厄米算符本身是一个算符而

不是一个实数，因此也就是说，这时候厄米算符的值是没有定义。这些都刚好吻合物理量

所必须遵循的基本原理。这就使得我们想到，可以把物理量的本征态当作某个厄米算符的

本征态，把物理量的值当成某个厄米算符的本征值，也就是说，把物理量用厄米算符来表

示！而且，我们前面也证明过，厄米算符的本征值刚好是实数，因此完全可以当成物理量

的值，如果厄米算符的本征值可以是复数的话，那将物理量表示成厄米算符就不可能成立

了，因为任何物理量的值当然都不可能是复数，毕竟复数纯粹是数学构想，是没有测量意

义的。

不光如此，我们还可以进一步计算一下系统在任意 |ψ⟩ 态时某物理量 A 的期望值 A。

假设这个物理量的可能取值为 {λi, i = 1,2,3...}(前面我们已经定义过，这些值叫做物理量
的本征值), 假定测量 |ψ⟩ 态的系统得到 λi 值的概率为 pi, 则很显然，A 的期望值等于

A = ∑i λi pi。而根据前面的公式 (2.36), pi = |⟨i|ψ⟩|2，因此我们有

A = ∑
i

λi|⟨i|ψ⟩|2 = ∑
i
⟨ψ|i⟩λi⟨i|ψ⟩, (2.61)

式中最后一个等号我们利用了 ⟨ψ|i⟩= ⟨i|ψ⟩∗。观察一下这个结果最右边的等式，我们就会
发现最后出现了一个 ∑i |i⟩λi⟨i|, 而根据前面我们证明的厄米算符的谱分解定理，这刚好是
一个厄米算符，这个厄米算符的本征值正是 {λi, i = 1,2,3...}，本征态正是 {|i⟩, i = 1,2,3...}，
因此它正是我们上一段猜想的与物理量 A 对应的厄米算符，我们不妨还是用同样的符号 A

来表示它。这样一来，刚才的推导结果就告诉我们，物理量 A 在 |ψ⟩ 态上的期望值 A 可

以表示成

A = ⟨ψ|A|ψ⟩, (2.62)

等式右边的 A 正是我们猜想的与物理量 A 对应的厄米算符。由于 |ψ⟩ 是任意的，而且结
论 (2.62) 对于任何物理量都成立，它告诉我们，对于任何物理量，其在任意量子态上的期
望值都可以通过一个相应的厄米算符计算出来。这就已经足以证明我们上一段建立起来的

物理量与厄米算符之间的联系成立了！

有了物理量与厄米算符之间的这个联系以后，剩下的问题就是找到这些厄米算符了。

在实际应用中，我们往往是根据各种物理直观和物理推理过程写出某个物理量相应的厄米

算符，然后再根据这个厄米算符的本征方程，求出物理量的本征态和本征值 (现在物理量
的本征态与本征值与相应厄米算符的本征态和本征值已经是一回事了)，然后将这些本征
值与测量所得的物理量的值进行比较，如果两者吻合得很好，那我们就知道我们根据物理

直观所写出来的这个厄米算符已经正确地表示出这个物理量了，如果吻合得不好，我们就

在厄米算符中加上一些项或者减去一些项以使得最后的结果更加吻合，当然如果一开始差

得太远的话我们甚至需要完全重写这个厄米算符。当然，我们往往还需要解释我们加上的

这些项代表什么物理含义，我们减去某些项的物理理由又是什么。但是，不管怎么样，从

本质上来说，写出一个物理量所对应的厄米算符本质上是一个不断猜测然后再实验验证的
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过程。此外还有一种情况也很常见，尤其在理论物理学中是最常见的做法，那就是有时候

我们可以根据一些基本的物理原理导出一个物理量的厄米算符表示。

关于这一如何寻找一个物理量所对应的厄米算符的基本逻辑，最清楚的演示莫过于我

们如何找到一个系统的哈密顿算符 (即与能量相对应的厄米算符)。但这里我们不妨以角动
量算符的历史演化为例来加以说明。对于角动量算符，人们先是根据经典力学的基本原理

导出 J⃗ = x⃗× p⃗，再根据量子力学的量子化规则得出与 x⃗ 和 p⃗ 对应的位置算符和动量算符，

进而也就得到了角动量算符。但是后来我们发现这不能解释斯特恩-盖拉赫实验，因此我们
又引入了电子自旋的概念，因此电子的自旋量子态以及相应的自旋算符最初就是猜测的，

是为了解释实验。同时，由于自旋-轨道耦合，我们发现在原子物理中，轨道角动量和自旋
角动量分别都不守恒，仅当我们把自旋角动量算符加进角动量算符的表达式以后，原子的

总角动量才总是符合角动量守恒的，这里既有物理原理的引导也有根据实验数据而来的猜

测。只到最后，狄拉克才从相对论量子力学的基本原理出发推导出了电子的自旋算符，同

时也发现自旋角动量算符自动和轨道角动量算符加在一起构成了总角动量算符。但即使是

狄拉克从相对论和量子力学的基本原理出发得到的方程，也还是需要实验检验的。

2.2.4 不确定原理与算符

前面我们已经说过，在量子力学中，并非所有物理量都可以同时有确定值，比方说，

电子自旋角动量的两个不同分量就不能同时有确定值，再比方说位置坐标和相应的动量也

不能同时取确定值。以电子自旋的 x 分量 Sx 和 z 分量 Sz 为例，这两者不能同时确定的原

因在于，Sx 的本征态其实是 Sz 的相干叠加态，因此 Sx 有确定值的时候，Sz 的值没有定

义，当然也就不确定，反过来也一样，Sz 的本征态其实是 Sx 的叠加态，因此 Sz 有确定值

的时候，Sx 的值也没有定义，总之，Sx 和 Sz 这两者不能同时有确定值。类似的，利用德

布罗意告诉我们的平面波波函数，微观粒子的动量本征态 |p⟩ 可以写成

|p⟩=
∫

dx|x⟩⟨x|p⟩=
∫

dx
1

(2π h̄)
1
2

eipx/h̄|x⟩, (2.63)

可见它是位置本征态 |x⟩ 的相干叠加态，因此粒子动量有确定值的时候其位置坐标的值不
确定。反过来，位置本征态 |x⟩ 也可以写成动量本征态 |p⟩ 的叠加态，

|x⟩=
∫

d p|p⟩⟨p|x⟩=
∫

d p
1

(2π h̄)
1
2

e−ipx/h̄|p⟩, (2.64)

因此，当微观粒子位置坐标有确定值的时候，其动量也是不确定的。总之，微观粒子的位

置坐标和其动量不能同时确定。

由此可见，如果两个物理量的值总是可以同时测定 (请注意总是这个词)，那就意味着，
不管系统处在任何量子态，每次测量时所塌缩到的量子态必然同时是这两个物理量的本征

态，由于我们假设对任何量子态进行测量总能同时得到这两个物理量的某个值，因此这也

意味着这些共同的本征态必然可以张成希尔伯特空间的一组矢量基 (即任何量子态都可以
写成这组共同本征态的线性叠加)，因此，如果两个物理量的值总是可以同时测定，那就意
味着它们必然有一组共同的本征态矢量基。但是，我们已经看到，物理量是用厄米算符来
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表示的，那么从厄米算符的角度来看，两个物理量的值总是可以同时测定的充要条件是什

么呢？答案很简单，是这两个算符的乘积要可以交换顺序，简称这两个算符可对易。

我们首先证明必要性。即假设两个物理量 A,B 的值总是可以同时测定，也就是说它们

有共同的本征态矢量基 (不妨记作 {|i⟩, i = 1,2,3...}，并记 A 的相应本征值为 αi，B 的相应

本征值为 βi)，证明相应的厄米算符 A 和 B 必定可对易，即 AB = BA 或者说 AB−BA = 0。

证明很容易，首先由于 {|i⟩, i = 1,2,3...} 是希尔伯特空间的矢量基，因此任何量子态 |ψ⟩
都必定可以写成 |ψ⟩= ∑i ci|i⟩ 的形式，如此一来就有

(AB−BA)|ψ⟩= ∑
i

ci(AB−BA)|i⟩

=∑
i

ci(βiA|i⟩−αiB|i⟩) = ∑
i

ci(βiαi−αiβi)|i⟩= 0. (2.65)

即 (AB−BA) 在任意态上的作用都等于零，因此即有 AB−BA = 0。这就完成了必要性的

证明。

下面证明充分性 (充分性的证明略微有一点复杂，并且纯粹是一个数学定理，读者第
一遍读的时候可以先略过)。即要证明如果两个物理量的厄米算符满足 AB = BA，则它们必

有一组共同的本征态矢量基。首先，我们前文已经说过，对于量子力学中考察的厄米算符

而言，其本征态必定可以取作希尔伯特空间的正交矢量基。所以真正需要证明的是，我们

总是可以把这些本征态取成这两个算符共同的本征态。为此我们假设 {|i⟩, i = 1,2,3...} 为
算符 A 的一组本征态，本征值分别为 αi(注意，αi 可以有简并)，则由于

A(B|i⟩) = AB|i⟩= BA|i⟩= αiB|i⟩, (2.66)

因此我们可以知道 B|i⟩ 必然也是算符 A 的本征值为 αi 的本征态。如果算符 A 的 αi 这个

本征值对应的本征态没有简并，那就必然有 B|i⟩ 依然正比于 |i⟩ 这个态，假如把比例系数
记为 βi，从而也就有 B|i⟩ = βi|i⟩, 这也就是说 |i⟩ 同时也是算符 B 的本征态。因此在这种

情况下 |i⟩ 就已经是 A,B 共同的本征态了。

但是，如果算符 A 的本征值为 αi 的本征态有简并，那这时候由 (2.66) 式我们就不能
得出 B|i⟩ 正比于 |i⟩ 的结论了。比方说假设有二重简并 (多重简并的证明是类似的)，也即
是说有某个 α j = αi，从而相应的 | j⟩ 态和 |i⟩ 态有相同的本征值 αi。这就和我们前面证明

总是可以将厄米算符的本征态取成正交的时候碰到的简并情况是一样的。|i⟩ 和 | j⟩ 简并的
一个显然结果是，它们的任意线性叠加 c1|i⟩+ c2| j⟩ 都将是 A 的本征态，本征值都是 αi，

因此这就张成了一个两维的简并子空间，我们可以把这个简并子空间记为 Hαi。那这时候

我们由 (2.66) 式就只能得出 B|i⟩ 一定是这个两维的简并子空间里的某个态矢量。不仅如
此，由于

A[B(c1|i⟩+ c2| j⟩)] = B(c1A|i⟩+ c2A| j⟩)

=B(c1αi|i⟩+ c2α j| j⟩) = αi[B(c1|i⟩+ c2| j⟩)], (2.67)

这里最后一个等号我们利用了简并条件 α j =αi。这个推导过程 (2.67)就告诉我们，[B(c1|i⟩+
c2| j⟩)] 依然是 A 的某个本征值为 αi 的本征态，这也就是说，B 作用在简并子空间 Hαi 里
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的任意态上，结果都依然还是简并子空间里的态。因此我们就总可以在这个两维的简并子

空间 Hαi 里求解算符 B 的本征方程，从而得到 B 的两个本征态 |i′⟩ 和 | j′⟩。前文引入厄米
算符本征态时的相关证明告诉我们，无论这两个态对应的 B 本征值相同还是不同，我们总

是可以让它们正交，从而成为二维简并子空间 Hαi 新的正交基 (因此原来的 |i⟩ 和 | j⟩ 也
都可以反过来写成这两个新的基矢量的线性叠加)。由于 |i′⟩ 和 | j′⟩ 都属于 A 的简并子空

间 Hαi，所以它们当然同时也是 A 的本征态，这样它们就是 A 和 B 共同的本征态。也就

是说，碰到这种二重简并的情况，我们只需要把原来的 |i⟩, | j⟩ 态替换成新的 |i′⟩ 和 | j′⟩ 态
就找到了这时候两个算符的共同本征态。多重简并情形的推理和结论都是类似的。因此这

就证明了，A 和 B 的共同本征态总是可以找到的。这样就完成了我们对充分性的证明。

刚才的充分性证明告诉我们，如果两个算符可对易，那么它们相应的物理量的值必可

同时测定。这个命题的逆否命题就是，不可同时测定的两个物理量，它们相应的算符必定

不对易。由于电子自旋的 Sx 分量和 Sz 分量不可同时测定，因此我们必有，算符 Sx 和 Sz

必定不对易，即

[Sx,Sz] ̸= 0. (2.68)

同样的，我们也必定有

[X ,P] ̸= 0. (2.69)

这里 X 表示微观粒子的位置算符，P 表示微观粒子的动量算符，[A,B] 称作两个算符的对

易子，它的定义是 [A,B] = AB−BA。那么这两个例子中的这些不等于零的对易子到底应该

是多少呢？我们后面将继续讨论。

另外，必要性命题的逆否命题是，如果两个算符不对易，那么它们相应物理量的值就

不能总是可以同时测定。这里就出现了另一种可能性，即算符 A,B 虽然对易子不等于零，

但是可能偶尔可以同时测定。这时候就说明，这两个算符必定存在某些共同的本征态，但

这些本征态不足以构成希尔伯特空间的矢量基。一个例子就是角动量算符，角动量算符的

任何两个分量都不可对易，但是对于特殊的角动量为 0 的量子态 |J⃗2 = 0⟩ 而言，它就是
Jx,Jy,Jz 的一个共同本征态，本征值都是 0。因此如果系统处在 |J⃗2 = 0⟩ 态上，那我们就可
以同时测得 Jx,Jy,Jz 的值都为 0。当然，这时候，由于 |J⃗2 = 0⟩ 是 Jx,Jy,Jz 的一个共同本征

态，所以虽然 [Jx,Jy] ̸= 0，但是 [Jx,Jy]|J⃗2 = 0⟩= 0。反过来，如果某两个算符 A,B, 它们的
对易子在任何态 |ψ⟩ 上的期望值都不为 0，即 ⟨ψ|[A,B]|ψ⟩ ̸= 0 对所有的 |ψ⟩ 都成立，那
A,B 就不可能有任何共同的本征态，因此这时候 A,B 的值必定不可同时测定。一个典型的

例子就是位置算符和动量算符，即 X ,P，这两个算符的对易子就是，[X ,P] = ih̄，即对易子

是个常数，因此当然在任何态上的期望值都不为 0，因此我们就必然有，在任何情况下 X

和 P 都不可能同时测定。当然，这个结论我们在本小节最开始的时候就已经知道了。

2.2.5 幺正演化与薛定谔方程

现在让我们来考虑量子态随时间的演化，态叠加原理作为量子力学最为基本的原理，

它当然应该在量子态的演化之下得以保持，因此如果我们将系统从 t1 时刻到 t2 时刻的时
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间演化看是由 t1 时刻的量子态 |ψ(t1)⟩ 到 t2 时刻的量子态 |ψ(t2)⟩ 的一个映射的话，这
个映射应该是一个线性映射，也就是说，要用线性算符来刻画，不妨将这个线性算符记为

U(t2, t1)，称之为时间演化算符，则

|ψ(t2)⟩=U(t2, t1)|ψ(t1)⟩. (2.70)

但是，我们也可以让时间反演，让系统反过来从 t2 时刻演化到 t1 时刻，从而有

|ψ(t1)⟩=U(t1, t2)|ψ(t2)⟩. (2.71)

由这两个式子我们就有 |ψ(t2)⟩=U(t2, t1)U(t1, t2)|ψ(t2)⟩，以及 |ψ(t1)⟩=U(t1, t2)U(t2, t1)|ψ(t1)⟩
。而由于 |ψ(t)⟩ 是希尔伯特空间的任意量子态，因此这就意味着

U(t1, t2)U(t2, t1) =U(t2, t1)U(t1, t2) = 1. (2.72)

也就是说，时间演化算符 U(t2, t1) 必然是可逆的，U−1(t2, t1) =U(t1, t2)。

另外在物理上，任意态 |ψ⟩ 与其自身的内积代表总概率，概率守恒要求它恒等于 1。
这就要求时间演化算符必须保持

⟨ψ(t2)|ψ(t2)⟩= ⟨ψ(t1)|U†(t2, t1)U(t2, t1)|ψ(t1)⟩= ⟨ψ(t1)|ψ(t1)⟩, (2.73)

由于 |ψ(t)⟩ 是任意的量子态，因此这一式子的后一个等号仅在下式得以满足时才能成立，

U†(t2, t1)U(t2, t1) = 1. (2.74)

正如我们前面在线性算符这一节中已经证明过了的，这时候 U(t2, t1) 的可逆性会进一步告

诉我们，U(t2, t1) 必然是一个幺正算符。这也就是说，量子态随着时间的演化必然是一种

幺正演化，当然它也必然保持希尔伯特空间任意两个态的内积，这就是所谓的量子力学的

幺正性。特别的，它告诉我们任意两个相互正交的量子态在时间演化之下将会始终保持正

交，由于正交性是两个量子态可以确定地区分的充要条件，因此幺正性也告诉我们，任意

两个可以确定地区分的量子态在时间演化之下将会始终都可以确定地区分。

很明显，如果时间演化算符中的 t2 = t1 = t，也就是说 t 的量子态演化到 t 时刻，那当

然还是它本身，因此必然有 U(t, t) = 1。进一步，如果我们取 t1 和 t2 为两个相隔无穷小的

时间，即 t1 = t, t2 = t +dt，那么我们就可以将时间演化算符作无穷小展开

U(t +dt, t) = 1− i
h̄

Hdt. (2.75)

式中我们已经忽略了高阶无穷小量，式中的 H 当然也是一个算符，而引入系数 i
h̄ 的目的

我们后面可以看到 (纯粹从数学的角度来说这么做是任意的)。将这个无穷小展开式代入幺
正性的方程 (2.74)，我们就可以得到

1 = (1+
i
h̄

H†dt)(1− i
h̄

Hdt) = 1+
i
h̄
(H†−H)dt + ... (2.76)

同样的，高阶无穷小量被忽略了，比较这个式子的最左边和最右边，我们发现一阶无穷小

部分必须等于零，从而

H† = H. (2.77)
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也就是说，幺正性告诉我们，之前引入的算符 H 必定是一个厄米算符。

另一方面，由时间演化算符的定义，我们有

|ψ(t +dt)⟩=U(t +dt, t)|ψ(t)⟩

=

(
1− i

h̄
Hdt

)
|ψ(t)⟩= |ψ(t)⟩− i

h̄
Hdt|ψ(t)⟩. (2.78)

由于 ∂t |ψ(t)⟩= (|ψ(t +dt)⟩− |ψ(t)⟩)/dt，因此由上面的结果就可以得到

ih̄∂t |ψ(t)⟩= H|ψ(t)⟩. (2.79)

这就是薛定谔方程最一般的形式，而我们之前引入的厄米算符 H 就是哈密顿算符。在最

一般的情况下，哈密顿算符 H 可以是显含时间 t 的，但如果 H 不显含 t, 那我们就很容易
验证 |ψ(t)⟩ = exp(−iH(t− t0)/h̄)|ψ(t0)⟩ 是薛定谔方程 (10.2) 在形式上的通解，将这个通
解与时间演化算符的定义进行比较，就可以知道这时候

U(t, t0) = exp
(
−i

H
h̄
(t− t0)

)
. (2.80)

从时间演化算符的定义还能够导出它的一些一般性质，比方说U(t3, t1)=U(t3, t2)U(t2, t1)，

在数学上，这一乘法性质再加上幺正性就完全刻画了时间演化算符的数学结构。

当然我们还需要确定哈密顿算符代表的是什么物理量。为此，我们注意到德布罗意关

系告诉我们，一个具有确定能量 E 的粒子其波函数对时间的依赖关系为 exp(−iEt/h̄), 将
这个结果与哈密顿算符不显含时间情形下的表达式 |ψ(t)⟩= exp(−iHt/h̄)|ψ(0)⟩ 进行比较，
我们就可以知道，哈密顿算符是与能量相对应的，是能量这个物理量的算符表示。

到此为止，我们就已经从量子力学的幺正性出发，证明了哈密顿算符的存在性，并确

定了它的物理含义是能量算符。下一个问题就是，给定一个量子力学系统，我们怎么具体

地写出它的哈密顿算符呢？哈密顿算符对应能量是一个一般性的指引，也就是说，我们要

把对系统能量有贡献的每一项都包括在哈密顿算符里面。但有时候，我们也许不能预先确

定哪些项对系统能量有贡献，这时候就要用到我们在讨论如何构造物理量的厄米算符的时

候谈到的一般性原则了，也就是说，我们可以先猜测哪些项对能量有贡献，然后写出相应

的哈密顿算符，再求出这个哈密顿算符的本征值 (当然这就是系统能量的取值)，再将算出
来的这些值和能量的实际测量值进行比较，或者我们也可以根据写出来的这个哈密顿算符

求出系统的时间演化，进而算出在这种时间演化之下某些物理量的期望值随时间的变化，

然后再将之与实验进行比较。如此不断调整我们的猜测，直到理论和实验相吻合。

2.2.6 算符的矩阵表示

到此为止我们所有的推导都是使用狄拉克符号和相应的线性算符来进行的。这样做的

好处很明显，因为它们不光是所有的物理学家使用的通用语言，更重要的是它们最容易说

清楚量子力学的一般性理论结构。因此，到此为止我们几乎所有的讨论都是普遍适用的，

它适用于单个微观粒子，也适用于多粒子体系，同样也适用于量子场，甚至适用于整个宇

宙。但这样的表述有时候也有它不方便的地方，那就是过于抽象了，我们是在比较抽象的
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意义上讨论量子态和算符的，我们使用的狄拉克符号也是一种抽象的记号，从某种意义上

来说，我们前面所有涉及到狄拉克符号和算符的推导实际上都是在做某种抽象代数的运

算。当然，前面谈到态矢量 |ψ⟩ 的时候，我们常常让大家将它想象成列矢量，说到 ⟨ψ| 的
时候我们会让大家想象列矢量 |ψ⟩ 的厄米共轭，也就是一个行矢量，而谈到算符的时候，
我们也总是让大家将它想象成矩阵。但严格来说，这些都是不必要的，我们这么说的时候

其实是为了帮助大家理解这些抽象的东西的运算规则。

然而，在某种意义上，态矢量 |ψ⟩ 和列矢量的确本质是一回事，算符和矩阵也的确是
一回事。更准确一点来说，列矢量是态矢量 |ψ⟩ 在希尔伯特空间的某个矢量基下的表示，
同样，矩阵也是算符的具体表示。下面我们将进一步建立这两者间的密切联系。

首先，我们可以写出任意一个算符 A 的定义方程，即 A|ψ⟩= |ϕ⟩。然后我们在希尔伯
特空间中任选一组正交归一的矢量基 {|i⟩, i = 1,2,3...}。我们把算符的定义方程和某个基
矢量 | j⟩ 做内积，从而就得到 ⟨ j|A|ψ⟩= ⟨ j|ϕ⟩。最后，我们在这个表达式的 A 和 |ψ⟩ 之间
插入一个单位算符 1，并使用单位算符 1 的分解定理，从而就可以得到

∑
i
⟨ j|A|i⟩⟨i|ψ⟩= ⟨ j|ϕ⟩. (2.81)

前面我们说过 ⟨i|ψ⟩ 就是态矢量 |ψ⟩ 在矢量基 {|i⟩, i = 1,2,3...} 中的第 i 个分量，同样

⟨i|ϕ⟩ 是态矢量 |ϕ⟩ 的第 i 个分量，这些分量都是数，因此我们当然可以将它们分别排成

一个列矢量 ψ 和 ϕ (现在这两个符号表示的是通常的列矢量，希望不会引起大家的混淆)
ψ = (⟨1|ψ⟩,⟨2|ψ⟩,⟨3|ψ⟩, ...)T , ϕ = (⟨1|ϕ⟩,⟨2|ϕ⟩,⟨3|ϕ⟩, ...)T (由于我们这里写的是行矢量，所
以加一个转置符号 T 表示将之变成列矢量)。同时，我们引入一个矩阵 Â, 它的第 j 行第 i

列 Â ji 定义成 Â ji = ⟨ j|A|i⟩。现在，我们就可以看出来，方程 (2.81) 实际上是一个标准的
线性方程，Âψ = ϕ。类似的，你也很容易得到 ⟨ϕ |ψ⟩= ∑i⟨ϕ |i⟩⟨i|ψ⟩= ϕ †ψ。类似的，如果
你有两个算符 A 和 B, 它们的矩阵表示分别为 Â 和 B̂, 那么由于 ⟨k|AB|i⟩= ∑ j⟨k|A| j⟩⟨ j|B|i⟩
(请注意，等式右边的表达式实际上就是矩阵 Â 和 B̂ 的乘积)，因此你可以看到，两个算符
的乘积 AB 将表示成两个矩阵的乘积 ÂB̂，数学家常常称这样的过程为算符代数的矩阵表

示。

特别的，对于厄米算符 A，由于它满足 (2.47), 所以它在任意矢量基 {|i⟩, i = 1,2,3...}
中的矩阵表示必然满足

⟨i|A| j⟩∗ = ⟨ j|A|i⟩. (2.82)

也即是说，矩阵 Â 的共轭转置必然等于它本身 Â† = Â，这样的矩阵称为厄米矩阵。所以，

厄米算符的表示矩阵必定为厄米矩阵。

前面的分析告诉我们，只要选定了一组矢量基，那么任何量子态都可以在这个基中表

示成一个列矢量，而任何算符都可以在这个基中表示成一个矩阵。反过来，给出某组矢

量基中某个量子态的列矢量，和某个算符的矩阵，我们也可以唯一性地得到原来的抽象

的态矢量和抽象的算符。这是因为，只要给出了这些列矢量和矩阵，我们其实就有诸如

(2.81) 式这样的方程，而利用单位算符 1 的分解定理，我们就能从这个方程反过来得到，
⟨ j|A|ψ⟩ = ⟨ j|ϕ⟩, 其中的 |ψ⟩ 反过来由列矢量 ψ 给出，即 |ψ⟩ = ∑i |i⟩⟨i|ψ⟩, 进一步我们又
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有 | j⟩⟨ j|A|ψ⟩ = | j⟩⟨ j|ϕ⟩，将这个式子两边分别对 j 进行求和，并再一次利用单位算符 1
的分解定理，我们就回到了原来的算符方程 A|ψ⟩= |ϕ⟩, 而其中算符 A 现在反过来由矩阵

Â 给出，即 A = ∑i, j | j⟩Â ji⟨i|。由此可见，只要选定了一组矢量基，那么态矢量及其列矢量
表示，算符及其矩阵表示，实际上是完全等价的。列矢量和矩阵表示的好处是方便于具体

的计算，坏处是必须先选取一组矢量基。而抽象的狄拉克符号和抽象的算符不依赖于矢量

基的选取，因此往往在推导理论公式的时候更加简洁方便。人们通常称算符 A 在矢量基

{|i⟩, i = 1,2,3...} 中的表示矩阵 Â 为算符 A 在 {|i⟩, i = 1,2,3...} 表象中的矩阵表示。
值得强调的是，矢量基的选取是任意的，因此如果你换一组不同的矢量基，那你将得

到同一个态矢量的不同列矢量表示，同样，你也将得到同一个算符的不同矩阵表示。利用

单位算符 1 在不同矢量基之下的不同分解，你很容易推导出这些不同表示之间的联系，人
们有时候称这种联系为表象变换。既然矢量基的选取可以是任意的，一个重要的问题将是，

选取哪个矢量基是最好的呢？回答是，这要看具体情况，在不同的情形中，选取不同的矢

量基有不同的方便之处。当然，有一些矢量基是人们常用的，下面我们就举一个具体的例

子。

电子自旋算符的矩阵表示

斯特恩-格拉赫实验发现电子有一个内部的自由度，即自旋。实验发现电子自旋状态要
用量子力学来描述，在任何一个方向上，电子的自旋角动量只可能有两个不同的取值，即

±h̄/2。作为物理量，电子的自旋角动量当然也要用厄米算符来表示，因此我们用 Sx,Sy,Sz

分别表示 x,y,z 三个分量的自旋角动量算符。由于自旋的任何分量只有两个取值 ±h̄/2，这

就告诉我们算符 Sx,Sy,Sz 分别都只有这两个本征值。这也就是说算符 S2
x ,S

2
y ,S

2
z 都只有一个

取值即 h̄2/4, 这样的算符当然只能是常数算符，也就是说，

S2
x = S2

y = S2
z = h̄2/4. (2.83)

另外，作为一种角动量，自旋算符也要满足角动量算符的一般代数关系，这里我们直接给

出这些代数关系，

[Sx,Sy] = ih̄Sz, [Sy,Sz] = ih̄Sx, [Sz,Sx] = ih̄Sy. (2.84)

为了数学上的方便，习惯上人们通常引入所谓的泡利算符 σx,σy,σz，它们的定义是

Sx = (h̄/2)σx,Sy = (h̄/2)σy,Sz = (h̄/2)σz。因此，要将电子自旋算符表示成矩阵，我们只需

要等价地将泡利算符表示成矩阵就可以了。泡利算符当然也是厄米算符，而且它们的定义

告诉我们，其本征值总是 ±1，从而方程 (2.83) 就可以重写成

σ2
x = σ2

y = σ2
z = 1. (2.85)

而方程 (2.84)就将变成 [σx,σy] = 2iσz, [σy,σz] = 2iσx, [σz,σx] = 2iσy。因此就有 σxσy+σyσx =

(σx[σz,σx]+ [σz,σx]σx)/(2i) = (σxσzσx−σ2
x σz+σzσ2

x −σxσzσx)/(2i) = 0，式中第一个等号我

们利用了 [σz,σx] = 2iσy，第二个等号是直接从算符对易子的定义得来的，第三个等号利用

了 σ2
x = 1，因此我们得到了 σxσy +σyσx = 0。类似的推导告诉我们

σxσy +σyσx = 0,σyσz +σzσy = 0,σzσx +σxσz = 0. (2.86)
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也就是说，这三个泡利算符是两两反交换的，或者说反对易的，所谓两个算符反对易即是

指 AB =−BA。不光如此，而且由 [σx,σy] = 2iσz 我们还有 σxσy−σyσx = 2iσz, 由于 σx 和

σy 反对易，这其实就是

σxσy = iσz. (2.87)

我们注意到，泡利算符同时满足方程 (3.91) 和 (2.86), 由这两个方程其实就能推导出必有
σxσy =±iσz, 方程 (2.87) 只是在这两种可能性中选定了一种。同时满足类似这样的方程的
抽象代数就叫 Clifford 代数，数学家已经系统地研究过这类代数的矩阵表示了，下面我们
将演示给大家这样的表示可以如何进行。

下面的推导在数学上是完全严格的。它完全是从泡利算符的抽象代数出发，也即是从

方程 (3.91)，(2.86) 以及方程 (2.87) 出发，然后构造出一切。尤其是，我们没有隐含地假
设任何算符的本征态的存在性，我们是直接构造出了这些本征态。

下面开始我们的推导。首先我们注意到 σz 可以由 σx 和 σy 的乘积给出，所以我们的

注意力将主要放在 σx 和 σy 上。我们定义两个新的算符 σ 和 σ†,

σ = (σx− iσy)/2, σ† = (σx + iσy)/2. (2.88)

则利用方程 (3.91) 和 (2.86)，我们很容易得到

σ2 = σ†2
= 0. (2.89)

而且，由于 σ†σ = (σx + iσy)(σx− iσy)/4 = (σ2
x +σ2

y + iσyσx− iσxσy)/4 = (1+σz)/2, 这里
最后一个等号我们利用了 σx 和 σy 的反对易以及 σxσy = iσz, 类似的，我们也可以算得
σσ † = (1−σz)/2，归纳一下即有

σ†σ = (1+σz)/2, σσ † = (1−σz)/2. (2.90)

由后一个式子我们可以得到 0 = σσ †2
= (σ†−σzσ†)/2(因为 σ†2

= 0), 即

σzσ† = σ†. (2.91)

由于 σ2 = 0，所以我们必定可以在电子的所有自旋量子态中找到某个量子态，我们记

作 | ↓⟩, 它满足

σ | ↓⟩= 0. (2.92)

这是因为，任取一个自旋量子态 |ψ⟩，如果它满足 σ |ψ⟩= 0, 那这个 |ψ⟩ 就是我们要找的
态，如果 σ |ψ⟩ ̸= 0，那我们就可以令 σ |ψ⟩= |ϕ⟩, 这时候将有 σ |ϕ⟩= σ2|ψ⟩= 0(后一个等
号是由于 σ2 = 0), 因此 |ϕ⟩ 就将是我们要找的态。总之，满足方程 (2.92) 的量子态 | ↓⟩ 总
能找到。对于这个态我们必有 0 = ⟨↓ |σ†σ | ↓⟩= ⟨↓ |(1+σz)| ↓⟩/2, 即有 ⟨↓ |(1+σz)| ↓⟩= 0,
由于 σz 的本征值为 ±1, 因此这个结果就告诉我们 | ↓⟩ 必定是 σz 的本征值为 −1 的本征

态，即

σz| ↓⟩=−| ↓⟩. (2.93)
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这就是为什么我们记这个态为自旋向下态的原因，因为 σz 在这个态上的本征值为 −1 这

就意味着它是 Sz 的本征值为 −h̄/2 的本征态，我们称这样的量子态为自旋向下态。

下面我们引入一个新的自旋量子态，我们记作 | ↑⟩, 它的定义是

| ↑⟩= σ†| ↓⟩. (2.94)

利用方程 (2.91), 我们容易得到 σz| ↑⟩= σzσ†| ↓⟩= σ†| ↓⟩= | ↑⟩, 也就是说，| ↑⟩ 必为 σz 的

本征值为 +1 的本征态，即

σz| ↑⟩= | ↑⟩. (2.95)

这就是我们为什么将这个态记作自旋向上态的基本原因，因为它作为 σz 的本征值为 +1

的本征态就必然也是 Sz 的本征值为 +h̄/2 的本征态。

将方程 (2.94) 共轭转置，就有 ⟨↑ |= ⟨↓ |σ , 因此，⟨↑ | ↓⟩= ⟨↓ |σ | ↓⟩= 0(后一个等号是
由于方程 (2.92))，也即

⟨↑ | ↓⟩= 0. (2.96)

因此自旋向上态和自旋向下态必定是两个正交的量子态，这正符合这两个态可以确定地区

分的物理要求。而且我们也可以算得 ⟨↑ | ↑⟩= ⟨↓ |σσ †| ↓⟩= ⟨↓ |(1−σz)/2| ↓⟩= ⟨↓ | ↓⟩, 因此
如果我们将最开始时选的 | ↓⟩ 态归一化，那由方程 (2.94) 定义的 | ↑⟩ 也将自动是归一化
的, 即

⟨↓ | ↓⟩= ⟨↑ | ↑⟩= 1. (2.97)

由于同时满足正交归一性，因此我们构造出来的 {| ↓⟩, | ↑⟩} 可以作为电子自旋量子态的两
个基矢量。从物理上来说，这两个基矢量当然应该是完备的。但是，我们能够从泡利算符

的代数出发从数学上证明这一点吗？回答很简单，可以。比方说我们观察刚才的两个基矢

量 | ↓⟩, | ↑⟩ = σ†| ↓⟩, 我们发现 | ↑⟩ 是用 σ† 作用在 | ↓⟩ 上得到的，那我们能用 σ† 再重复

作用一次从而得到第三个态吗？答案是不能，因为 σ†2
= 0, 因此 σ† 的重复作用只能得到

0，即

σ†| ↑⟩= 0. (2.98)

那如果用 σ 作用在 | ↑⟩ 上能得到新的态吗？答案是，也不能，因为 σ | ↑⟩ = σσ †| ↓⟩ =
(1−σz)/2| ↓⟩= | ↓⟩, 也即

σ | ↑⟩= | ↓⟩. (2.99)

因此我们就证明了电子自旋的基矢量 {| ↓⟩, | ↑⟩} 不能再进一步扩大，从而它们就是完备的。
因此它们就可以作为电子自旋态空间的矢量基。
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以 {| ↑⟩, | ↓⟩} 为矢量基 (现在要注意这两个基矢量的排列顺序)，我们就能够分别计算
出泡利算符 σz,σ ,σ† 在这个基中的表示矩阵 σ̂z, σ̂ , σ̂†.

σ̂z =

(
⟨↑ |σz| ↑⟩ ⟨↑ |σz| ↓⟩
⟨↓ |σz| ↑⟩ ⟨↓ |σz| ↓⟩

)
=

(
1 0

0 −1

)
, (2.100)

σ̂ =

(
⟨↑ |σ | ↑⟩ ⟨↑ |σ | ↓⟩
⟨↓ |σ | ↑⟩ ⟨↓ |σ | ↓⟩

)
=

(
0 0

1 0

)
, (2.101)

σ̂† =

(
⟨↑ |σ†| ↑⟩ ⟨↑ |σ†| ↓⟩
⟨↓ |σ†| ↑⟩ ⟨↓ |σ†| ↓⟩

)
=

(
0 1

0 0

)
. (2.102)

在计算的过程中，我们需要使用方程 (2.92)，(2.93)，(2.94)，(2.95)，(2.96)，(2.97)，(4.9)，
(2.99)，当然，这些方程中的每一个其实都很简单。

而由 σ ,σ† 的定义式 (4.45)，我们又可以进一步得到 σx 的表示矩阵 σ̂x = σ̂ + σ̂† 以及

σy 的表示矩阵 σ̂y = i(σ̂ − σ̂†)。这三个矩阵 σ̂x，σ̂y，σ̂z 就是著名的泡利矩阵，我们将它们

归纳在下面，

σ̂x =

(
0 1

1 0

)
, σ̂y =

(
0 −i

i 0

)
, σ̂z =

(
1 0

0 −1

)
. (2.103)

2.2.7 * 一个数学附录

在这个附录中我们将给出希尔伯特空间线性算符奇异值分解定理的证明，我们将假定

所要考察的这个希尔伯特空间是有限维的，并且为了简单起见，我们常常默认本征值非零

的本征态没有简并，当然将我们的证明扩展到有简并的情况并不是一件很难的事情。我们

要证明的即是，希尔伯特空间的任何线性算符 A 都可以写成如下形式

A = ∑
i
|ui⟩λi⟨vi|, (2.104)

其中 λi ̸= 0，{|ui⟩, i = 1,2,3....} 和 {|vi⟩, i = 1,2,3....} 分别从属于希尔伯特空间的两组正交
归一的矢量基，因此有

⟨ui|u j⟩= ⟨vi|v j⟩= δi j. (2.105)

首先构造厄米算符 A†A 和 AA†。设 |vi⟩ 为 A†A 的本征态，相应的本征值为 ai，同样

设 |ui⟩ 为 AA† 的本征态，相应的本征值为 bi。即,

A†A|vi⟩= ai|vi⟩,AA†|ui⟩= bi|ui⟩. (2.106)

作为厄米算符的本征态，{|ui⟩, i = 1,2,3....} 和 {|vi⟩, i = 1,2,3....} 当然分别都是正交归一
的。

又由于 (AA†)A|vi⟩= A(A†A)|vi⟩= aiA|vi⟩，可见 A|vi⟩ 是 AA† 的一个本征态, 不妨取

A|vi⟩= λi|ui⟩. (2.107)
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同样，由于 (A†A)A†|ui⟩ = biA†|ui⟩, 所以 A†|ui⟩ 也是 A†A 的一个本征态。又由于 λiδ ji =

λi⟨u j|ui⟩= ⟨u j|A|vi⟩= ⟨vi|A†|u j⟩∗，即 ⟨vi|A†|u j⟩= λ ∗i δ ji。可见必有

A†|u j⟩= λ ∗j |v j⟩. (2.108)

由方程 (2.107) 和方程 (2.108) 可知，

A = ∑
i
|ui⟩λi⟨vi|,A† = ∑

i
|vi⟩λ ∗i ⟨ui|. (2.109)

这就证明了奇异值分解定理。

上面最后一步的详细推理过程是这样的：由方程 (2.107) 和方程 (2.108) 可知，|ui⟩ 和
|vi⟩是一一对应的。进而可以得到 A|vi⟩⟨vi|= λi|ui⟩⟨vi|，两边对 i求和，就得到 A∑i |vi⟩⟨vi|=
∑i λi|ui⟩⟨vi|，由于 {|vi⟩, i = 1,2,3....} 是希尔伯特空间的矢量基，因此 ∑i |vi⟩⟨vi|= 1，这样

就得到了最终的结果。而且由方程 (2.107) 和方程 (2.108) 也很容易知道 ai = |λi|2 = bi。

一个细节的问题是，仔细观察我们的证明过程，你会发现过程中建立起来的 |ui⟩ 和
|vi⟩ 之间的一一对应仅在 ai = bi > 0(也就是 λi ̸= 0) 时才成立。至于 ai = 0 的那些态，它和

b j = 0 的那些态之间其实并没有对应关系，而是相互独立的，好在这并不影响我们最后的

结论，只是需要我们在最后的表达式中加上 λi ̸= 0的限制，并将分别与 ai = 0和 b j = 0相

应的那些本征态排除在求和范围之外。这些与 ai = 0 对应的本征态 (假设共有 Na 个，即

Na 重简并)，以及与 b j = 0 对应的本征态 (假设共有 Nb 个，即 Nb 重简并)，它们其实是数
学家很关心的东西，因为对于很大一类线性算符，数学家证明了一个著名的数学定理，它

说，Na−Nb 其实是一个拓扑不变量，这就是阿蒂亚-辛格指标定理。
Na−Nb 有某种拓扑不变性其实是不难理解的。所谓的拓扑不变性就是指在连续变化

下的某种不变性，也就是说，设想线性算符 A 依赖于某些连续参数 µ，当 µ 连续变化时，
Na(µ)−Nb(µ) 将保持不变。这里的原因其实很简单，设想随着 µ 的连续变化，某个 ai = 0

的本征态 |vi⟩ 变成了一个 ai ̸= 0 的态，因此 Na 就减少了 1。但是奇异值分解定理的证明
过程告诉我们, ai ̸= 0 的本征态一定是和 bi ̸= 0 的本征态一一对应的，现在，ai ̸= 0 的本

征态增加了一个，那这就必然意味着 bi ̸= 0 的本征态也同时新增了一个，这个新增的态

是从哪来的呢？必然是因为某个原来 bi = 0 的本征态 |ui⟩ 随着参数 u 的连续调节变成了

bi ̸= 0。那这就意味着，Nb 也同时减少了 1。也就是说，随着参数 µ 的连续调节，Na 和

Nb 必然是同步减少的，同样，我们也可以论证它们必然是同步增加的。既然 Na 和 Nb 总

是同步的增加或者同步的减少，那它们的差值 Na(µ)−Nb(µ) 就将保持不变。所以 Na−Nb

具有拓扑不变性的直观论证并不难，难的是找到相应的拓扑不变量的表达式，并证明它等

于 Na−Nb。阿蒂亚和辛格实际上是对一大类线性算符完成了这一困难的工作。

回到我们的奇异值分解定理。如果算符 A 满足 AA† = A†A(数学家称这种算符为正规
算符)，则由奇异值分解定理的证明过程可知, 这时候总可以取 |ui⟩= |vi⟩, 因此 |ui⟩ 也是 A

的本征态, 而 A 必然能够分解成

A = ∑
i
|ui⟩λi⟨ui|. (2.110)
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如果把算符表示成矩阵，与正规算子对应的就叫作正规矩阵，正规算子的分解定理实际上

告诉我们，正规矩阵一定是可对角化的。反过来，如果一个希尔伯特空间的线性算符可对

角化，也就是能分解成如 (2.110) 这样的形式，则由 |ui⟩ 的正交归一性很容易验证这个算
符必为正规算符。

特别的，幺正算符 U 就是一个正规算符, 而且由于 U†U =UU† = 1, 所以 |λi|2 = 1，所

以必有 λn = eiθn。即幺正算符一定能分解成

U = ∑
n

eiθn |un⟩⟨un|. (2.111)

比方说时间演化算符 U = e−iHt/h̄ 就可以分解成

e−iHt/h̄ = ∑
n

e−iEnt/h̄|En⟩⟨En|. (2.112)

厄米算符也是正规算符，因此也必定能分解成形如 ∑i λi|ui⟩⟨ui|的形式，而且这时候本征值
λi 必定是实数。

2.2.8 习题

1. 请证明施瓦兹 (Schwarz) 不等式，

⟨ψ|ψ⟩⟨ϕ |ϕ⟩ ≥ |⟨ϕ |ψ⟩|2.

提示：利用
(
⟨ψ|+ z∗⟨ϕ |

)
·
(
|ψ⟩+ z|ϕ⟩

)
≥ 0(z 为任意复数)。

2. 对于任意一个厄米算符 A 和任意一个量子态 |ψ⟩，我们可以定义厄米算符 ∆A =

A−A。(∆A)2 在 |ψ⟩ 态上的期望值 (∆A)2 = A2−A2 称为物理量 A 的均方差。假设有两个

厄米算符 A,B，以及某个任意的量子态 |ψ⟩，请证明下面的不等式

(∆A)2 · (∆B)2 ≥ 1
4

∣∣[A,B]∣∣2.
提示：首先，对量子态 |ψ1⟩= ∆A|ψ⟩、|ψ2⟩= ∆B|ψ⟩用施瓦兹不等式。其次，注意到 ∆A∆B =
1
2 [A,B] +

1
2{∆A,∆B}，其中 [A,B]† = −[A,B] 为一个反厄米算符，其期望值为纯虚数，而

{∆A,∆B}= ∆A∆B+∆B∆A 为厄米算符，其期望值为实数。

3. 证明：任意 2×2 的厄米矩阵 X 都可以写称 X = x0 ·1+ x1σ̂x + x2σ̂y + x3σ̂z 的形式，

式中 x0,x1,x2,x3 是四个实数，并请证明 X 的行列式为 det(X) = x2
0− x2

1− x2
2− x2

3。

4. 注意上一题的 det(X)。如果将 x0,x1,x2,x3 理解为狭义相对论的四维矢量的四个分

量，那么 det(X) 刚好是这个四维矢量的“长度”平方。这意味着，任何四维矢量都对应于

一个 2×2 的厄米矩阵。狭义相对论的间隔不变性告诉我们，任何四矢量的“长度”平方

在洛伦兹变换下都是不变的，请据此证明：任意洛伦兹变换都可以表示为一个行列式为 1

的 2×2 复矩阵 (通常称这样的复矩阵的集合为 SL(2,C))，并由此证明洛伦兹变换有 6 个
独立的实参数。
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5. 请证明算符恒等式: (1), [A,BC] = [A,B]C + B[A,C]。(2), [A, [B,C]] + [B, [C,A]] +

[C, [A,B]] = 0。

6. 有两个算符 A,B，记它们的对易子 [A,B] =C。如果 [C,A] = [C,B] = 0。请证明算符

恒等式

eA+B = eAeBe−
1
2 [A,B].

7. 已知量子比特的两组正交归一矢量基 {|0⟩, |1⟩} 以及 {|+⟩ = 1√
2

(
|0⟩+ |1⟩

)
, |−⟩ =

1√
2

(
|0⟩− |1⟩

)
}, 且已知算符 F 在 {|0⟩, |1⟩} 表象中的表示矩阵为

F =

(
0 1

1 0

)
. (2.113)

求算符 F 在表象 {|+⟩, |−⟩} 中的表示矩阵。

2.3 量子纠缠

我们来考察双电子系统的自旋量子态，由于态叠加原理，下面这个量子态 |ϕ+⟩ 显然
是双电子系统的一个可能自旋态，

|ϕ+⟩= 1√
2
(| ↑↑⟩+ | ↓↓⟩). (2.114)

这个量子态有一个特别的性质，即它不能因式分解成第一个电子的某个自旋态 |ϕ1⟩ 与第
二个电子的某个自旋态 |ϕ2⟩ 的乘积 |ϕ1⟩|ϕ2⟩ = |ϕ1,ϕ2⟩ 这样的形式。这就意味着处在 |ϕ+⟩
态上的两个电子共同形成了一个不可分解的整体，而这个不可分割的整体与两个电子之间

的距离没有关系，也即是说，即使你将其中一个电子放在南昌，另一个放到天边，这两者

遥遥相隔，但是它们却依然处于同一个不可分解的整体之中。

现在，假设你沿着 z轴测量南昌的这个电子的自旋，那你会得到两种可能的结果，1/2

的概率你将测到南昌的这个电子自旋向上 ↑, 1/2 的可能性你将测到它自旋向下 ↓。但是，
奇妙的是，由于南昌的这个电子和天边的那个电子形成了不可分解的整体 |ϕ+⟩，因此当你
测到南昌的电子自旋向上时就意味着原来的 |ϕ+⟩ 态塌缩到了 | ↑↑⟩ 态，而这又意味着天边
的电子立即处在 | ↑⟩ 态，同样的，当你测到南昌的电子自旋向下时，原来的 |ϕ+⟩ 态就塌
缩到了 | ↓↓⟩ 态，因此天边的电子立即就处在 | ↓⟩ 态。总之，无论你测到南昌的电子自旋
向上还是自旋向下，两者的整体就塌缩了，相应的就立即决定了天边电子的量子态。由于

这种你在南昌的测量对天边电子的影响是立即的，所以很多人会说：这意味着在量子力学

里信息可以超光速传播，利用量子纠缠态可以超光速地传递信息。情况果真如此吗？

2.3.1 量子纠缠能实现超光速信息传递吗？

为了分析量子纠缠态能否实现超光速传递信息的问题，让我们假设某个实验室中制备

了 N 对电子，每一对都处在纠缠态 |ϕ+⟩, 你和你的她分别持有每一对电子中的一个，你待
在南昌，而她去了天边，因此你们分享着 N 个纠缠对，但是你们之间不能通信。在这种情
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况下，你能用你们之间分享的纠缠对来给她瞬时传递信息吗？比方说，你和她约定，如果

你们在南昌养的那只猫死了，你就会对你的电子进行测量，而你的测量立即就会影响她持

有的另一个电子，因此看起来只要她接着对自己持有的那个电子进行测量就能获知猫死的

信息。情况真是这样的吗？

现在，假设南昌的猫死了，因此你沿着 z轴测量了你们共享的 N 个纠缠对中你所持有

的那些电子，但是纠缠对的塌缩是随机的，因此你有 1/2的可能性测到某个电子自旋向上，

1/2 的可能性测到自旋向下，而你无法决定自己的测量结果，因此完成测量之后，你的 N

个电子大约会有一半自旋向上，另一半自旋向下，哪些自旋向上，哪些自旋向下是完全随

机的。接着，她也对自己的电子进行了测量，当然，你的测量立即影响到了她的电子，因

此所有你测到你的电子自旋向上的那些纠缠对，她也会测到自己的另一个电子自旋向上，

所有你测到自己的电子自旋向下的纠缠对，她也会测到自己的另一个电子自旋向下。但问

题是，你们之间不能通信，因此她无从得知你的测量结果，也就是说，她不知道你测到的

哪些电子自旋向上，哪些电子自旋向下。对她来说，她唯一能知道的就是，她自己测量的

结果是，大约有一半的电子自旋向上，另一半的电子自旋向下，而且在她看来，哪些电子

自旋向上，哪些电子自旋向下是完全随机的。而根据纠缠态 |ϕ+⟩ 塌缩的随机性，即使你
根本没有作任何测量，只有她一个人在天边对她的那些电子进行测量，她也会得到完全类

似的结论。也就是说，你的测量根本就不能增加任何她从自己的测量中获取的信息，她甚

至根本就无从判断你有没有测量。因此她根本就无从得知你们的猫死了。

看来，你根本就无法利用纠缠对超光速地传递信息，甚至你根本就无法利用这些纠缠

对来传递信息。但是，你说且慢，以上只考虑了你沿着 z 轴测量的情况，假设你有两种不

同的测量选择，要么你沿 z 轴测量你的所有电子，要么你沿着 x 轴测量你的电子，那能不

能通过你的测量对她的即时影响将你的这两种不同选择传递给她呢？如果能的话，那你就

可以用你的不同选择来代表猫的两种不同状态，从而就能将猫死了的信息超光速地传递给

她。

为了下一步的分析，我们首先来看一下 x 方向的测量和 z 方向的测量有什么不同。量

子力学的基本原理告诉我们，如果我们沿着 x 轴测量电子的自旋态，那么被测的电子就会

塌缩到 x 方向上的两个自旋本征态 | ↑x⟩ 和 | ↓x⟩ 中的某一个，这两个本征态和 z 方向本征

态的关系是

| ↑⟩= 1√
2
(| ↑x⟩+ | ↓x⟩), | ↓⟩=

1√
2
(| ↑x⟩− | ↓x⟩). (2.115)

当然，反过来也有

| ↑x⟩=
1√
2
(| ↑⟩+ | ↓⟩), | ↓x⟩=

1√
2
(| ↑⟩− | ↓⟩). (2.116)

另外，由于 | ↑↑⟩= | ↑⟩| ↑⟩= 1
2(| ↑x⟩+ | ↓x⟩)(| ↑x⟩+ | ↓x⟩) = 1

2(| ↑x⟩| ↑x⟩+ | ↓x⟩| ↓x⟩+ | ↑x⟩| ↓x

⟩+ | ↓x⟩| ↑x⟩) = 1
2(| ↑x↑x⟩+ | ↓x↓x⟩+ | ↑x↓x⟩+ | ↓x↑x⟩)，类似的 | ↓↓⟩= 1

2(| ↑x↑x⟩+ | ↓x↓x⟩−| ↑x↓x

⟩− | ↓x↑x⟩), 所以我们可以知道，原来的纠缠态 |ϕ+⟩ 也可以写成

|ϕ+⟩= 1√
2
(| ↑x↑x⟩+ | ↓x↓x⟩). (2.117)
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假设你有沿着 z 轴和沿着 x 轴两种测量选择，她也知道你有这两种选择，并且你们约

定，如果你沿着 z 轴测量，那就代表猫还活着，如果你沿 x 轴测量那就代表猫死了。由于

你们无法正常通信，所以你当然不能直接告诉她你的测量选择是什么，她只能从她自己随

后的测量结果中对你的测量方式进行推断，那么她能推断出你的测量方式进而得知猫的死

活吗？由于她无法预先知道你的测量方式，所以她自己只能从两种不同测量方式中随机选

取一种，比如说，假设她总是选择沿着 z 轴测量她的电子 (由于 z 轴和 x 轴对于我们的纠

缠态 |ϕ+⟩ 完全对称，所以对于她选择沿 x 轴测量的所有分析将是完全类似的)。当然，我
们总是假定她的测量在你的测量完成之后进行，而你有两种测量方式的选择，你沿着 z 轴

测量她也沿着 z 轴测量的情况我们已经分析过了，结论是，她将得到大约一半电子自旋向

上，另一半电子自旋向下的结论，并且哪些电子自旋向上哪些自旋向下对于她来说是完全

随机的。

现在假设你沿着 x 轴测量，之后她再沿着 z 轴进行测量，我们来看她是否能得到不同

的结果。由于纠缠态 |ϕ+⟩ 也可以写成 (2.117) 的形式，所以你沿着 x 轴的测量结果将是，

大约有一半你所持有的电子会塌缩到 | ↑x⟩ 态，当然由于纠缠态的性质 (2.117)，这时候她
相应的另一个电子也会立即塌缩到 | ↑x⟩ 态，同样，你另半数电子会塌缩到 | ↓x⟩ 态, 这时候
她的相应电子也会立即塌缩到 | ↓x⟩ 态，当然这种塌缩是完全随机的。因此在你的测量完
成以后，她所持有的每一个电子有 1/2 的概率处在 | ↑x⟩ 态，1/2 的概率处在 | ↓x⟩ 态，当
然由于她还不知道你的测量方式，所以对于这个结果她是并不知情的。她只是选择沿着 z

轴进行她的测量，由 (2.116) 式可以知道，这时候如果她测的电子处在 | ↑x⟩ 态，那她的测
量将会使得这个电子以 1/2 的可能性塌缩到 | ↑⟩，还有 1/2 的可能性塌缩到 | ↓⟩, 如果她
测的电子处在 | ↓x⟩ 态，结论也是一样的，因此总的来说，对于她所持有的每一个电子，她
都有 1/2 的概率测到它自旋向上，1/2 的概率测到它自旋向下。因此，当她完成所有的测

量以后，她同样发现，在她所持有的电子中，大约有一半自旋向上，有一半自旋向下，而

且这个结果是完全随机的。你已经看到了，她所得到的这个结果和你沿着 z 轴进行测量时

她所得到的结果完全一样。也即是说，远在天边的她根本无从推断出你的测量方式，因此

当然也就无法得知猫的死活。因此，用这种方式同样无法实现信息的超光速传递。

那么这是不是意味着只要你不通过正常的通信直接告诉她你的测量方式，她就根本无

从得知呢? 能不能说明，量子纠缠态不仅无法超光速传递信息，甚至根本就无法用来传递
信息呢？答案是不能。因为以上的结论都是在假定你和她之间无法进行通常的通信的情形

下得到的。如果你们之间能够进行通常的通信，那即使你不直接告诉她你的测量方式，她

也有可能推断出这个信息，即是说，如果你们之间能够正常通信，那你们之间共享的量子

纠缠对是能够用来传递信息的。我们来看一下这是怎么回事。

假设你们之间能够正常通信，那么即使你不直接告诉她你的测量方式，你也还可以告

诉她你的测量结果，也就是说，你也还可以告诉她你所测的每一个电子自旋是沿着你测量

轴的正方向，还是沿着你测量轴的反方向，而她得知你的这些信息就能进一步推断出你是

沿着 z 轴进行测量，还是沿着 x 轴进行测量。不妨假设你沿着 x 轴进行测量，因此在你的

测量完成之后所有电子都塌缩到了某个 x 方向的本征态，这时候如果她也沿着 x 轴进行测

量，那么由于纠缠的性质，她会发现她所测的每一个电子结果都和你的测量结果一样 (指
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电子自旋是沿着测量轴还是反着测量轴的结果。注意，你已经告诉她这个测量结果了)。但
是，如果她是沿着 z 轴进行测量，这时候由于她的电子已经处在 x 方向的某个本征态，而

x 方向的本征态塌缩到 z 方向的本征态是完全随机的，所以她会发现她所测的电子到底是

沿着测量轴的正方向还是反方向，这与你告诉她的测量结果之间完全没有关联。所以，通

过这种将她的测量结果和你的测量结果相比较的方式，她就能推断出你的测量方式与她的

是否一样，从而也就知道了你是沿着 z 轴测量，还是沿着 x 轴进行测量。这样，关于你的

测量方式的信息就成功传递给她了。

可见，利用你和她之间共享的量子纠缠对，你的确有可能向她传递额外的信息。但，

前提是，你们之间必须可以进行通常的经典的通信，她必须先得到你用经典方式传递过来

的信息，才能进一步获知你用纠缠对传递过来的信息。而经典通信肯定是无法超光速的，

因此量子纠缠对也无法用来超光速地传递信息。

2.3.2 如何提取纠缠态中的信息

从现在开始，为了和量子信息的语言对接起来，假设我们利用电子的自旋态来实现量

子比特，自旋向上态 | ↑⟩ 代表 |0⟩ 态，自旋向下态 | ↓⟩ 代表 |1⟩ 态。因此之前我们所讨论
的两电子自旋的纠缠对 |ϕ+⟩ 就可以重写成两个量子比特的纠缠对 |ϕ+⟩= 1√

2
(|00⟩+ |11⟩)。

但是两个量子比特的希尔伯特空间是 2×2 = 4维的，它应该有 4个正交归一的基矢量，假
设我们将 |ϕ+⟩ 选作其中一个基矢量，那么其余三个基矢量可以怎么选择呢？事实上我们
可以将其余三个基矢量也选作纠缠态，

|ϕ±⟩= 1√
2
(|00⟩± |11⟩), (2.118)

|ψ±⟩= 1√
2
(|01⟩± |10⟩). (2.119)

很容易验证这 4 个态的确是正交归一的。为了纪念物理学家贝尔在量子纠缠上所做的开创
性工作 (贝尔不等式)，人们通常称这四个态所构成的两量子比特希尔伯特空间矢量基为贝
尔基，有时候也称这些量子态为贝尔态。

现在，假定你和你远在天边的她是同一个导师的学生，你们的导师将两比特的重要信

息 (这就有四种可能性) 用这四个贝尔态来编码，每种可能性对应一个贝尔态，并且导师
将这个贝尔纠缠态中的第一个量子比特发给了南昌的你，而将与之纠缠的另一个量子比特

发给了远在天边的她。即是说，如果你们想获知导师给出的具体是什么信息，你们就得确

定共享的是四个贝尔态中的哪一个。

你们如何能确定这一点呢？由于相隔遥远，所以你们首先想到的可能就是各自独立地

对手中的那个量子比特进行测量。但是，显然的是，只要你们不相互通信，那你们就不可

能从这种测量中获取任何信息，因为从这四个贝尔态的表达式 (2.119) 可以知道，不管你
们共享的是哪一个贝尔态，你的测量将总是以 1/2 的可能性得到 0，以 1/2 的可能性得到

1，结果完全是随机的，你完全无法从中得知贝尔态的任何具体信息，当然她也一样。这是
贝尔态和通常的单个量子比特量子态的根本性不同，对于通常的量子比特，如果你存进一

比特的信息，比如将它存为 |0⟩ 态，那你只要测量这个量子比特的值，就一定能把这个信
息读取出来。但是，现在你导师明明存进了两个比特的信息，但你和她只要相互保持独立
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不进行沟通，就什么信息也读取不出来。也即是说，信息是隐藏的，是存储在你们共享的

纠缠对的整体之中。

你可能会问，那这四个贝尔态到底如何区分呢？答案很简单，只要同时测量算符 Z1Z2

和算符 X1X2 的值，这里写在算符上的下标表示这个算符仅对相应的量子比特进行作用，

下标 1 就表示这个算符仅作用在纠缠对的第 1 个量子比特上，下标 2 就表示这个算
符仅作用在纠缠对的第 2 个量子比特上，Z 算符其实就是泡利算符 σ z, 它的作用规则是
Z|0⟩= |0⟩,Z|1⟩=−|1⟩, X 算符其实就是泡利算符 σ x,它的作用规则是 X |0⟩= |1⟩,X |1⟩= |0⟩，
当然，作用在不同量子比特上的算符是相互对易的。利用泡利算符的反对易关系，人们很

容易验证 Z1Z2 和 X1X2 是对易的，因此可以有共同的本征矢量，实际上，贝尔基的四个量

子态就是它们共同的本征矢量。从贝尔态的表达式 (2.119) 可以很容易验证，Z1Z2 的两个

不同本征值可以用来区分四个贝尔态是属于 |ϕ⟩ 类型，还是属于 |ψ⟩ 类型，而 X1X2 的本

征值可以用来进一步区分它们在这两个类型中的 ± 号。但是，正如你已经看到的，要完
成这种区分，就需要对纠缠对中的两个量子比特进行联合测量，比如说，对算符 Z1Z2 的

值进行测量。注意，这和你测 Z1，她同时测 Z2 有根本性的不同，因为在联合测量中可以

仅仅测得 Z1Z2 的值而不必同时知道 Z1、Z2 分别是多少。实际上，要同时对 X1X2 和 Z1Z2

进行这种联合测量，就必须首先将你和她分别持有的量子比特放到一起来。也即是说，只

要你们依然分别持有纠缠对中的一个量子比特，那就无法进行这样的联合测量，从而也就

无法完整地读出导师存储的两比特信息。

当然，你们依然可以通过交流各自的测量结果，从而获取部分信息，比方说，你和她

分别测量了 Z1 和 Z2，并将结果进行了比较，由于 Z1, Z2 都与 Z1Z2 对易，所以根据测量结

果你们依然可以推断出你们共享的贝尔态是属于 |ϕ⟩ 类型还是 |ψ⟩ 类型，但是，由于 Z1,
Z2 都与 X1X2 反对易，因此你们的测量必定会干扰 X1X2 的本征态信息，因此你们也就不

可能进一步获知被测贝尔态的 ± 号。总之，通过这样的方式你们只能获知两比特信息中
的 1 比特。

2.3.3 量子密集编码

到此为止，实际上我们还没有看到量子纠缠对有什么神奇的用处。实际上，量子纠缠

对能大幅度提高我们的通信能力，当然，代价是要额外消耗掉纠缠对，因此在量子信息中，

人们通常将量子纠缠态看成是一种会被消耗的资源。下面就让我们来看一下这种资源的一

种神奇应用。

还是假定你在南昌，你的她远在天边，假设你要发送两比特的经典信息给她，如果用

经典的方式，通过经典信道进行发送，那你得占用两比特的信道。但是，如果你和她之间

建立了量子信道，你就可以通过量子信道发送量子比特，并且，假定你和她在前年就分别

持有了某个量子纠缠对中的一个量子比特，不妨假定这个纠缠对处在 |ϕ+⟩ 态吧。如果你
们有这些资源，那么你只要占用一比特的量子信道，就能完成对两比特经典信息的发送，

这就是所谓的量子密集编码。

你如何做到这一点呢？首先，你们之间得事先约定好一种如何用四个贝尔态对应两比

特经典信息的编码方式。其次，你注意到可以对自己所持有的量子比特进行四种不同的幺
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正变换，分别为恒等变换 1，变换 Z1, 变换 X1，以及变换 Z1X1(利用泡利算符的性质，你
很容易验证这四个算符的幺正性)，变换的结果你也很容易算出来，

1|ϕ+⟩= |ϕ+⟩,Z1|ϕ+⟩= |ϕ−⟩,X1|ϕ+⟩= |ψ+⟩,Z1X1|ϕ+⟩= |ψ−⟩. (2.120)

然后你再根据你们事先约定好的编码方式，将你要发送的信息对应成四个贝尔态中的某一

个，并对你的量子比特进行相应的幺正变换。最后，完成了合适的幺正变换以后，你将你

手中的那个量子比特通过量子信道发送给天边的她。她本来就持有纠缠对中的另一个量子

比特，再接收到你的量子比特以后就拥有整个纠缠对了。为了确定这个纠缠对是四个贝尔

态中的哪一个，她只需要同时进行 Z1Z2 和 X1X2 两种联合测量就可以了。再根据约定好的

编码方式她就能得知你所发送的信息。这样，你们就完成了仅用 1 比特的量子信道就传送
2 比特的经典信息了。这就是量子密集编码的基本思想。注意，虽然你们前年就共同持有
了这对纠缠对，但那时候的纠缠对中完全不含有你现在要发送的信息，你的信息发送的确

是通过现在传送这一个量子比特完成的。

2.3.4 量子隐形传态

量子纠缠对真正神奇的地方在于，只要有足够的量子纠缠对，那么原则上就可能做到

将你超空间传送到一个遥远的星球。当然，这只是原则上，实际上这个目标对于我们来说

可能永远都遥不可及。但原则上并没有什么物理定律禁止我们实现这种科幻场景。因为，

今天在实验室里早就做到将一个量子比特的量子态超空间传送到非常远的地方，这就是量

子隐形传态。

还是假设你在南昌，你的她远在天边，你们共同持有一对纠缠的量子比特，不妨称

你持有的那个为量子比特 1，她持有的那个为量子比特 2，这两个量子比特处在纠缠态
|ϕ+⟩12(式中我们加上了下标 12，这是因为我们即将引入第 3 个量子比特)。现在，假设你
还有另一个量子比特 3, 它处在某个未知的状态 |Ψ⟩3 = α|0⟩3 +β |1⟩3, 而你想把这第三个量
子比特发送给天边的她。你当然可以通过你们之间的量子信道直接进行发送，但你发送的

量子比特很有可能被别人拦截，从而带来不可预料的结果。当然，你真正要发送的其实是

第三个量子比特的量子态，因为它包含了某些你想发送给她的重要未知信息。

那么你们有没有什么绝对安全的量子信息发送方法呢？有。答案就在于充分利用你们

之间共享的纠缠对 |ϕ+⟩12。为了说清楚这一点，首先由贝尔态的定义式 (2.119), 我们很容
易得到

|00⟩= 1√
2
(|ϕ+⟩+ |ϕ−⟩), |11⟩= 1√

2
(|ϕ+⟩− |ϕ−⟩) (2.121)

|01⟩= 1√
2
(|ψ+⟩+ |ψ−⟩), |10⟩= 1√

2
(|ψ+⟩− |ψ−⟩). (2.122)
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其次，我们注意到整个系统的量子态可以重写成

|Ψ⟩3|ϕ+⟩12 = (α|0⟩3 +β |1⟩3)
1√
2
(|00⟩12 + |11⟩12)

=
1√
2
[α|00⟩31|0⟩2 +α|01⟩31|1⟩2 +β |10⟩31|0⟩2 +β |11⟩31|1⟩2]

=
1
2
[(α|0⟩2 +β |1⟩2)|ϕ+⟩31 +(α|0⟩2−β |1⟩2)|ϕ−⟩31]

+
1
2
[(α|1⟩2 +β |0⟩2)|ψ+⟩31 +(α|1⟩2−β |0⟩2)|ψ−⟩31], (2.123)

式中第三个等号我们利用了公式 (2.122)，并且由贝尔态的正交归一性可以知道，第三个等
号右边的最终表达式中的 4 个态相互正交。因此, 你只需要将你的第 3 个量子比特和你所
持有的第 1个量子比特放在一起，并同时对它们进行 Z3Z1和 X3X1的联合测量，测量的结果

是，第 3个量子比特和第 1个量子比特所构成的系统将会塌缩到它们相应的四个贝尔态中
的某一个。然后，你再把你的测量结果用经典的方式发送给天边的她，她如果得知你的结果

是 |ϕ+⟩31，那就什么也不需要做，因为从式 (2.123)可以知道，这时候她的量子比特 2的量
子态已经变成 α|0⟩2+β |1⟩2 = |Ψ⟩2态了，如果她得知你的结果是 |ϕ−⟩31,根据 (2.123)式，那
她就对她的量子比特进行 Z2 的幺正变换，由于 Z2(α|0⟩2−β |1⟩2) = (α|0⟩2 +β |1⟩2) = |Ψ⟩2，
因此变换以后她也将得到正确的量子态，同样的，如果你的结果是 |ψ+⟩31，那她就对自己

的量子比特进行 X2 的幺正变换，根据 (2.123) 式，结果也将是正确的量子态，而如果你的
结果是 |ψ−⟩31，根据 (2.123) 式，那她就进行 Z2X2 的幺正变换，同样会得到正确的量子

态。总之，在得知你的测量结果以后，她总可以让自己的量子比特变成 |Ψ⟩2 态。这样一
来，你的第三个量子比特的未知量子态就成功传送给她了。

这里有几点值得进一步讨论，第一，|Ψ⟩ 态的信息从来也没有在某个量子信道中进行
传送！|Ψ⟩ 态的成功传送完全是超空间的，所以称之为隐形传态。第二，你告知给她的测
量结果中也完全不包含 |Ψ⟩ 态的信息，否则根据量子力学的基本原理，你的测量就已经对
|Ψ⟩ 态造成了不可逆的扰动，那此后她也就不可能得到 |Ψ⟩ 态了。同时，正因为你发送给
她的测量结果中不包含任何 |Ψ⟩ 态的信息，因此即使有人窃听了你们的通信，他也无法获
得 |Ψ⟩ 态。第三，整个过程并没有违反量子不可克隆定理，这是因为，在你进行你的测量
之后，你就已经摧毁了第三个量子比特原来的态，因此天边的她后来所做的并不是把你的

量子比特 3 的态复制一份。第四，直到获知你的测量结果之前，天边的她都还无法得到正
确的 |Ψ⟩, 并且由于你的测量结果是完全随机的，因此从概率上来说，这时候她只能得到
与 |Ψ⟩ 不相关的态。因此，这里也没有信息的超光速传递，因为你告诉她测量结果时采用
的经典通信方式当然是无法超光速的。

如果回顾我们上一节所讨论的量子密集编码和这一节讨论的量子隐形传态，人们就会

发现，这两个过程的实现都需要消耗纠缠对。这两个过程无论哪一个，当它成功完成之后，

原来由两个人共同持有的纠缠对就被消耗掉了，因此对于你和你远在天边的她来说，你们

共享的那些纠缠对是一种稀缺资源。
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2.3.5 GHZ 态以及为什么爱因斯坦错了

以上我们只讨论了两个量子比特的纠缠，而且实际上我们还只讨论了两个量子比特的

那些所谓最大纠缠态，也就是我们所说的贝尔态。人们自然会想到，三个量子比特的纠缠

会怎么样呢？这就是我们这一小节想要讨论的问题。当然我们讨论三个量子比特的纠缠，

不是因为它有多特殊，而是因为借助于它人们可以了结量子力学发展史上的一段著名公

案。

在量子力学刚刚发展起来的时候，爱因斯坦认为量子力学理论是不完备的。因为他认

为一个物理量的值总是存在的，或者说任何时候任何物理量总会有一个确定的值，虽然可

能因为种种原因你不能测到这个值，但它总存在，爱因斯坦所谓的“即使你没有看月亮，

月亮也存在”就是这个意思，由此他指出量子力学里面物理量的值之所以不确定，之所以

我们只能测得物理量取值的一个概率分布，是因为我们还缺失了一些信息，爱因斯坦称之

为有一些隐变量，如果我们能进一步掌握这些缺失的信息，那量子力学将和经典力学一样，

没有任何不确定性。总之，爱因斯坦认为物理量的值总是存在的，量子力学中的不确定性

和概率的起源与我们日常概念中的概率起源一样，都是因为我们缺失了一些信息，因此他

强烈反对玻尔和海森堡等人的不确定性和概率是世界的内在属性的观念，认为不确定性在

量子力学理论中的存在只不过反映了量子力学理论的不完备性，也即是说量子力学理论没

有把所有隐变量都包括进来。

那爱因斯坦的观点到底对不对呢？为此人们曾经长期争论不休，直到物理学家贝尔从

爱因斯坦的观念出发推导出了著名的贝尔不等式，贝尔说，你只要用实验检验贝尔不等式

是否成立，就能判定爱因斯坦到底对不对。只要爱因斯坦对，那贝尔不等式就一定成立，

相反，如果玻尔和海森堡等人的观点对，那贝尔不等式就可以被破坏。后来的实验证明，

爱因斯坦的确错了，不过虽然爱因斯坦错了，但是他为了否定量子力学的完备性却提出了

今天非常重要的量子纠缠的概念。我们前面对量子纠缠的讨论，以及贝尔的开创性工作都

是在量子纠缠的概念上进一步发展而来的。下面我们将要描述的，就是另外一个更为直接

了当，比贝尔不等式更简单的可以用于判定爱因斯坦是否正确的情形。

我们要讨论的就是由物理学家 Greenberg, Horne, 以及 Zeilinger提出来并在实验上实
现的一种特殊的三量子比特纠缠态，通常称作 GHZ 态。假设我们把这三个量子比特分别
标记为 1、2、3，那么 GHZ 态可以写成

|GHZ⟩123 =
1√
2
(|000⟩123 + |111⟩123). (2.124)

利用泡利算符的作用规则，人们很容易验证 |GHZ⟩123 同时是下面三个相互对易的算符的

本征值为 1 的本征态，这三个算符是

Z1Z2, Z2Z3, X1X2X3, (2.125)

利用泡利算符的反对易性，人们很容易验证这三个算符两两对易。现在我们进一步引入

泡利算符 σ y，在这里写作 Y，根据泡利算符的乘法规则我们有 ZX = iY。由于 Y1Y2X3 =

−Z1X1Z2X2X3 = −(Z1Z2)(X1X2X3)(式中我们已经利用了不同量子比特的算符相互对易的性
质)，因此我们可以知道，|GHZ⟩123 也是 Y1Y2X3 的本征值为 −1 的本征态。类似的，我们
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可以得到，当作用在 |GHZ⟩123 上时，下面的等式必定同时成立

Y1Y2X3 =−1,X1Y2Y3 =−1,Y1X2Y3 =−1,X1X2X3 = 1. (2.126)

下面，让我们来假设爱因斯坦的观点也成立，即任何情况下，每一个物理量的值总是

存在，我们将三个泡利算符的值分别记作 v(X),v(Y ),v(Z), 当然由于泡利算符的平方等于
1，所以它们的值只能取 ±1。请注意，作为物理量的值，v(X),v(Y ),v(Z) 都是普通的数，因

此它们相互之间当然都相互对易。如果 v(X),v(Y ),v(Z) 总是存在，虽然可能由于我们不了

解隐变量，缺失了信息，导致我们不能完全确定这些取值到底是多少，但按照爱因斯坦的

观点，它们总是存在的，总是有定义的。如此一来，根据 (2.126), 对于 |GHZ⟩123 态，我们

就必定有

v(Y1)v(Y2)v(X3) =−1,v(X1)v(Y2)v(Y3) =−1, (2.127)

v(Y1)v(X2)v(Y3) =−1,v(X1)v(X2)v(X3) = 1. (2.128)

但是，对于普通的数来说，这些式子是自相矛盾的，因为将前三个式子乘起来并利用

(v(Y ))2 = 1，你很容易得到 v(X1)v(X2)v(X3) =−1, 这和第四个式子矛盾。
因此，这也就是说，要么量子力学是错的，从而 (2.126)式不对，要么爱因斯坦就是错

的 (也就是说我们不能假定 v(X) 这样的量总是存在)，两者必居其一。到底谁错了呢？实
验发现，爱因斯坦错了，(2.126) 式是成立的。因此，这就从实验上否定了物理量的取值必
定存在的观点。也从侧面证明了为什么在量子力学中物理量只能表示成算符，因为算符的

值当然只在本征态上有定义，对于叠加态，谈算符的取值是没有意义的，因为它根本就不

存在。

2.3.6 多体量子纠缠

以上我们只讨论了几个最为重要的两体 (两个量子比特) 和三体 (三个量子比特) 量子
纠缠态及其应用。但是读者可以想见，如果我们的系统是一个多体量子系统，比方说量子

计算机的多量子比特，再比方说凝聚态物理里面的多体系统 (多原子，多自旋等等)，那么
量子纠缠就可能出现在多体之间。可以说多体量子纠缠是整个量子计算和量子信息技术的

核心，比如说，在量子信息中，人们总是通过合适的量子编码将量子信息储存在许多量子

比特的纠缠态中，这时候由于量子纠缠态的整体性，即使存储信息的某些量子比特出现差

错，原来的量子信息也依然能从整体的量子纠缠中得到恢复。不仅如此，近年来多体量子

纠缠也被广泛应用于理论凝聚态甚至量子引力的研究。但是，如何一般性地刻画多体之间

的量子纠缠现在还是一个没有完全解决的问题，凝聚态物理中常常采用所谓的张量网络来

表示多体的量子纠缠态。凝聚态物理学家关心多体量子纠缠的原因在于，近些年来的研究

发现，有一些量子多体系统的基态其实是一个量子纠缠态，甚至可能是一个多体长程量子

纠缠态，比方说分数量子霍尔效应的基态就是一个这样的长程量子纠缠态。而处在这种长

程量子纠缠态的多体系统常常会有所谓的拓扑序，会处在某种拓扑相。这种长程量子纠缠

和拓扑序近年来引起了理论物理学家们的极大兴趣。总之，对量子纠缠的深入研究无疑将

处于整个物理学研究的核心。
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只要学习量子力学，你就知道物理量要用算符来表示，但通常的量子力学书只是直接

把这作为一个基本假设而不会告诉人们为什么？在历史上，最早产生这个思想的，就是海

森堡，是海森堡首先想到物理量要用一张数据表来表示，而更为革命性的是，海森堡首先

想到物理量的乘法是一种矩阵乘法。当时的海森堡甚至不知道矩阵的数学概念，所以促使

他想到矩阵相乘的肯定不是数学，其背后隐含的是深刻的物理新思想，我们想要讨论的就

是这一思想。而矩阵和线性算符当然本质是一回事，物理量满足矩阵乘法从而也就成了线

性算符。那么海森堡想到矩阵和矩阵相乘的基本思路是什么呢？理解海森堡的思路将有助

于我们深入理解为什么物理量应该表示成线性厄米算符。不仅如此，它更有助于我们深入

把握量子力学的基本原理。因此，在阐述完海森堡的原始思想以后，我们还会给出其原创

性思想的现代版本，并以此建立起量子力学的基本原理。

不过，这里要说一下，我们不是要还原历史，所以当然会有些贡献在历史上并非来自

于海森堡或者不完全属于海森堡，有时候我们把一些结论称作是海森堡的其实只是一种简

化说法，想弄清楚历史事实的读者应该去读量子力学发展史方面的专著。但这里要谈的最

核心想法无疑是海森堡的，而我们想讨论的，其实也只是海森堡的原创性物理思想。在物

理学史上，这样的思想常常会以各种面目出现，可谓影响深远 (有时候甚至会超出量子力
学的范围)。比如说，超弦的 M 理论有一个版本就叫做矩阵理论 (所以 M 理论的这个 M
也表示 Matrix)。再比如说，如果细细探究的话，人们可以在费曼的量子力学路径积分表
述中察觉到海森堡思想的某种变种 (当然费曼有可能是独立想到这一思想的)，其实，我们
这里将要阐述的海森堡思想已经是包含费曼贡献的版本了，至于海森堡在写出他的那些矩

阵相乘的时候真正想的是什么，那当然是人们不可能搞清楚的。

2.4.1 原子光谱的一些事实和玻尔的新观念

在玻尔提出他的原子模型之前，人们已经注意到原子光谱的一些惊人事实，比方说呈

现出分立的谱线，这是当时的经典物理学完全解释不了的。而那时候人们还发现了原子光

谱的另一个令人吃惊的规律，这个规律我们今天已经很少提到，但它对于物理学的发展也

许是极其重要的，这规律就是里兹组合规则，这规则是说，人们总是可以合适地将原子光

谱的每一条分立谱线都对应到一个正整数对 (m,n), 并且会发现相应的谱线频率 ωmn 满足

如下这条规则，

ωmn = ωml +ωln. (2.129)

也就是说，假设有一条谱线是 ωln，另外还有一条谱线是 ωml，那么这两条谱线的组合

ωml +ωln 也必定是一条谱线，对应于整数对 (m,n)。这一规律就是所谓的里兹组合规则。

如果人们进一步定义 ωnm = −ωmn，那么就会发现里兹组合规则对于所有的正整数指标都

成立。

当然，在玻尔提出它的原子模型之后，人们就已经完全理解里兹组合规则了，之所以

有这样的规则成立，原因很简单，因为根据玻尔的定态跃迁假设，原子从第 m 个定态跃迁

到第 n 个定态，辐射 (或者吸收) 的光谱频率为 ωmn = (Em−En)/h̄，其中 En 就是第 n 个
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定态的能级，如此一来当然就有里兹组合规则了。对里兹组合规则的解释很简单，那就是

核外电子从 n 态跃迁到 m 态所放出的能量，等于它从 n 态跃迁到 l 态所放出的能量加上

它从 l 态跃迁到 m 态放出的能量。问题是，给定 n 态和 m 态，里兹组合规则中的 l 态可

以是任意的，里兹组合规则对 l 没有任何限制！

这就谈到了玻尔在研究原子光谱尤其是氢原子光谱问题时所引入的革命性新观念了，

这就是玻尔的定态概念，以及定态跃迁概念。对于当时的海森堡来说，玻尔氢原子模型中

所涉及到的核外电子轨道概念是没有道理的，因为当时的海森堡在物理学哲学上深受玻尔

的影响，他们坚持物理学应该用可观测量建立起来，或者换句话说，他们认为物理学理论

中所用到的量应该都是可观测的，我们这里不是要探讨这一哲学有没有道理，但是当时年

轻的海森堡深信这一哲学，因此他觉得核外电子轨道的概念没有道理，因为不可观测。对

于原子物理来说，可观测的是什么呢，是光谱，是谱线频率和谱线的强度。不是电子轨道，

电子轨道不过是对太阳系模型的一个类比，而不是原子物理的观测事实。因此海森堡觉得

关键是要研究谱线和谱线强度。

但是海森堡也知道，原子光谱的分立性就意味着，虽然核外电子轨道的概念没有道理，

但是玻尔的定态和定态跃迁假设必定是对的。没有定态假设就无法解释原子稳定性的问题

(因为否则原子就会不断发出电磁辐射从而掉到原子核上去)，但是光有定态假设而没有定
态跃迁假设就无法解释光谱线的存在，更何况这两个假设放在一起，的确很好地解释了原

子光谱的分立性。

以上也许就是导致海森堡产生他的原创性新思想的一些基本事实，以及他从玻尔那里

继承的革命性新观念。当然，还有一个具体的物理学结论对于海森堡验证他的想法非常重

要，那就是通过普朗克对黑体辐射公式的推导，海森堡知道，一个线性谐振子的能量是量

子化的，并且量子化为 nh̄ω 的形式，n 就是线性谐振子的第 n 个能级。海森堡当然也知

道，玻尔的定态和定态跃迁概念不只是适用于氢原子，也同样适用于一个可以发出电磁辐

射的线性谐振子。其实，很可能在海森堡看来，定态和定态跃迁是普适性的物理学观念。

2.4.2 海森堡的思路

前面说过，海森堡坚持原子物理应该回到可观测的量，也就是谱线频率和谱线强度。

玻尔的原子模型当然对谱线频率的解释很不错，尤其是完全推导出了氢原子的所有光谱

线，但是玻尔氢原子模型并没有涉及谱线的强度。因此海森堡想推进当时的物理学，那就

要研究谱线的强度，核外电子从 m 态跃迁到 n 态时所发出的这条谱线的强度当然取决于

单位时间之内它从 m 态自发跃迁到 n 态的概率 Anm，而这是一个当时的物理学家已经提

出来了的物理量，只是当时还没有人会计算这个量，海森堡要做的，就是研究如何计算出

这个量。但是这个量涉及到原子和电磁场的相互作用，而当时对电磁场的量子理论还只是

知道一个光量子假设再加上爱因斯坦的受激辐射理论，对于原子和电磁场如何相互作用的

量子理论还一无所知，毕竟，量子力学的正确理论还正有赖于海森堡目前正在进行的这一

工作呢。因此海森堡只能转而去看经典理论是如何计算电磁波辐射的，通过经典电动力学

我们知道，一个加速运动的电子会辐射电磁波，电动力学也推导出了其辐射功率为

P =
e2

3πε0c3 ẍ2. (2.130)
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但是，海森堡知道这个经典公式 (2.130) 肯定是不对的，不仅因为它的表达式中涉及
到了核外电子轨道 x(t) 这样一个在海森堡看来无法观测的量，更重要的是，它和定态以及
定态跃迁的概念是相矛盾的。当然，玻尔引入定态和定态跃迁的原因之一本就是为了避免

由于 (2.130) 这一经典公式而导致的原子稳定性问题。因此海森堡首先要做的就是改造这
个经典公式 (2.130)，使得它和定态以及定态跃迁的概念相容。

根据定态跃迁假设，核外电子只在从一个定态 n 跃迁到另一个定态 m 时才辐射，注

意，跃迁总是涉及到两个定态，n 和 m。因此海森堡想到，经典意义上的 x(t) 是不可观
测的，是没有意义的，取而代之的应该是一个类似于 [x]mneiωmnt 这样的涉及两个定态的量。

其中海森堡将这个量对时间的依赖因子写成 eiωmnt 的原因在于，通过普朗克对黑体辐射公

式的推导，海森堡知道，原子定态跃迁发出电磁辐射的过程可以看成是一种简谐振动，写

成指数形式而不是 cos 形式的原因可能是因为当时德布罗意引入物质波的时候就是这样做

的，更重要的原因是，后面我们会看到，当将两个物理量相乘时，如果这两个量对时间的

依赖因子是 cos 形式，那是不可能满足里兹组合规则的，写成指数形式则很轻易就可以满

足这一点。总之，海森堡将 [x]mneiωmnt 代入公式 (2.130) 就得到

P(n→ m) =
e2ω4

mn

3πε0c3 |[x]mn|2. (2.131)

注意，现在的这个新公式 (2.131) 不光用到了定态跃迁的概念，它和定态假设也是相
容的，由于 ωnn = 0, 因此就有 P(n→ n) = 0，这当然与定态假设一致。经典的轨道 x(t) 不
可观测，但是现在的 [x]mn 是可以观测的，这是因为，从 n 态跃迁到 m 态的辐射功率等

于单位时间辐射概率 Amn 乘以辐射出来的光子能量 h̄ωnm, 因此由 (2.131) 我们就可以得到
Amn 的表达式，Amn ∝ |[x]mn|2。Amn 当然可以直接观测，因此 [x]mn(严格来说是其模 |[x]mn|)
就可以观测。不仅如此，注意到 eiωnmt = e−iωmnt = [eiωmnt ]∗, 海森堡还进一步规定

[x]nm = [x]∗mn. (2.132)

这样一来，对应经典物理里面的位置坐标，海森堡就引入了一个新的物理量 [x]nm。用我们

今天的话来说，这个量是一个厄米矩阵，但除非我们能论证它满足矩阵的乘法，否则我们

说它是矩阵就并没有多大意义。更何况，当时的海森堡根本不知道存在矩阵这样的数学概

念，对他来说 [x]nm 不过是一张有无穷行无穷列的数据表，将位置坐标这样的概念变成一

张这样的数据表，这本身就蕴含了最高的革命性。由于海森堡是在定态跃迁思想的指引下

引入 [x]nm 的，我们不妨称之为跃迁元。

当我们有了位置物理量 [x]mneiωmnt 以后，将它对时间求导当然就得到速度 [v]mneiωmnt =

iωmn[x]mneiωmnt , 进而就有动量 [p]mneiωmnt = imeωmn[x]mneiωmnt , 这里 me 表示电子质量，而且

很容易验证

[p]∗nm = [p]mn. (2.133)

现在，动量也变成了一张跃迁元数据表。因此在海森堡想来，一切物理量都应该变成跃迁

元数据表，只有跃迁元才是可观测的。有了位置的跃迁元数据表和动量的跃迁元数据表以

后，原则上应该就可以构造出其它一切物理量的跃迁元数据表。由于定态跃迁可以看成是
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一种谐振动，海森堡知道所有这些跃迁元应该都具有 [A]mneiωmnt 这样的形式。但是这里有

一个重要的问题，比方说动能 T , 它在经典物理里面是这样的 T = p2

2me
，这里涉及到动量的

平方。更一般地，假设物理量 C 等于两个物理量 A 和 B 的乘积, 即 C = AB。那么根据海

森堡的跃迁元思想，就需要将 C 的跃迁元 [C]mneiωmnt，用 A 的跃迁元 [A]mneiωmnt 和 B 的跃

迁元 [B]mneiωmnt 的乘积的形式表达出来。但现在 A 和 B 的所有跃迁元都分别构成了一张

无穷行无穷列的数据表，两张这样的数据表该怎么乘，就是海森堡需要解决的大难题。

正是在这里，里兹组合规则，或者等价地说玻尔的公式 ωmn = (Em−En)/h̄ 给了海

森堡必要的指引。由于按照定义 [C]mneiωmnt = [AB]mneiωmnt，而按照里兹组合规则，ωmn

总是可以分裂成两部分的组合，ωmn = ωml +ωln，所以海森堡想到可以令 [AB]mneiωmnt =

[A]mleiωmlt [B]lneiωlnt，也就是说，应该有 [C]mn = [A]ml[B]ln, 看来问题就解决了。但是海森堡
最天才的地方就在这里，他注意到里兹组合规则对中间的 l 态没有任何限制，也就是说 l

有无穷多种可能性，怎么对付这无穷多种可能性呢？海森堡的处理办法很简单，他说，把

所有的可能性都加起来！因此海森堡给出

[C]mn = ∑
l
[A]ml[B]ln. (2.134)

当然这就是我们熟悉的矩阵乘法，但是海森堡并没有学过矩阵乘法，对他来说，之所以要

这么乘，是因为有无穷多种中间可能性都满足要求，我们需要把所有的中间可能性都加起

来！今天看来，这是一个极其原创性的想法，因为它把握住了量子力学相干叠加的本质！

这就是为什么在量子力学里面物理量要变成线性算符的根本原因，因为线性算符的乘

法是一种矩阵乘法，而只有矩阵乘法才蕴含着把中间的所有可能性都加起来这一量子相干

叠加的本质！当然，今天的量子力学书通常是反过来处理这个问题的，我们是先引入量子

态的线性叠加原理，然后再要求物理量保持这一原理，从而只能是线性算符。但是正如我

们已经阐述过的，海森堡的革命性是双重的，他不只是想到了要把所有中间可能性都加起

来，他更引入了跃迁元的思想 (我们今天常常称之为跃迁矩阵元)，这一思想的好处就是它
和观测联系很密切，非常有物理内涵，不像抽象的线性算符。对于所有刚开始学习量子力

学的人而言，最难以理解的事情之一无疑就是，物理量怎么就变成算符了呢？从量子态跃

迁以及跃迁元入手无疑要好理解得多。当然，跃迁元思想也有其不便之处，人们最好是同

时掌握几种不同的思想。

下一小节我们将采用今天的现代观点来对海森堡的这两个原创性想法进行更具一般

性的阐述，从而将之与我们通常更熟悉的量子力学原理更密切地联系起来。

但在我们进一步做这样的事情之前，我们首先得像海森堡一样说服自己，跃迁元和矩

阵相乘这两个想法的确是 Work 的。海森堡是怎么说服自己的呢？他想到首先将他的思想
用到线性谐振子上。也即是说，假设发出电磁辐射的是一个带电线性谐振子 (而不是更复
杂的氢原子)，一个线性谐振子从一个定态能级跃迁到另外一个定态能级从而辐射出电磁
波。根据普朗克对黑体辐射公式的推导，线性谐振子的能量应该是量子化的，而且其量子

化能级具有 nh̄ω 这样的形式。由于线性谐振子比氢原子简单得多，所以海森堡可以用线
性谐振子的结果来检验他的新思想。结合其他人对线性谐振子的一些研究，海森堡可以用

他的新理论推导出两个重要结论：1. 一维线性谐振子的定态能级由 (n+ 1
2)h̄ω 给出，正吻
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合普朗克推导普朗克公式的时候作出来的假设，而普朗克公式当然和黑体辐射的观测完全

吻合，因此海森堡知道他的跃迁矩阵和矩阵乘法应该是对的。2. 通过对一维线性谐振子的
研究，海森堡还导出了坐标跃迁矩阵 X 和动量跃迁矩阵 P 之间必定满足

[X ,P] = XP−PX = ih̄. (2.135)

这当然是量子力学中最著名的结论之一，也是最重要的结论之一。

2.4.3 海森堡思想的现代版本

这一节我们将要给出海森堡思想的现代版本，值得说明的是，这个现代版本当然是很

多物理学家工作的结果，比如，其中有一些贡献要归功于费曼，相关的阐述读者可以在

费曼的经典论文《Space-time approach to non-relativistic quantum mechanics》以及著作
《费曼物理学讲义第三卷》和《量子力学与路径积分》中找到。

首先，在量子力学的世界，一个系统有多种可能性，我们将系统的一组可以相互确定

地区分的可能性完备集记作 S = {i, i = 1,2,3....}。所谓可能性的完备集，我们是指，在确
保能收集到这些可能性所列举的信息的同时，你不可能再额外收集到系统更多的信息，只

要你采用适当的方式观测这个系统，你总会发现它一定处在这些可能性中的某一个，从某

种意义上来说，这一完备集穷尽了你的观测所能收集到的所有可能性。而所谓可以确定地

区分，是指你总是可以 100% 地将系统这些可能性中的任何两个区分开来，也就是说，每

次你看到系统处于这组可能性中的某一个，那怕只看一次，你也能 100% 地将它和其它可

能性区分开来。比方说一个束缚态的氢原子，它的所有用 n, l,m,ms 这四个量子数标记的

可能性集合就构成了这样一组可能性完备集。比方说，当我们仅关心电子自旋的时候，它

的向上向下两种自旋可能性 {↑,↓} 也构成了这样一组可能性完备集。当然，一个量子比特
的 {0,1} 两种可能性也构成了这样的可确定区分可能性完备集。而 n 个量子比特的所有

从 000....0 到 111...1 的 n 位二进制数也是这样的可能性完备集。但是，一个系统的可确

定区分可能性完备集不是唯一的，而是有无穷多组，比方说，你只关心电子的自旋，那么

{↑,↓} 两种自旋可能性是这样的一个可能性完备集，但是 {→,←} 同样是一个这样的可能
性完备集。

在我们的海森堡思想的现代版本中，这样的一组可能性完备集就相当于海森堡原始思

想中的定态。因为很显然，从现在的观点来看，对于氢原子系统，海森堡思想中的定态就

是一组用 n, l,m,ms 这四个量子数标记的不同可能性，这当然属于我们这个可能性完备集

的一个例子。

仿照海森堡的跃迁元思想，我们可以说，每个物理量都应该表示成两种可能性之间的

跃迁元，不过这两种可能性都必须是从一个预先选定的可确定区分可能性完备集 S 中选

出来的，我们可以将这两种可能性分别标示在跃迁元的左边和右边，也即是说，对于某个

物理量 A, 我们可以将它的跃迁元记为 ⟨ j|A|i⟩，它就相应于我们之前的记号 [A] ji。

请大家暂时忘掉算符，忘掉量子态的希尔伯特空间，忘记单位算符 1 的分解定理，也
不必把我们这里的 |i⟩ 和 ⟨ j| 看成是量子态的狄拉克记号，甚至你可以像海森堡一样不知
道矩阵的概念，这些都不需要。我们下面也会避免使用诸如希尔伯特空间内积的性质之类
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的东西。现在的这个跃迁元记号 ⟨ j|A|i⟩中的 A就代表物理量 A本身，左边的 j 和右边的 i

只是表示这个可能性完备集中的两种可能性，之所以把 j 放在左边，而把 i 放在右边，仅

仅只是在强调这个跃迁元 ⟨ j|A|i⟩ 代表的是，在物理量 A 的影响下系统从可能性 i 跃迁到

可能性 j 所对应的跃迁元。

同样，假设另有一个物理量 B，那么它的跃迁元就可以记为 ⟨ j|B|i⟩。海森堡告诉我们，
当我们将两个物理量 A 和 B 相乘得出物理量 AB 时，我们是把 B 的从可能性 i 到可能性

j 的跃迁元 ⟨ j|B|i⟩ 乘上 A 的从可能性 j 到可能性 k 的跃迁元 ⟨k|A| j⟩，当然因为我们考虑
的是 AB，因此要把 A 的跃迁元放到左边，B 的跃迁元放到右边，进而得到 ⟨k|A| j⟩⟨ j|B|i⟩，
注意，A 右边的可能性必须要和 B 左边的可能性一样，只有这样我们才可以将这两个跃

迁元乘起来。可以直观地将 ⟨k|A| j⟩⟨ j|B|i⟩ 理解成，系统在物理量 B 的作用下先从可能性 i

跃迁到了中间可能性 j，然后再在物理量 A 的作用下接着从可能性 j 跃迁到可能性 k，因

此总的来说 ⟨k|A| j⟩⟨ j|B|i⟩ 相应于系统在 AB 的联合作用下从可能性 i 到可能性 k 的一个跃

迁。但它只是对 AB 的跃迁元 ⟨k|AB|i⟩ 的贡献之一，海森堡告诉我们，为了得到完整的跃
迁元 ⟨k|AB|i⟩，我们需要把所有的中间可能性 j 都加起来，因此就有

⟨k|AB|i⟩= ∑
j
⟨k|A| j⟩⟨ j|B|i⟩. (2.136)

这就是海森堡告诉我们的一条量子力学基本原理，它有两个要点：第一，物理量要用左右

两种可能性之间的跃迁元来表示，物理量相乘就是将相应的跃迁元首尾相乘。第二，为了

得到正确的联合作用物理量的跃迁元，我们需要对所有的中间可能性进行求和。这就是海

森堡给出来的跃迁元概念及其乘法规则。

那么物理上可观测的是什么呢？一般来说，并不是跃迁元本身，而是跃迁元的模方。

因此，由于海森堡的跃迁元乘法规则 (2.136)，如果你测量的是 |⟨k|AB|i⟩|2，那你就会发现
不同的中间可能性之间会产生干涉，因此，海森堡的对所有中间可能性进行求和，实际上

就是在量子力学中处于最本质地位的量子力学的相干叠加。

另外，仔细研究海森堡的跃迁元思想及其乘法规则，你会发现，实际上跃迁元左右

两边的可能性根本不必属于同一个可确定区分可能性完备集。只需要注意在相乘的时候

让它们首尾相乘 (即乘积前面一个跃迁元右边的可能性要和后一个跃迁元左边的可能性
相对应) 就可以了。比方说，我们完全可以设想有三个不同的可确定区分可能性完备集，
S = {i, i = 1,2,3...},S ′ = { j′, j′ = 1,2,3...},以及 S ′′ = {k′′,k′′ = 1,2,3...}, 我们同样可以写
出类似于 (2.136) 的跃迁元乘法规则

⟨k′′|AB|i⟩= ∑
j′∈S ′
⟨k′′|A| j′⟩⟨ j′|B|i⟩. (2.137)

上面这种推广虽然看起来很显然，但其实非常重要，因为它使得我们可以定义不同时

刻的可确定区分可能性完备集 (而不是原来的相同时刻的可确定区分可能性完备集)，比方
说，我们可以让上面的 S 定义在某个初始时刻 t0，S ′ 定义在某个中间时刻 t1，而 S ′′ 则

定义在某个末尾时刻 t2。相应的，我们可以设想物理量 A 和物理量 B 分别为某个实验装

置，其中 B 只在初始时刻 t0 和中间时刻 t1 的期间起作用，而实验装置 A 只在 t1 和 t2 的
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期间起作用。这种推广以后的海森堡跃迁元乘法规则就不是在定义通常的物理量乘积，而

是将不同时刻的物理量乘起来。

当然，海森堡的跃迁元乘法规则并没有包含所有的量子力学基本原理。除了还需要给

出具体如何计算跃迁元的办法以外，至少还有一条重要的原理我们还没有涉及到。那就是，

当海森堡说到将所有的中间可能性加起来的时候，是默认我们没有对这些中间可能性进行

测量，我们不确定系统经过 B 和 A 的连续作用从 i 最后跃迁到 k′′ 时中间都经过了些什么，

也就是说，我们不确定在 B 起作用之后，A 起作用之前，系统到底经过的是什么中间可能

性，这就是我们所谓的没有对中间可能性 j′ 进行测量。如果我们在这中间，对中间可能

性 j′ 进行了测量，那我们定义物理量乘积 AB 的时候就不能将所有的中间可能性都加起来

了，因为我们已经知道了 (假定我们的测量是完全有效的) 系统都经过了什么中间可能性
了。相反，这时候我们需要对每一种中间可能性 j′ 分别定义一个 (AB) j′ , 它简单地由下式
给出

⟨k′′|(AB) j′ |i⟩= ⟨k′′|A| j′⟩⟨ j′|B|i⟩. (2.138)

这就是量子力学另一条最基本的原理，它说的就是，一旦我们可以确定系统经过的中

间可能性具体是什么，我们就不能再把所有的中间可能性都加起来了。为了看清楚这一条

原理的含义，假设我们计算跃迁元的模方测量值 |⟨k′′|(AB) j′ |i⟩|2, 我们就会发现，中间可能
性的相干叠加消失了。事实上这时候 |⟨k′′|(AB) j′ |i⟩|2 = |⟨k′′|A| j′⟩|2|⟨ j′|B|i⟩|2。由于我们可以
对任意的物理量 A 和 B 进行这样的考察，因此我们不妨记 B|i⟩= |ψ⟩, ⟨k′′|A = ⟨ϕ |，那刚才
的结果就变成了 |⟨ϕ | j′⟩|2|⟨ j′|ψ⟩|2, 这就是我们通常更熟悉的语言所谓的测量导致量子态的
塌缩，这一结果就可以解释成，已知系统初末两个时刻的状态 |ψ⟩ 和 |ϕ⟩，测量导致系统
在中间时刻塌缩到 j′ 可能性的概率。这当然是一条关于测量的量子力学基本原理。

一般来说，两个物理量相乘，结果当然是一个新的物理量。但是，有一种特别重要的

物理量例外，那就是单位 1，1 和 1 相乘结果当然还是 1。这也就是说，1 的跃迁元乘以 1
的跃迁元，结果还是 1 的跃迁元。注意，由于跃迁元左右两边可以选择不同的可确定区分
可能性完备集，所以 1 的跃迁元一般来说并不是平凡的。假设我们有两个不同的可能性完
备集，S = {i, i = 1,2,3...} 和 S ′ = { j′, j′ = 1,2,3...}，那么 ⟨ j′|i⟩= ⟨ j′|1|i⟩ 就是一个 1 的
跃迁元。通常我们会把 1 的跃迁元叫做跃迁幅，⟨ j′|i⟩ 就是一个跃迁幅。当然，我们也可以
让 1 的跃迁元左右两边的可能性属于同一个可能性完备集，那这时候的跃迁幅是什么呢？
很显然，根据可确定区分的概念，属于同一可能性完备集的两个不同可能性之间仅在 1 的
作用下是不可能相互跃迁的，因此即有 ⟨ j|i⟩= 0, j ̸= i。另外，很显然可能性 i 到其自身的

跃迁幅应该为 1，因此我们即有

⟨ j|i⟩= δ ji, (2.139)

这就是通常人们所说的正交归一性。

由于单位 1 自乘结果还是 1，所以跃迁幅乘以跃迁幅结果还是跃迁幅，只不过要将所
有中间可能性都加起来。这就是跃迁幅特有的美妙性质，费曼的量子力学路径积分表述就

是利用跃迁幅的这一美妙性质建立起来的。我们可以在前文的公式 (2.137) 中将物理量 A
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和 B 都取作 1，从而将这一性质写成，

⟨k′′|i⟩= ∑
j′∈S ′
⟨k′′| j′⟩⟨ j′|i⟩. (2.140)

另外，我们前面已经说过了，跃迁幅的模方，比如说 |⟨ j′|i⟩|2，就是测量导致系统从
可能性 i 塌缩到可能性 j′ 的概率，由于所有不同的 j′ 可能性都可以确定地区分并且完备，

因此总概率等于 1 的概率守恒就要求

1 = ∑
j′∈S ′
|⟨ j′|i⟩|2 = ∑

j′∈S ′
⟨ j′|i⟩∗⟨ j′|i⟩. (2.141)

另外，利用正交归一性和 (2.140), 我们又有

1 = ⟨i|i⟩= ∑
j′∈S ′
⟨i| j′⟩⟨ j′|i⟩. (2.142)

比较这两个式子我们就有

⟨i| j′⟩= ⟨ j′|i⟩∗, (2.143)

这就是我们熟悉的希尔伯特空间内积的基本性质，因此终于我们知道了，跃迁幅代表的是

某种希尔伯特空间内积。

现在，我们来考虑另外一个有意思的情形，即任何物理量 A 与单位 1 相乘，结果当然
还是 A，即 A = A ·1。假设我们取两组不同的可确定区分可能性完备集 {i, i = 1,2,3....} 和
{m,m = 1,2,3...}，那这就告诉我们

⟨i|A|m⟩= ∑
j
⟨i|A| j⟩⟨ j|m⟩. (2.144)

其中 ⟨i|A| j⟩ 左右两边的可能性既然是属于同一可能性完备集，那它就是通常的矩阵的矩
阵元 (因此这时候跃迁元的概念就变成了我们通常所说的跃迁矩阵元)。上面这个式子就告
诉我们，可以把 |m⟩ 看成是某个线性空间里的列矢量，其第 j 分量就是 ⟨ j|m⟩，而物理量
A 就可以看成是线性算符，其在 |m⟩ 上的作用就是线性的矩阵相乘。算符 A 所对应的这个

矩阵的第 i 行第 j 列就是 ⟨i|A| j⟩(我们有时候也记作 Âi j)。因此我们就可以将跃迁元的语
言翻译成线性叠加的量子态和线性算符的语言。这也就是为什么我们会采用狄拉克符号这

样的记号来标记跃迁元的基本原因，因为最终我们会发现跃迁元及其乘法规则和通常的量

子态及线性算符，它们只不过是表述同一套量子力学原理的不同语言。



3. 坐标表象与波动力学

本章主要是从量子力学的基本原理出发建立起薛定谔方程在坐标表象下的表示形式，

也就是波动力学。我们主要讨论单个微观粒子的情形，但是类似的处理当然也可以推广到

多粒子情形。在本章中，我们讨论了不考虑自旋的非相对论薛定谔波动方程，讨论了磁场

中带电粒子的薛定谔波动方程，也讨论了自旋 1/2 带电粒子的薛定谔波动方程。

作为波动力学的应用，本章中我们还会讨论超导物理的有效理论，讨论超导的磁通量

子化，以及超导约瑟夫森结的基本物理规律。我们也将讨论带电粒子与磁场耦合的薛定谔

波动方程的规范不变性，讨论 Aharonov-Bohm 效应以及磁单极子。此外，我们还会用波
动力学的半经典近似来讨论量子隧穿效应，超导约瑟夫森结就是作为量子隧穿效应的一个

例子而讨论的。
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上一章我们已经详细地阐明了量子力学的基本原理，而在前面的第一章中我们也简单

介绍了非相对论粒子的波动力学。实际上，后者可以看成是前者对于非相对论粒子在坐标

表象下的表示。如何应用坐标表象的概念建立波动力学是我们这一章所要讨论的核心内容

之一。

让我们先概括一下这一章将要用到的一些普遍公式。首先，任何一个量子态 |ψ⟩ 随时
间的演化，可以用如下一般形式的薛定谔方程描述，

ih̄∂t |ψ(t)⟩= H|ψ(t)⟩. (3.1)

H 就是所谓的哈密顿算符，它对应的是能量这个物理量。

其次，由共轭转置的基本规则我们很容易知道，一个任意的算符 B 和它的厄米共轭算

符 B† 之间满足,

⟨ϕ |B|ψ⟩∗ = ⟨ψ|B†|ϕ⟩. (3.2)

最后，人们总是可以将任意可观测量 A 的线性独立本征态 {|i⟩, i = 1,2,3...} 取成相互
正交归一的，即满足

⟨i| j⟩= δi j. (3.3)

不仅如此，由于对任何量子态进行测量，总是可以得到物理量 A 的某个值，因此 A 的这

一组正交归一本征态还必然是完备的，也就是说，任意态 |ψ⟩ 都可以写成 {|i⟩, i = 1,2,3...}
的线性叠加的形式。正因为如此，这一组本征态 {|i⟩, i = 1,2,3...} 必然可以作为希尔伯特
空间的一组正交归一矢量基，因此有

∑
i
|i⟩⟨i|= 1, (3.4)

这里的 1 就是单位算符，或者说恒等算符。

3.1 单个非相对论粒子

这一节我们将主要以一维运动为例推导单个非对论粒子的波动力学方程。为此，除了

量子力学的一般原理以外，我们还需要一个额外的基本假设，即著名的德布罗意关系式，

也就是，一个动量为 p 的微观粒子可以用一个波数 k = p/h̄ 的平面波来描述。或者说，动

量为 p 的微观粒子，其波函数为

ψp(x) = cexp(ipx/h̄) . (3.5)

当然有些量子力学书是用一些其它假设来取代这个假设的，但是采用这个假设作为出发点

有如下一些好处：首先，德布罗意的这个波粒二象性关系有直接的实验验证，也可以说它

是量子力学中被实验检验得最多的一个基本事实，这不像其它的一些代替性假设，它们和

实验之间的关系往往是间接的。第二，这么处理也是最符合量子力学的历史发展过程的。

第三，它也许是最不抽象最直观的。
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3.1.1 位置本征态和动量本征态

对于一个非相对论粒子来说，它的基本物理量就是坐标和动量，但是德布罗意关系

(3.5) 告诉我们，一个动量为 p 的粒子，其位置是完全不确定的，也就是说坐标和动量不

可同时测定。因此为了选定希尔伯特空间的一组矢量基，我们要么取一组位置本征态 |x⟩，
要么取一组动量本征态 |p⟩。所谓的坐标表象，就是将微观粒子的量子态 |ψ⟩ 在位置本征
态 |x⟩ 中进行展开。根据一般性公式 (3.4)，位置本征态必然要满足∫

dx|x⟩⟨x|= 1, (3.6)

这里因为位置是一个连续变量，所以我们将公式 (3.4) 中离散的求和改成了积分。任意量
子态 |ψ⟩ 必然可以展开成，|ψ⟩ =

∫
dx|x⟩⟨x|ψ⟩, 展开系数 ⟨x|ψ⟩ 就叫做微观粒子的波函数

ψ(x), 即

ψ(x) = ⟨x|ψ⟩. (3.7)

值得说明一下的是，与方程 (3.6) 相应的，位置本征态必然要满足 ⟨x|y⟩= δ (x− y) 这

样的正交归一关系。这是由于 δ (z−x) = ⟨z|x⟩=
∫

dy⟨z|y⟩⟨y|x⟩=
∫

dyδ (z−y)δ (y−x) 是一个

恒等式，因此只有这样的正交归一方式才能与 (3.6) 相容。
利用波函数的概念，我们就可以计算两个量子态之间的内积

⟨ϕ |ψ⟩=
∫

dx⟨ϕ |x⟩⟨x|ψ⟩=
∫

dxϕ ∗(x)ψ(x) = (ϕ ,ψ), (3.8)

这里的第一个等号是在行矢量 ⟨ϕ | 与列矢量 |ψ⟩ 中间插入了一个单位算符 1，并利用了等
式 (3.6),而第二个等号是利用了 ⟨ϕ |x⟩= ⟨x|ϕ⟩∗ = ϕ ∗(x)。另外，(ϕ ,ψ)是坐标表象下的一个

常用记号，它就定义成 (ϕ ,ψ) =
∫

dxϕ ∗(x)ψ(x), 通常称作两个波函数的内积，很显然，它
也满足

(ϕ ,ψ)∗ = (ψ,ϕ). (3.9)

由于德布罗意告诉我们的波函数 (3.5) 是一个动量确定的粒子的波函数，也就是动量
本征波函数，因此如果将波函数定义式 (4.61) 中的 |ψ⟩ 态取作动量本征态 |p⟩ 即有，

⟨x|p⟩= cexp(ipx/h̄) . (3.10)

同样，作为希尔伯特空间的一组矢量基，动量本征态 |p⟩ 当然也要满足类似的∫
d p|p⟩⟨p|= 1. (3.11)

由 δ (x− y) = ⟨x|y⟩=
∫

d p⟨x|p⟩⟨p|y⟩=
∫

d p⟨x|p⟩⟨y|p⟩∗ =
∫

d p|c|2 exp(ip(x− y)/h̄)

= |c|22π h̄δ (x−y)(式中第四个等号我们代入了 (3.10)式，最后一个等号则利用了
∫

dkeikx =

2πδ (x))，我们可以知道，c 应该取成 1/
√

2π h̄, 因此，

⟨x|p⟩= 1

(2π h̄)
1
2

exp(ipx/h̄) . (3.12)

从这个式子我们可以很容易注意到

−ih̄∂x⟨x|p⟩= p⟨x|p⟩. (3.13)
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3.1.2 算符在坐标表象下的表示

我们已经将抽象的量子态 |ψ⟩ 表示成了坐标表象下的波函数 ψ(x)，现在来考察算符

在坐标表象下的表示。对于一维的非相对论粒子，它最基本的算符就是位置算符 X 和动

量算符 P，其它物理量的算符都可以由这两个算符通过算符乘法、加法、以及乘上一个常

数倍数这样的操作生成，也就是说，都具有 O(X ,P) 这样的形式。这里 O(X ,P) 表示某个

X 和 P 的函数，当然我们还要求它有厄米性。

对于任何一个希尔伯特空间的抽象算符 A，我们定义它在坐标表象中的表示为 Â, Â

由下式定义

Âψ(x) = ⟨x|A|ψ⟩, (3.14)

式中 |ψ⟩是任意一个量子态，ψ(x)是它的波函数。很显然，如果抽象算符 A作用在态 |ψ⟩上
得到 |ϕ⟩，即 A|ψ⟩= |ϕ⟩。那么根据我们的定义 (3.14)，就有 Âψ(x) = ⟨x|A|ψ⟩= ⟨x|ϕ⟩= ϕ(x)，
即有 Âψ(x) = ϕ(x)。也就是说，Â 在波函数上的作用与抽象算符 A 在相应狄拉克符号上的

作用完全对应，因此它的确够成了抽象算符 A 的表示，也因此，只要 A 是一个线性算符，

那么相应的 Â 也必然是一个线性算符。假设 A 的本征方程为 A|un⟩ = λn|un⟩, 那么相应就
有 Â 的本征方程，Âun(x) = λnun(x)，两者的本征值和本征矢量都完全对应。

不仅如此，我们还可以计算任意算符 A 在任意两个态 |ψ⟩ 和 |ϕ⟩ 上的矩阵元 ⟨ϕ |A|ψ⟩，
⟨ϕ |A|ψ⟩=

∫
dx⟨ϕ |x⟩⟨x|A|ψ⟩=

∫
dxϕ ∗(x)Âψ(x) = (ϕ , Âψ), 即有

⟨ϕ |A|ψ⟩= (ϕ , Âψ). (3.15)

那么，在坐标表象中我们怎么定义一个算符 Â 的厄米共轭算符 Â† 呢？很简单，由于 Â 是

抽象算符 A 在坐标表象下的表示，我们就相应地定义 Â† 为 A† 在坐标表象下的表示，即，

Â†ψ(x) = ⟨x|A†|ψ⟩. (3.16)

因此我们同样有 ⟨ψ|A†|ϕ⟩ = (ψ, Â†ϕ), 而由公式 (3.2) 我们可以知道 ⟨ψ|A†|ϕ⟩∗ = ⟨ϕ |A|ψ⟩，
因此 (ψ, Â†ϕ)∗ = (ϕ , Âψ)。又由于根据波函数内积所满足的 (3.9), (ψ, Â†ϕ)∗ = (Â†ϕ ,ψ), 因
此我们就有

(Â†ϕ ,ψ) = (ϕ , Âψ). (3.17)

这就是我们定义的 Â† 所满足的基本关系式, 它和人们在波函数空间中对一个算符的厄米
共轭算符的通常定义完全一样。根据这个结果我们可以知道，任何一个抽象的厄米算符，

其在坐标表象中的表示也必然是一个厄米算符！特别的，位置算符 X 的表示 X̂ 必然是一

个厄米算符，动量算符 P 的表示 P̂ 也必然是一个厄米算符。我们下面要做的，就是根据

我们对算符表示的定义 (3.14)，求出 X̂ 和 P̂ 的具体形式。

3.1.3 位置算符，动量算符，哈密顿算符

我们先来看位置算符。由于 |x⟩ 是位置本征态，相应的坐标值是 x，所以 X |x⟩= x|x⟩，
也即 ⟨x|X = x⟨x|。因此根据我们的定义 (3.14)，X̂ψ(x) = ⟨x|X |ψ⟩ = x⟨x|ψ⟩ = xψ(x)，这也

就是说，在坐标表象中，位置算符 X̂ 其实就是给波函数乘上 x, 你也可以简记为 X̂ = x。
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对于动量算符，由定义 (3.14)，̂Pψ(x)= ⟨x|P|ψ⟩=
∫

d p⟨x|P|p⟩⟨p|ψ⟩=
∫

d pp⟨x|p⟩⟨p|ψ⟩=∫
d p− ih̄∂x⟨x|p⟩⟨p|ψ⟩=−ih̄∂x

∫
d p⟨x|p⟩⟨p|ψ⟩=−ih̄∂xψ(x) (式中第三个等号我们利用了 |p⟩

作为动量本征态的定义，即 P|p⟩= p|p⟩，第四个等号我们利用了等式 (3.13), 而且整个式
子我们还利用了 (3.11)), 即 P̂ψ(x) =−ih̄∂xψ(x), 由此可见，坐标表象下的动量算符 P̂ 为

P̂ =−ih̄∂x. (3.18)

由 X̂ 和 P̂的表达式，我们容易得到 [X̂ , P̂] = (−ih̄)(x ·∂x−∂x ·x)= (−ih̄)(x ·∂x−1−x ·∂x)=

ih̄, 即 [X̂ , P̂] = ih̄。由于 X̂ 和 P̂ 分别是抽象算符 X 和 P 的表示，因此这也就说明了

[X ,P] = ih̄. (3.19)

抽象算符写法的好处是，它不依赖于具体的表象。

前面在第二章的习题中我们证明了，如果两个可观测物理算符 A,B 不对易，那么在任

意量子态 |ψ⟩ 上将有，

(∆A)2 · (∆B)2 ≥ 1
4

∣∣[A,B]∣∣2. (3.20)

我们将这个结果应用于 A = X ,B = P，并记 δX =

√
(∆X)2, δP =

√
(∆P)2 分别为 X ,P 的测

量不确定度，那么利用 [X ,P] = ih̄，我们即有

δXδP≥ h̄
2
. (3.21)

这就是著名的海森堡不确定关系。它告诉我们粒子的位置和动量不可同时测定，两者测量

不确定度的乘积必须大于等于 h̄/2。

假设记哈密顿算符 H 在坐标表象下的表示为 Ĥ, 那么由于一维非相对论粒子的总
能量等于动能与势能之和，即为 p2

2m +V (x)，所以很容易猜到相应的哈密顿算符应该是

H = P2

2m +V (X), 也就有 Ĥ = P̂2

2m +V (X̂), 代入上面我们找到的 X̂ 和 P̂ 的表达式，即有

Ĥ =− h̄2

2m ∂ 2
x +V (x)。又由 ih̄∂tψ(x, t) = ih̄∂t⟨x|ψ(t)⟩= ⟨x|ih̄∂t |ψ(t)⟩= ⟨x|H|ψ(t)⟩= Ĥψ(x, t)(式

中第三个等号我们使用了一般形式的薛定谔方程 (3.1)), 我们就有 ih̄∂tψ(x, t) = Ĥψ(x, t)。

由此就可以知道一维非相对论粒子在坐标表象下的薛定谔方程为

ih̄
∂
∂ t

ψ(x, t) =
[
− h̄2

2m
∂ 2

∂x2 +V (x)
]

ψ(x, t). (3.22)

这就是最广为人知的薛定谔波动方程。这样我们就从作为量子力学基本原理之一的最一般

形式的薛定谔方程 (3.1) 推导出了薛定谔波动方程，当然，在这个过程中，为了得到动量
算符的具体表示形式，我们需要额外用到德布罗意关系 (3.5)。

人们很容易把上面的推理过程推广到三维空间，这时候动量算符 P 的坐标表象表示
就是 P̂ =−ih̄∇。进一步写出相应的坐标表象薛定谔方程是直接了当的，结果是，

ih̄
∂
∂ t

ψ(x, t) =
[
− h̄2

2m
∇2 +V (x)

]
ψ(x, t). (3.23)
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当然，人们也很容易得到三维空间位置算符和动量算符之间的对易关系，我们可以用分量

形式将它们概括如下

[Xi,X j] = [Pi,Pj] = 0, [Xi,Pj] = ih̄δi j. (3.24)

式中指标 i, j = 1,2,3，分别对应 x,y,z 分量。

3.1.4 概率流密度

在第二章中我们已经看到，薛定谔方程有幺正性，会保证概率守恒。而且我们也知道，

对于单粒子波动力学，我们还可以引入局域的概率密度概念，即 ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2。因此
一个自然的问题是，在单粒子波动力学中有没有局域的概率守恒？换言之，我们想知道存

不存在一个概率流密度 J(x, t)，使得下面的连续性方程成立

∂tρ +∂xJ = 0. (3.25)

J(x, t) 代表的就是单位时间沿着 x 轴正方向流过 x 点的概率。如果能找到这样的 J(x, t)，

我们就说单粒子波动力学是局域概率守恒的。

实际上，J(x, t) 的确存在，为此我们将单粒子薛定谔波动方程及其复共轭方程重写如

下

ih̄
∂
∂ t

ψ(x, t) =
[
− h̄2

2m
∂ 2

∂x2 +V (x)
]

ψ(x, t).

−ih̄
∂
∂ t

ψ∗(x, t) =
[
− h̄2

2m
∂ 2

∂x2 +V (x)
]

ψ∗(x, t). (3.26)

然后我们用 ψ∗ 乘以上式的第一个方程，用 ψ 乘以上式的第二个方程，再将结果相减，就
可以得到

ih̄
∂
∂ t

(
ψ∗ψ

)
=

(
− h̄2

2m

)[
ψ∗

∂ 2

∂x2 ψ−ψ
∂ 2

∂x2 ψ∗
]

=
∂
∂x

[
− h̄2

2m
(ψ∗∂xψ−ψ∂xψ∗)

]
. (3.27)

很显然，最终的这个方程的确能够写成连续性方程 (3.25) 的形式，只需要我们取

J(x, t) =
−ih̄
2m

(
ψ∗∂xψ−ψ∂xψ∗

)
=

1
2m

(
ψ∗P̂ψ−ψP̂ψ∗

)
. (3.28)

这就是一维非相对论粒子概率流密度的表达式。

我们也很容易将上面的结果推广到三维情形，这时候概率流密度将是一个矢量 J(x, t)，
代表的是在这个矢量的横截面上，单位时间之内通过单位横截面积的概率。这时候相应的

局域概率守恒方程就是

∂tρ +∇ ·J = 0. (3.29)
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为了得到 J(x, t) 的表达式，人们只需将 (3.28) 式中的一维动量算符替换成三维动量算符
P̂ =−ih̄∇, 从而即有

J(x, t) =
−ih̄
2m

(
ψ∗∇ψ−ψ∇ψ∗

)
. (3.30)

读者可以直接写出三维的薛定谔波动方程，然后按照和一维情形完全一样的推导来证明这

一表达式的确是对的。

3.1.5 习题

1. 假设某一维运动的自由粒子 (即势能等于 0) 在 t = 0 时刻的波函数为高斯型波包

ψ(x,0) =Ce−
1
4 x2/σ2

，这里 σ 为某个非 0 实数。(1). 请将这个波函数归一化，定出常数 C。

(2). 假设定义动量空间波函数为 ψ(p, t) = ⟨p|ψ(t)⟩，请计算 ψ(p,0)。(3). 请导出 ψ(p, t) 所

满足的薛定谔波动方程，并根据上一问求出来的 ψ(p,0) 解出 ψ(p, t)。(4). 请根据上一问
求出来的 ψ(p, t) 求出这个粒子在 t 时刻的波函数 ψ(x, t)。(5). 请计算 ψ(x, t) 态上粒子位

置坐标 X 以及 X2 的期望值，再计算粒子动量 P 和 P2 的期望值，进而验证海森堡不确定

关系。

2. 这道题是两个基本的计算。(1). 假设粒子的波函数为 ψ(x) = Ceik·x(C 为某个非 0
复数)，请计算概率流密度。(2). 假设粒子的波函数为球面波 ψ(x) =Ceikr/r，请计算相应

的概率流密度。

3. 假设我们定义能量密度 w(x, t) = h̄2

2m(∇ψ) · (∇ψ∗)+ψ∗V (x)ψ, 以及能量流密度 S =

− h̄2

2m

( ∂ψ∗
∂ t ∇ψ + ∂ψ

∂ t ∇ψ∗
)
(注意这里的 S 不是表示自旋算符)，这里 ψ(x, t) 为粒子的波函数，

V (x) 为势能。请证明，它们满足局域的能量守恒方程

∂w
∂ t

+∇ ·S = 0. (3.31)

4. 假设粒子处于形如 ψ(x, t)= e−iEt/h̄ψ(x)的定态上，满足定态薛定谔方程
[
− h̄2

2m ∇2 +V (x)
]

ψ(x)=
Eψ(x)。请证明，在这样的定态上，粒子的概率密度和概率流密度均与时间无关。同样，请
证明粒子的能量密度和能量流密度也都与时间无关，并请证明 S = EJ。

3.2 带电粒子与磁场的相互作用

3.2.1 磁场中带电粒子的薛定谔波动方程和概率流密度

我们这里还想讨论另一个也很常见的薛定谔波动方程，即一个带电粒子 (假设电荷为
e) 在磁场中的薛定谔方程。在电动力学中我们知道，磁场总可以用矢量势 A(x) 来描述。
而且从理论力学中我们知道，处于磁场中的一个非相对论带电粒子的哈密顿量可以写成
(p−eA)2

2m +V (x), p 就是带电粒子的动量，或者更严格地说是正则动量。因此很容易猜到，带
电粒子的哈密顿算符为

H =
(P− eA)2

2m
+V (X). (3.32)
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由于动量算符 P 在坐标表象下的表示为 P̂ =−ih̄∇，因此我们很容易得到相应的坐标表象
下的哈密顿算符，进而就可以得到如下薛定谔波动方程，

ih̄
∂
∂ t

ψ(x, t) =

[
− h̄2

2m

(
∇− ie

h̄
A(x)

)2

+V (x)

]
ψ(x, t). (3.33)

从这个方程 (3.33)可以看到，磁场的引入就相当于在薛定谔波动方程中将梯度算符 ∇
替换成 ∇− ie

h̄ A，而这个表达式是复的。注意到这一点，我们就可以完全按照前面推导概
率流密度的类似办法来推导磁场中带电粒子的概率流密度，最终的结果是

J(x, t) =
−ih̄
2m

(
ψ∗∇ψ−ψ∇ψ∗

)
− e

m
Aρ. (3.34)

我们看到，加了磁场以后，带电粒子的概率流密度多了一个正比于 Aρ 的项。特别的，假
设我们把波函数 ψ(x, t) 写成 ψ(x, t) =√ρeiθ(x,t) 的形式 (式中 θ(x, t) 为波函数的相位，为
实数)，则上面的概率流密度就可以重写成

J(x, t) =
(
h̄∇θ − eA

)
ρ/m. (3.35)

对于一块导体而言，假设我们近似认为其传导电子是相互独立的，总粒子数为 N，那

么，如果它的所有传导电子都可以处于相同的量子态 ψ(x, t) 的话，那它的电荷密度将是
ρe = eNρ = en(x, t)，n(x, t) = Nρ 为传导电子数密度，而电流密度将是 Je = eNJ。这时候，
如果导体内传导电子的电荷密度不为零，那磁场的存在就会引起一个额外的电流 − e2

m An。

但是，正如我们将会在后面的章节中进一步讨论的，电子是费米子，由于泡利不相容原理，

不同的传导电子不可能处于相同的量子态，所以正常来说，这一段的分析并不能成立。

但是，在传统的超导体中，电子成双成对，通过声子传递相互作用，两个电子配成了

所谓的库珀对，妙就妙在，由于库珀对由两个费米子组成，所以它其实是一个玻色子。费

米子总是孤独的，但是就好比大量光子能凑在一起形成宏观的电磁波，在温度足够低时，

作为玻色子，所有库珀对会凝聚到相同的最低能态上去，因此对于库珀对上一段对电荷密

度以及电流密度的讨论就可以成立了。这时候前面的波函数 ψ(x, t) 可以看成是单个库珀
对的波函数，当然，由于所有库珀对都处于相同的状态，ψ(x, t) 其实同时是任何库珀对的
波函数，而前面的 e 现在就应该理解成库珀对的电荷 (也即是电子电荷的两倍)。
由于超导材料背景正离子的电荷分布几乎是均匀的，所以电荷平衡要求库珀对的电荷

密度在超导内部也是一个不为零的常数，即库珀对在超导体内部会是一个均匀分布 (从而
ρ 是一个常数)。一般来说这也意味着，超导体的基态将具有空间平移不变性，从而库珀对
波函数的相位 θ 也将是一个常数，因此根据 (3.35) 式，对于这种情形的超导体将有

J(x, t) =−eAρ/m. (3.36)

这时候根据 (3.36)式，磁场所满足的电动力学方程 ∇2A =−µ0Je 就会变成，∇2A = µ0
e2n
m A。

这个方程的解是指数衰减的 (指数增长解非物理)，A ∼ e−x/λ , 式中 (1/λ )2 = µ0
e2n
m ，这也

就是说，磁场线只能穿透到超导材料表面很薄的一层 (穿透深度大概为 λ ), 也即是说，无
论初始状态为何，超导体总会将磁场线排斥出去，在超导体内部磁场总是 0，超导体有完
全抗磁性，这就是著名的迈斯纳效应。
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3.2.2 超导体的磁通量子化

上一小节最后的分析也告诉我们，超导电流只分布在超导体表面穿透深度约为 λ 的
一个小薄层里面，超导体内部是没有电流的。实际上，我们可以将整个论证过程反过来，

根据超导体内部没有电流的事实，进而由 (3.35) 式得出, 在超导体内部有

h̄∇θ = eA, (3.37)

这个式子是一个更为一般性的结果，因为它允许我们讨论系统没有空间平移不变性的 θ 不
是常数的情形。根据这个结果 (3.37)，我们马上就有，在超导体内部 B = ∇×A = h̄/e∇×
∇θ = 0, 即超导体内部磁场恒为 0，这也就是迈斯纳效应。

但是，为什么超导体内部通常没有超导电流呢？为了看清楚这一点，首先由局域概率

守恒方程 ∂tρ +∇ ·J = 0 可知, 当超导材料达到稳定状态，从而库珀对的密度不随时间变化
时，ρ 将与时间无关，从而必有 ∇ ·J = 0，也即是说，这时候超导体内部的超导电流必为

稳恒电流。进一步取 ψ(x, t) =√ρeiθ(x,t)(假设库珀对均匀分布，从而 ρ 是一个常数)，代入
薛定谔波动方程 (3.33), 再利用 (3.35) 式，就有

−h̄
∂θ
∂ t

=
m

2ρ2 J2 +V (x). (3.38)

假设系统达到稳定状态，从而方程 (3.38) 右边与时间无关，因此可以记 −h̄ ∂θ
∂ t = ε(x), 从

而 θ(x, t) = θ0(x)− ε(x)t/h̄, 也即是说，库珀对的波函数将具有 ψ(x, t) = ψ(x)e−iε(x)t/h̄ 的

形式，因此这时候，ε(x) =−h̄ ∂θ
∂ t 可以看成是 x 点的库珀对的能量。另一方面，当温度非

常低时，库珀对将处于最低能态，而从 (3.38) 式可以清楚地看到，要让这个能量 ε 最低就
必定要求 J = 0，这就是超导体内部通常没有超导电流的根本原因。

迈斯纳效应告诉我们，超导体内部磁场必定为 0。但是，有可能出现这样一种情况，
即在超导材料中间的某个很小的管状区域内，材料可能不处在超导态，而是处在通常的物

态，这个通常态的管状小区域被超导态包围着。因为这个小区域是通常态，所以它允许磁

场通过，因此我们可以设想有磁通从这个通常态小管子内通过，如图 (3.1) 所示。我们知

Figure 3.1: 超导体的磁通量子化。

道，在通常态管状区域与周围超导态交界的一个厚度为 λ 的小薄层内会有超导电流。当通
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常态小管子内的磁场发生变化时，它就会在这个薄层内产生感生电场，由于超导电流的电

阻为 0，所以即使一点点感生电场也可以产生足够大的感生电流，因此，当通常态小管子
内的磁场发生变化时，在这个交界薄层内将会有足够大的超导电流阻碍这个磁通的变化。

因此，可以设想，被超导态包围的通常态小管子内的磁通将保持恒定不变。实际上，正如

我们将要证明的，这个磁通不仅恒定不变，而且它还是量子化的。

由于中间有磁场通过，所以在如图 (3.1) 所示的这种情况下，超导态内部任何一条
包围通常态小管子的闭合回路上，矢量势 A 将不为 0，这是因为，沿着这样的闭合回路∮

L A ·dl =
∫

S B ·dS = Φ，式中 S 表示回路 L 所包围的面积，Φ 就是通常态小区域上的磁通。
另一方面，我们又知道，在超导态内部，电流必定为 0，从而有方程 (3.37)，根据这

个方程，
∮

L A ·dl = h̄/e
∮

L ∇θ ·dl = h̄/e
∮

L dθ，但是由于 θ 是波函数的相位，因此围绕着闭
合回路一周，θ 的改变量只可能取 2nπ(n ∈ Z)，从而必有

Φ =
∮

L
A ·dl = n2π h̄/e. (3.39)

因此，超导体允许的磁通必然是量子化的，其量子化单位为

Φ0 = 2π h̄/e, (3.40)

称为一个磁通量子。

人们通常称超导体内部出现的这种带量子化磁通的通常态小管子为超导体的涡旋线

激发，因为从远处看，它就是一根内部有磁力线通过的细线，而上一段中的整数 n 就称为

相应涡旋线的拓扑量子数。这样的涡旋线激发实际上可以在超导体里面运动变形，不仅如

此，两个不同拓扑量子数的涡旋线还可以合并成一个涡旋线，而一个高拓扑量子数的涡旋

线也可能分裂成多个低拓扑量子数的涡旋线，但是，在整个这样的合并或分裂过程前后，

总拓扑量子数是守恒的。

拓扑量子数的守恒可以这样来论证：假设在超导体内取一个很大的闭合回路 L，则很

显然， 1
2π
∮

L dθ = w ∈ Z, 而这个结果显然不依赖于 θ(x, t) 在回路 L 所包围的区域内的具

体细节，只要 θ(x, t) 在区域的边界 L 上渐近不变，那无论 θ(x, t) 在区域内部如何变化，
1

2π
∮

L dθ = w 都将保持不变。另一方面，由于 θ 是波函数的相位，ψ ∼ eiθ，因此对于任何

闭合回路 C， 1
2π
∮

C dθ 其实就是当我们围绕 C 逆时针走一周时，波函数 ψ(是一个复数) 在
复平面内围绕着原点转动的圈数。从而涡旋线的拓扑量子数其实就是当我们围绕着涡旋线

走一周时，波函数在复平面内转动的圈数。而 1
2π
∮

L dθ = w 就是当我们围绕着大闭合回路

L 走一圈时波函数在复平面内转动的总圈数，很显然，它必然等于围绕 L 包围的区域内每

一个涡旋线激发走一圈时波函数在复平面内转动的圈数的总和，也就说，w 必然等于 L 所

包围的区域内所有涡旋线的拓扑量子数之和，如图 (3.2) 所示。从而 w 的恒定不变性就意

味着拓扑量子数守恒。

3.2.3 规范不变性

在电动力学中我们知道麦克斯韦方程组有所谓的规范不变性，即在如下规范变换

ϕ → ϕ −∂tε, A→ A+∇ε, (3.41)
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Figure 3.2: 超导体的横截面图，回路 L 之内包围了三个涡旋线。

的作用下，电场强度 E 和磁场强度 B 都保持不变。式中 ε(x, t) 为一个任意的实函数，ϕ
为电磁场标量势，A 为矢量势，我们这里主要关心矢量势以及与之相关的磁场，因此下面
我们将仅仅考察 ε(x) 与 t 无关的规范变换。

下面我们想要考察的是，带电粒子的薛定谔波动方程 (3.33) 如何才能保持规范不变
性。答案其实非常简单，只要在矢量势作规范变换 A→ A+∇ε 的同时，让带电粒子的波
函数 ψ(x, t) 同时作如下变换

ψ(x, t)→ eieε(x)/h̄ψ(x, t) with A→ A+∇ε. (3.42)

因为很容易验证，在这样的变换下将有，(
∇− ie

h̄
A(x)

)
ψ(x, t)→ eieε(x)/h̄

(
∇− ie

h̄
A(x)

)
ψ(x, t). (3.43)

进而就容易知道，带电粒子的薛定谔波动方程 (3.33) 将在规范变换 (3.42) 下保持形式不
变。

正因为算符 ∇− ie
h̄ A 在规范变换 (3.42) 下有形如 (3.43) 这样美好的数学性质，即(

∇− ie
h̄ A
)
ψ(x, t) 和 ψ(x, t) 的变换规律是一样的。所以，数学家常常称 ∇− ie

h̄ A 为协变导
数，用分量形式可以记作 Di, 即

Di = ∂i−
ie
h̄

Ai(x). (3.44)

与协变导数密切相关，数学家也常常称矢量势 Ai 为 U(1) 向量丛上的联络。读者不要

被 U(1) 向量丛这样的数学术语吓住，其实它就是在空间每一点 x 上指定一个复数 (向
量)ψ(x), 并且这些复数可以按照规则 (3.42) 进行变换。所谓的 U(1) 其实指的就是 ψ(x)
的变换规则是乘上相因子 eieε(x)/h̄。

人们常常类比于动量算符 P̂i =−ih̄∂i(也称作正则动量算符), 但是将普通的偏导替换成
协变导数，进而引入力学动量算符 Π⃗, 其分量形式可以定义成

Πi =−ih̄Di = P̂i− eAi(x). (3.45)

与通常的正则动量算符不同，力学动量算符两两不对易，读者可以计算出它们的对易关系

是

[−ih̄Di,−ih̄D j] = (ih̄e)Fi j, (3.46)
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式中 Fi j = ∂iA j− ∂ jAi, 人们很容易看出，它实际上就是对矢量场 A 求旋度的分量式写法，
比如 ∂xAy− ∂yAx 其实就是 (∇×A)z。因此，Fi j 和磁场强度 B 的分量形式是一一对应的，
人们可以通过使用所谓的列维-席维塔符号 εi jk 并结合求和约定，从而将这两者之间的对

应关系写成 Fi j = εi jkBk。这里 εi jk 关于三个指标是全反对称的，即任意两个指标交换顺序

都会出一个负号 (因此当三个指标中有两个取值一样时就会得到 0)，比如说 ε jik = −εi jk，

并且 ε123 = 1。而所谓的求和约定是指，当一个表达式中出现两个重复指标时，就默认对

这个指标进行求和，比方说刚才的表达式 εi jkBk 我们就默认对指标 k 的三个不同取值进行

求和。

在数学上，求和约定并不是本质性的东西，但是它有时候可以省略掉一大堆求和符号，

从而使得式子更加简洁明了，据说爱因斯坦在研究广义相对论的时候最早引入了这样的求

和约定，所以有时候也称之为爱因斯坦求和约定。利用 Fi j = εi jkBk，我们又可以将 (3.46)
式重写成

[Πi,Π j] = (ih̄e)εi jkBk. (3.47)

之所以称 Π⃗ = P̂− eA 为力学动量的原因是，利用它我们可以将磁场中带电粒子的哈密顿
量写成标准的动能加势能的形式

Ĥ =
Π⃗2

2m
+V (x). (3.48)

列维-席维塔符号 εi jk 结合求和约定的一个很常见的应用是用来表示三维矢量的叉乘，

比方说假设 c = a×b，那么我们很容易验证 ck = εi jkaib j，注意这里对指标 i, j 都是要求

和的。因此，我们也可以将 Fi j 和磁场强度 B 的分量形式之间的对应关系反过来写成，
Bk =

1
2 εi jkFi j。

如果将波函数 ψ(x) 推广成一个多分量的列矢量波函数，同时将变换的相因子 eieε(x)/h̄

推广成一个多行多列的幺正矩阵，矢量势 Ai(x) 也作相应的推广 (也要变成矩阵)，那我们
就把电磁场推广到了所谓的杨-米尔斯场 (或者说非阿贝尔规范场)。你可能知道，杨-米尔
斯场可以描写夸克和胶子的相互作用，也是粒子物理标准模型的基础。但杨-米尔斯场其
实是电磁场的推广，而杨-米尔斯场的杨就是指的杨振宁，因为他和米尔斯两个人最早做
出了这一理论推广。不过，在非阿贝尔规范场的推广中，公式 (3.46) 依然成立，实际上
这时候它可以看成是 Fi j 的定义式。但是，由于 Ai(x) 变成了矩阵，所以 [−ih̄Di,−ih̄D j] =

(ih̄e){∂iA j−∂ jAi +(e/ih̄)[Ai,A j]}, 也即是说，这时候 Fi j = ∂iA j−∂ jAi +(e/ih̄)[Ai,A j]，在 Fi j

的表达式中额外多加一个矩阵对易子项 (e/ih̄)[Ai,A j] 从而使得公式 (3.46) 普遍成立，就是
杨振宁和米尔斯在规范场数学上的关键性突破。

规范变换告诉我们，当我们用波函数 ψ(x) 来描写带电粒子，同时用矢量势 A 来描写
电磁场时，我们的描述并不唯一，两个可以通过规范变换 (3.42) 联系起来的数学描述在物
理上其实相互等价。也就是说，真正物理上可以测量的量必须是规范不变的，ψ(x) 和 A
本身不是物理可观测量，而只是我们描述物理规律的时候用到的数学变量，这样的数学描

述可以相差一个规范变换，因此在物理上它们是一种冗余的描述。人们之所以采用这种冗

余的描述，是因为它可以使得方程很简洁。
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总之，真正物理上的可观测量必须规范不变。什么样的量在规范变换 (3.42) 下会保持
不变呢？首先我们很容易发现，带电粒子的概率密度 ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2 是规范不变的，因
此可观测。其次，我们注意到，在规范变换 (3.42)下，从空间某点 a到空间某点 b的线积分

exp
(

i e
h̄

∫ b
a A ·dl

)
(如图 (3.3) 所示) 将变换为 exp(ieε(b)/h̄)exp

(
i e

h̄

∫ b
a A ·dl

)
exp(−ieε(a)/h̄)。

因此，下面的表达式是规范不变的

Figure 3.3: 矢势场 A 中的一条路径。

ψ∗(b)exp
(

i
e
h̄

∫ b

a
A ·dl

)
ψ(a). (3.49)

在物理上，这个表达式正比于一个概率幅，即 ψ 态的带电粒子，我们测到它从 a 点出发

沿着如图 (3.3) 所示的积分路线运动到 b 点的概率幅，式中的 ψ∗(b)ψ(a) 就正比于矢量势

A = 0 时的相应概率幅。

从上面的表达式 (3.49) 可以看到，当带电粒子在矢量势 A 中沿着某条路径 L 运动时，

它的量子力学概率幅要额外多乘一个因子

exp
(

i
e
h̄

∫
L

A ·dl
)
, (3.50)

这是规范不变性所要求的。

另外，如果我们将波函数写成 ψ(x, t) =
√

ρ(x, t)eiθ(x,t) 的形式，那 (3.49) 式的规范不
变性也等价于下面的相位差 ∆θA 的规范不变性，

∆θA = θ(b)−θ(a)− e
h̄

∫ b

a
A ·dl. (3.51)

3.2.4 Aharonov-Bohm 效应

我们知道，矢量势 A本身不物理，磁场强度 B才是物理的。因此人们可以会想，在磁
场区之外运动的带电粒子应该不受磁场影响。在经典物理的层次上，这个结论无疑是对的，

因为磁场区之外的带电粒子受到的洛伦兹力当然是 0。但是，在量子力学的层次上，我们
从薛定谔波动方程 (3.33) 可以看到，与带电粒子直接耦合的是矢量势 A，而不是磁场强度
B，因此这个结论是否依然成立就值得进一步研究了。

实际上，Aharonov-Bohm 指出，在量子力学的层次上，上面所说的结论并不对，磁
场可以对带电粒子产生非局域的影响。为了看清楚这一点，Aharonov-Bohm 重新考察了
著名的电子双缝干涉实验，只不过 Aharonov-Bohm 在双缝的背后添加了一个细小的螺线
管，它内部携带一个垂直于纸面的磁通 Φ，如图 (3.4) 所示。电子从源 S 发出，经过双缝，
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Figure 3.4: Aharonov-Bohm 双缝干涉实验。

然后在屏幕上干涉。由于螺线管基本上在电子的运动路径之外，而螺线管外面并没有磁场，

所以如果按照经典理论告诉我们的直觉，螺线管的存在将对屏幕上的电子干涉条纹没有影

响，特别的，即使我们改变螺线管内的磁通 Φ，干涉条纹也不会移动。
但是实验发现，情况并非如此，螺线管的存在会影响到干涉条纹，改变螺线管内的磁

通 Φ，电子的干涉条纹就会发生移动。看起来，螺线管内磁场的存在可以对电子产生非局
域的影响。这是为什么呢？

正确的解释是，在量子力学的层次上，与电子直接耦合的是矢量势 A，而不是磁场强
度 B。虽然在螺线管之外，B = 0，但是由于管内磁场的存在，螺线管之外的 A ̸= 0。虽然

A 本身不是物理的，但是由 A 可以定义一个规范不变的物理量 exp
(
i e

h̄

∮
L A ·dl

)
，正是这个

量会影响到干涉条纹。

具体来说：在没有加螺线管时，假设我们记电子从 S 出发经过上面的第 1 条缝到达屏
幕上 P 点的概率幅为 ϕ1，记经过第 2 条缝到达 P 点的概率幅为 ϕ2，那么由于双缝同时打

开，电子到达 P 点的概率将由下式给出

|ϕ1 +ϕ2|2 = |ϕ1|2 + |ϕ2|2 +(ϕ ∗1 ϕ2 +ϕ1ϕ ∗2 ). (3.52)

上面这个式子最后的交叉项就是所谓的干涉项，它解释了屏幕上的干涉条纹。实际上，

假设将 ϕ1、ϕ2 重写成 ϕ1 =
√ρ1eiθ1、ϕ2 =

√ρ2eiθ2，那么人们很容易看到，这个交叉项

(ϕ ∗1 ϕ2+ϕ1ϕ ∗2 ) = 2Re(ϕ ∗1 ϕ2) = 2
√ρ1ρ2 cos(θ2−θ1)，即取决于两个概率幅的相位差。当然，这

些都属于我们已经在第一章中讨论过了的通常的电子双缝干涉内容。

加上螺线管以后，根据我们在上一小节的讨论，我们要给电子的概率幅额外乘上因子

exp
(
i e

h̄

∫
L A ·dl

)
。因此，电子经过缝 1 到达 P 点的概率幅将是 exp

(
i e

h̄

∫
L1

A ·dl
)
·ϕ1，经过

缝 2 到达 P 点的概率幅将是 exp
(
i e

h̄

∫
L2

A ·dl
)
·ϕ2 。从而，由于螺线管的存在，电子到达 P

点的概率现在将是 ∣∣exp
(

i
e
h̄

∫
L1

A ·dl
)

ϕ1 + exp
(

i
e
h̄

∫
L2

A ·dl
)

ϕ2
∣∣2

= |ϕ1|2 + |ϕ2|2 +2Re{ϕ ∗1 ϕ2 exp
[

i
e
h̄

(∫
L2

A ·dl−
∫

L1

A ·dl
)]
} (3.53)
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注意到积分路径 L1的方向是 S→P,假设我们改变路径的方向为 P→ S,并记变向后的路径
为 L1，则很显然 exp

(
i e

h̄

∫
L1

A ·dl
)
= exp

(
−i e

h̄

∫
L1

A ·dl
)
。从而，exp

[
i e

h̄

(∫
L2

A ·dl−
∫

L1
A ·dl

)]
=

exp
(
i e

h̄

∫
L2∪L1

A ·dl
)
。很明显，L2∪L1是围绕螺线管的一条闭合路径，因此，exp

(
i e

h̄

∫
L2∪L1

A ·dl
)
=

exp
(
i e

h̄ Φ
)
= exp(i2πΦ/Φ0)。因此，我们最后得到，加了螺线管以后电子到达 P 点的概率

将为

|ϕ1|2 + |ϕ2|2 +2Re{exp(i2πΦ/Φ0)ϕ ∗1 ϕ2}. (3.54)

从这个结果我们清楚地看到，螺线管的引入会在双缝干涉项中引入一个额外的相位差

2πΦ/Φ0, 因此只要螺线管的磁通不是磁通量子 Φ0 的整数倍，那它就会影响干涉条纹，

尤其是，当我们改变螺线管内的磁通时，电子的干涉条纹会发生移动。

3.2.5 磁单极子

麦克斯韦的电磁场方程关于电场和磁场其实非常对称，然而电场可以从单个带电粒子

发出，电场有源，而磁场却只能由电流产生，无源。人们很早就想到，既然电和磁这么对

称，那类比于电子，可不可能存在可以直接发出磁场的磁单极子呢？虽然实验上到今天为

止都还没有观测到磁单极子，但是这不妨碍人们进行理论上的探讨。

所谓的一个磁单极子，就是一个能产生下面这种磁场的粒子，

B =
g

4πr2 er, (3.55)

式中，er 为径向方向的单位矢量。很显然，在包围这个磁单极子的闭合曲面 S 上磁通量为∮
S

B ·dS = g. (3.56)

所以 g 又称为磁荷。

很显然，如果存在磁单极子，那磁场 B 与矢量势 A 之间的关系式 B = ∇×A 就不能
在空间整体上成立了，因为否则的话，闭合曲面 S 上的磁通将为

∮
S B ·dS =

∮
S(∇×A) ·dS,

利用斯托克斯公式并注意到闭合曲面没有边界线，从而必有
∮

S(∇×A) ·dS = 0，这当然和

上一段的结果矛盾。不过，在每一个空间局部上 (而不是象闭合曲面这样的整体上)，我们
都依然有 B = ∇×A。也即是说，如果存在磁单极子，那矢量势 A 就不能整体上定义，而
只能在每一个空间局部上分别定义。这其实并不会有任何问题，因为我们知道 A 本身并
不是物理的，也不是唯一的。也因为如此，不同空间局部上分别定义的矢量势之间其实可

以相差一个规范变换。

总之，在经典物理的层次上，磁单极子的存在完全可能。但是考虑到量子力学，情况

会变得有些微妙的不同。正如我们即将看到的，考虑到电荷与磁单极子相互作用的量子力

学，磁单极子仅在一个电荷量子化的世界里才有可能，换言之，如果存在磁单极子，那么

电荷必须是量子化的。所谓电荷量子化，也就是所有带电体的电荷总量都是某个最小电荷

单元的整数倍的现象。显然，我们生活的这个世界是电荷量子化的，所以原则上可以有磁

单极子存在，实际上，狄拉克最早就是用磁单极来解释电荷量子化现象的。不过，实际上

电荷量子化可以有其它的解释 (关于这一点我们将在关于对称性与守恒定律的相关章节中
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再来讨论), 因而更合适的看法应该是，在量子力学的层次上，只有电荷量子化才能允许磁
单极子存在。下面我们来解释其原因。

假设有一个磁荷为 g的磁单极子位于坐标原点，一个电荷为 e的带电粒子在这个磁单

极子的磁场中沿着闭合路径 C 运动一圈，如图 (3.5) 所示。则根据我们在第 (3.2.3) 小节

Figure 3.5: C 包围面积 S。图片来源于 D. Tong 的讲义。

中的讨论，磁场的存在将在带电粒子的概率幅中额外引入一个相因子

exp
(

i
e
h̄

∮
C

A ·dl
)
. (3.57)

然而关于这个相因子我们有两种不同的计算方法。第一种方法是，我们取闭合路径包围的

曲面为 S, 如图 (3.5) 所示，则应用斯托克斯公式我们有
∮

C A ·dl =
∫

S(∇×A) ·dS =
∫

S B ·dS，
假设曲面 S 对应的立体角是 Ω, 则由于 4π 立体角上的总磁通为 g，所以

∫
S B ·dS = Ω

4π g,
因此按照这第一种计算方法，单极子的磁场在带电粒子概率幅上额外引入的相因子为

exp
(

i
e
h̄

∮
C

A ·dl
)
= exp

(
i
eg
h̄

Ω
4π

)
. (3.58)

但是，我们还有另一种不同的计算相因子 exp
(
i e

h̄

∮
C A ·dl

)
的方法，那就是取闭合路径

C 包围的曲面为 S′，如图 (3.6) 所示。这时候由于 S′ 对应的立体角为 4π−Ω, 而且，假设

Figure 3.6: C 包围面积 S′。图片来源于 D. Tong 的讲义。
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回路 C 的绕行方向与之前的曲面 S 的外法线方向成右手关系的话，那 C 的绕行方向就会

与曲面 S′ 的外法线成左手关系，从而在应用斯托克斯公式的时候得额外加一个负号，所

以最终我们将得出

exp
(

i
e
h̄

∮
C

A ·dl
)
= exp

(
i
eg
h̄
(−)4π−Ω

4π

)
. (3.59)

很显然，要让结果 (3.58) 和结果 (3.59) 不相互矛盾，除非

eg = n2π h̄, n ∈ Z. (3.60)

这个结果就是著名的狄拉克量子化条件，它是理论中任意带磁荷 g 的粒子和任意带电荷 e

的粒子之间必须满足的关系式。

给定一个磁荷为 g 的粒子，那么方程 (3.60) 将告诉我们，任何带电粒子的电荷都必须
取 n2π h̄/g 的形式，也就是电荷必须量子化，否则就不可能有任何磁单极子存在。反过来，

给定一个最小的电荷单元 e，方程 (3.60) 将告诉我们，所有磁单极子的磁荷也必须量子化
为 n2π h̄/e = nΦ0。

理论上，不只可能有磁单极子，甚至还可能有所谓的双荷子 (dyon)，即既携带磁荷同
时又携带电荷的粒子，假设我们考虑一个荷为 (e1,g1) 的双荷子在另一个荷为 (e2,g2) 的双

荷子的电磁场中运动，那么上面的狄拉克量子化条件将要推广成

e1g2− e2g1 = n2π h̄. (3.61)

3.2.6 习题

1. 对于一个均匀磁场 B, 我们可以将相应的矢量势取成 A = 1
2 B×x。请证明，在这样

的一个均匀磁场中，电荷为 e 的带电粒子的哈密顿算符 Ĥ 可以写成,

Ĥ =− h̄2

2m
∇2− e

2m
B ·L+

e2

8m

(
B×x

)2
. (3.62)

式中 L = x× P̂ = −ih̄x×∇ 是粒子的角动量算符，因此这个带电粒子的轨道运动磁矩为
µ⃗L = e

2m L，因此上面哈密顿算符表达式的第二项正是标准的磁矩与磁场的相互作用势能
项。

3.3 量子隧穿效应

量子隧穿效应是量子世界有别于经典世界的一个典型效应。它不光是很多量子现象的

重要物理机制，同时也在量子技术上非常重要。这一节我们将主要以一维运动为例讨论量

子隧穿效应。首先，我们将用波动力学的半经典近似证明存在非 0 的量子隧穿概率，并给
出其近似公式。其次，我们将用波动力学讨论一种重要的量子隧穿现象，那就是超导物理

中的约瑟夫森结。



110 Chapter 3. 坐标表象与波动力学

3.3.1 量子隧穿效应的半经典推导

前面我们通过取坐标表象，推导了一维薛定谔波动方程。这是一个关于波函数如何随

着时间演化的方程。但是，有很多时候，我们更关心的是一个有确定能量的量子态 (称之
为定态)，这时候，波函数就可以写成 ψ(x, t) = e−iEt/h̄ψ(x), 代入时间演化的薛定谔波动方
程，我们就可以得到波函数的时间无关部分 ψ(x) 所满足的方程[

− h̄2

2m
∂ 2

∂x2 +V (x)
]

ψ(x) = Eψ(x). (3.63)

这就是我们在第一章中介绍过的定态薛定谔方程，使得这个方程有非 0 解的 E 就是定态

的能量，相应的 ψ(x) 就是定态波函数。

给定一个如图 (3.7) 所示的势能曲线，假设粒子最初处在中间的势阱之内，假设粒子
的能量 E 不太高。那么，如果是一个经典的粒子，我们知道它必定会被约束在势阱的 [a,b]

区间之内，如图 (3.7) 所示。但是，如果这个粒子是一个量子的粒子，那情况就可能有很

Figure 3.7: 经典粒子在势阱中运动。

大的不同，因为根据波动力学，微观粒子同时是波，如图 (3.8) 所示。在势阱之内，微观粒
子的动量 p 大于 0，相应的波矢量 k = p/h̄ 也大于 0，因此这个波当然是振荡的。但是作
为波，虽然它会被两边的势垒反射，但在势垒之外依然有可能有透射波，如图 (3.8) 所示。
而这就意味着，微观粒子有一定的概率隧穿到势阱外面去。真的会有这种隧穿效应吗？一

般来说，这需要通过求解一维定态薛定谔方程 (3.63) 才能知道。

WKB 近似

对于求解一维定态薛定谔方程 (3.63), 物理学家 Wentzel, Kramers 以及 Brillouin 发
展了一种重要的半经典近似方法，常常称之为 WKB 近似。这一近似仅在势能 V (x) 变化

得很缓慢时才成立。

首先，我们做一个变换，令

ψ(x) = eiS(x)/h̄, (3.64)
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Figure 3.8: 量子粒子有一定的概率隧穿到势阱外面去。

由于波函数通常不只是一个相位因子，因此一般来说，S(x) 当然是一个复函数。将这个变

换代入定态薛定谔方程 (3.63), 我们就能得到 1
2m

( dS
dx

)2− ih̄ 1
2m

d2S
dx2 +V (x) = E, 整理一下，引

入经典动量函数 p(x) =
√

2m(E−V (x))，则有(
dS
dx

)2

= p2(x)+ ih̄
d2S
dx2 . (3.65)

下面，我们假定

h̄
∣∣d2S
dx2

∣∣≪ ∣∣dS
dx

∣∣2. (3.66)

因此，我们可以将方程 (3.65) 中的 h̄ d2S
dx2 项当成一个微扰小量来处理，形式上即是将 h̄ 当

成一个小量1，然后将我们要求解的 S(x) 按照 h̄ 的级数进行展开。

在 h̄ 的 0 阶近似上，我们可以忽略方程 (3.65) 中的 h̄ d2S
dx2，从而得到

dS0

dx
=±p(x). (3.67)

进一步，将这个 0 阶近似结果代入方程 (3.65) 的右边，我们又可以得到直到 h̄ 的一阶展

开为止的结果 S1(x)，为

dS1

dx
=±p(x)+ ih̄

1
2

d log p
dx

. (3.68)

或者也可以将这个结果等价地写成 S1(x) =±
∫ x p(x)dx+ ih̄ 1

2 log p(x)+C1，代入 ψ(x) = eiS/h̄

即有

ψ(x) =C
1√
p(x)

e±i
∫ x p(x)dx/h̄. (3.69)

现在，假设我们把空间坐标 x 解析延拓成 x 复平面，从而波函数 ψ(x) 变成这个复

平面上的解析函数。p(x) = 0 的经典转向点就变成解析函数 p(x) =
√

2m(E−V (x)) 的支

1严格来说，这一说法有点问题，因为 h̄ 是一个有量纲的量，有量纲量的大小并没有绝对意义，因为它和单

位的选取有关。因此当我们这样处理的时候其实是说，h̄ 相对于问题中涉及的同量纲物理量而言非常小。
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点，而如图 (3.8) 所示的两个经典转向点之间的区间 [a,b] 就变成解析函数 p(x) 在复平面

上的一条割线。我们可以考虑围道积分 1
2π
∮

C p(x)dx, 其中围道 C 紧紧贴着割线 [a, b] 的
上下沿，如图 (3.9) 所示。在经典物理的层次上，我们当然可以直接计算这个围道积分，

Figure 3.9: Bohr-Sommerfeld 量子化条件。

在割线的下沿我们取 p(x) =
√

2m(E−V (x))，注意到多值函数每穿过割线一次都要改变

多值支，从而在割线的上沿就应该取 p(x) =−
√

2m(E−V (x))，因此最终的积分结果即是
1

2π
∮

C p(x)dx = 1
π
∫ b

a

√
2m(E−V (x))dx。但是现在，我们可以进一步考察在考虑到量子修正

以后的半经典近似上，这个积分是多少。为此我们需要利用 WKB 近似的结果 (3.68)(对
于式中的 ±p(x)，和上面一样，在割线下沿取正号，上沿取负号), 并取 ψ(x) = eiS1/h̄, 从而
就可以得到，

1
2π

∮
C

p(x)dx = h̄
1

2πi

∮
C

dψ
ψ
− ih̄

1
2

1
2π

∮
C

d log p. (3.70)

由于 ψ(x) 是 x 复平面上的解析函数，它在 x 复平面上会有一些零点，尤其是在 [a,b]

这条实线段上会有一些如图 (3.9) 所示零点 (注意 ψ(x) 在这条实线段上不会有极点，因为

这时候它是薛定谔方程的波函数，而波函数必定是有限的)，复变函数的知识告诉我们，围
道积分 1

2πi

∮
C

dψ
ψ 的结果就是解析函数 ψ(x) 在围道 C 之内的零点数目，从而也就是 ψ(x)

在 [a,b] 这条实线段上的零点数目，或者说是波函数的节点数，不妨假设为 n(值得注意的
是，考虑到量子修正以后，[a,b] 这条实线段就不是波函数 ψ(x) 的割线了，而是量子化为

一些分立的零点了)。另一方面，由于 a 和 b 都是 p(x) 的支点，[a,b] 这条实线段是 p(x)

的割线，因此围绕着 C 转一圈，p(x)的相位必定改变 2π，也即是说，必有
∮

C d log p = 2πi。

将这些结果代入 (3.70) 式，就有
1

2π

∮
C

p(x)dx =
(

n+
1
2

)
h̄. (3.71)

这就是在量子物理发展史上曾经很著名的 Bohr-Sommerfeld 量子化条件。熟悉分析力学
的读者会知道 (3.71) 式左边的式子很容易一般化为分析力学里的作用变量 (它和角变量
是一对正则变量，可以看成是轨道角动量的推广。参见朗道《力学》第七章)，因此 Bohr-
Sommerfeld 量子化条件是对玻尔氢原子模型第三条假设 (轨道角动量量子化假设) 的推
广。

对于 Bohr-Sommerfeld 量子化条件还有一种物理解释，即将
∮

C p(x)dx 看成是粒子在

经典相空间 (即 x− p 所构成的两维空间) 的封闭轨迹线2之内所包围的面积。把这个面积

2注意，在经典物理层次上，粒子在如图 (3.8) 所示的 [a,b] 区间作周期运动，从而相轨迹是封闭的。
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分成若干格，每格的面积为 (2π h̄)，进而 (3.71) 告诉我们，我们将共得到 n 格，而 n 就是

粒子第 n 能级波函数的节点数。另一方面，由于波函数每增加一个节点，就相应于势阱之

内出现一个新的束缚态，因此 n 也就是能量不超过 E 的量子态的总数目。从而也就是说，

在半经典近似下，相空间每一个面积为 2π h̄ 的相格刚好对应一个量子态。从而相空间体积

元 ∆x∆p 之内的量子态数目为

∆x∆p
2π h̄

. (3.72)

这是用单个运动自由度所得出来的结果，将这个结果推广到任意的 s 个自由度 (记相应的
正则坐标为 qi, i = 1,2, ...,s，正则动量为 pi, i = 1,2, ...,s)，则相空间体积元内的量子态数就
应该是

∆N =
∆q1...∆qs∆p1...∆ps

(2π h̄)s . (3.73)

最后，利用 S(x) 的 0 阶近似，并注意到 d p
dx = d

dx [
√

2m(E−V (x))] =−dV
dx

m
p , 我们可以

将近似条件 (3.66) 重写为 ∣∣∣λ dV
dx

/Ek

∣∣∣≪ 4π. (3.74)

式中 λ 为粒子的德布罗意波长，Ek = p2/(2m) 为粒子的动能，因此这个条件说的无非是，

在一个德布罗意波长的尺寸上势能的变化量要远小于动能。特别的，这个近似条件告诉我

们，在 p(x) = 0 的经典转向点，即图 (3.8) 中所示的 a、b、c 点，我们的 WKB 近似解
(3.69) 是不成立的。所以真正用 WKB 近似来求解一维问题的时候，我们要分区域分别应
用 WKB 近似解 (3.69)，然后在经典转向点附近将不同区域的解拼接起来。

量子隧穿的 WKB 近似

到此为止我们还没有看到WKB 近似任何神奇的地方，看起来它只不过略微修正了一
下德布罗意波。这是因为，我们心中默认了 E >V (x)。然而真正神奇的是，作为一种数学

方法，并没有任何理由限制我们将上面的推导限制于 E >V (x)的区域，同样的推导也完全

适用于 E <V (x)的在经典物理上不被允许的区域。只不过这时候 p(x) =
√

2m(E−V (x)) =

−i
√

2m(V (x)−E) 是一个纯虚数3，因此相应的 WKB 近似解 (3.69) 是指数衰减或者指数
增长的，

ψ(x) =C
1√
p(x)

e±
∫ x
√

2m(V (x)−E)dx/h̄. (3.75)

因此，根据 WKB 近似，我们可以大致理解图 (3.8) 中所示的波函数解。首先，在势
阱之内的 [a,b] 区间，E >V (x)，从而 WKB 波函数 (3.69) 是指数振荡的。其次，在势垒

3注意，这并不意味着粒子的动量可以是虚数，因为严格来说我们这一节所引入的 p(x) 函数并不是测量粒

子动量所得到的值，测量粒子动量所得的值当然要是动量算符的本征值，是一个数，而不是一个函数。当然，

当 E >V (x) 时我们可以将 p(x) 理解为经典动量，而 E <V (x) 时，可以将 h/|p(x)| 看成是隧穿距离，而 p(x)

本身则并没有很清楚的物理解释。
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区，比如图 (3.8) 中的 [b,c] 区间，E <V (x)，粒子的确会被势垒反射，但是，根据我们上

一段的分析，[b,c] 区间的波函数并不是 0，而是可以有一个非 0 的指数衰减的 WKB 波
函数 (3.75) (指数增长解显然不符合物理要求)。最后出了势垒区，比方说在图 (3.8) 中的
[c,+∞) 区间, 波函数再次开始增荡，代表隧穿到势垒之外的粒子。

因此，根据 WKB 近似的分析我们可以知道，在量子力学的层次上，即使粒子的能量
并不足够大，它也有一定的概率隧穿过势垒，从而挣脱势阱的束缚跑到外面去。以图 (3.8)
中所示的情形为例，我们可以定义粒子从 [a,b] 区间隧穿到 [c,+∞) 区间的概率幅 T 为波

函数在外内两个经典转向点的比值，也即是在 c 点测到粒子的概率幅比上在 b 点测到粒

子的概率幅，即

T = ψ(c)/ψ(b). (3.76)

根据波函数的连续性，我们可以在 [b,c] 势垒区求解这个比值。严格求解当然会比较复杂，

但是我们可以设想在 [b+ε,c−ε] 的区域近似地使用 WKB 近似，从而根据 (3.75)(取指数
衰减解)，我们就有

T ≈ T0e−
1
h̄
∫ c

b dx
√

2m(V (x)−E). (3.77)

或者说，隧穿概率 D = |T |2 近似为

D≈ |T0|2e−
2
h̄
∫ c

b dx
√

2m(V (x)−E). (3.78)

从这个结果可以看到，势垒越高隧穿的概率越小，势垒越厚，隧穿的概率也越小。

伽莫夫最早用量子隧穿效应解释了 α 粒子衰变。伽莫夫将放射性原子核看成一个口
袋，这个口袋里面束缚了一些 α 粒子，但是，由于量子隧穿效应，口袋中的 α 粒子有一
定的概率能穿过“口袋壁”的势垒跑到原子核外面去，这就是 α 粒子衰变。

1981 年，IBM 公司的宾尼希 (G. Binnig) 和罗勒 (H. Rohrer) 发明了基于量子隧穿效
应的扫描隧穿显微镜 (scanning tunneling microscope, 简称 STM), 它使得科学家可以直
接观察和定位单个原子，甚至可以精确操纵原子，从而极大地推动了纳米科技的发展。

当然，作为一种有别于经典物理的典型量子效应，量子隧穿效应起作用的地方远远不

止这些，下面我们将介绍量子隧穿效应在超导物理的约瑟夫森结中如何起作用。

3.3.2 约瑟夫森结 (Josephson junction)

假设我们取两块超导体，中间通过一个绝缘体薄层将两者联结起来，绝缘层的厚度大

概在 1nm 量级，如图 (3.10) 所示。这就构成了一个约瑟夫森结，结两边的超导体我们分
别标记为 1、2。我们可以将绝缘层看成是一个势垒，但是，只要绝缘层足够薄，那么对
于库珀对而言，它完全有可能通过量子隧穿效应从超导体 1 隧穿到超导体 2，也有可能从
超导体 2 隧穿到超导体 1。不妨分别记超导体 1、2 内的库珀对波函数为 ψ1 =

√ρ1eiθ1 和

ψ2 =
√ρ2eiθ2，可以设想，如果 ψ1 与 ψ2 完全相同，那么从 1 隧穿到 2 的库珀对与从 2 隧

穿到 1 的库珀对将会刚好平衡，从而结上并没有超导电流流过。
但是，如果结两边库珀对的相位不同，那 1 到 2 的隧穿和 2 到 1 的隧穿就可能不能

完全平衡，从而在结上产生一个非 0 的隧穿超导电流 Je。由于 Je = eNJ(N 为材料中库珀
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Figure 3.10: 约瑟夫森结。

对的总数目，e 为库珀对的电荷)，因此这也就是说，这时候单个库珀对在结上可能有非 0
的概率流密度。同时，根据局域概率守恒，流过结的超导概率流密度 J 必定来源于左右两
边的超导体，因此，为了维持结上的超导电流，我们需要把两个超导区域 1 和 2 联接起来
形成一个闭合回路。

由于超导体内部没有电流，所以如果将如图 (3.10) 所示的两个超导区域 1 和 2 看成
是两个沿着 x 轴放置的超导圆柱体的话，那超导电流当然分布在圆柱体的表面并沿着 x 轴

方向流动。但是，超导电流在超导区域上具体如何分布并不是我们这里关心的重点，由于

我们主要关心电流沿 x 轴的流动，所以为了简化问题，我们不妨将整个约瑟夫森结看成是

沿着 x 轴的一条线，这条线的左边是超导线，中间是很短的一段绝缘线，右边又是超导线。

作这样的一维简化以后，电流密度和电流强度当然就是一回事了。

我们不妨记约瑟夫森结左边的超导概率流密度为 J1, 右边的概率流密度为 J2。根据对

(3.38) 式的讨论，库珀对在约瑟夫森结左边运动时，能量为 m
2ρ2

1
J2

1，而在结右边运动时，能

量为 m
2ρ2

2
J2

2，但是，由于库珀对可以通过量子隧穿效应从 1 跑到 2 或者从 2 跑到 1，而库
珀对隧穿前后的能量应该是守恒的，从而 m

2ρ2
1
J2

1 =
m

2ρ2
2
J2

2, 我们不妨将这个能量记为 ε。在
实际应用中，约瑟夫森结两边总是会取同一种超导材料，从而实际上 ρ1 = ρ2 = ρ，是一个
常数。而且当超导电流达到稳恒时，对于一维电流流动，稳恒电流条件告诉我们，结两边

的超导电流密度以及结上的电流密度必定都相等，从而 J1 = J2 = J, 因此隧穿前后，库珀
对的能量守恒条件总能满足，相应的能量可以写作 ε = m

2ρ2 J2。下面我们要做的就是找到流

过结的电流密度 J 的基本规律。

为此，假设绝缘层的势垒为 V (x)，V (x)> ε，且绝缘区为从 x =−a 到 x = a 这样一个

厚度为 2a 的薄层内，如图 (3.10) 所示。我们记 κ(x) =
√

2m(V (x)− ε), 则根据一维定态薛
定谔方程的WKB 近似 (3.75)，绝缘区的波函数必定为WKB 指数衰减解和指数增长解的
线性组合，因此，我们总是可以将绝缘区的 WKB 波函数写成

ψ(x) = Ae−
1
h̄
∫ x
−a κ(x)dx +Be−

1
h̄
∫ a

x κ(x)dx. (3.79)

记 d = e−
1
h̄
∫ a
−a κ(x)dx, 则有 ψ(−a) = A+Bd, ψ(a) = Ad +B。另外，由于 ψ(−a) 在超导体 1

内，从而 ψ(−a) =
√ρ1eiθ1，同样 ψ(+a) =

√ρ2eiθ2(当然，正如我们上面说过的，实际上
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ρ2 = ρ1)。进而我们可以解得

A =

√ρ1eiθ1−d
√ρ2eiθ2

1−d2 , B =

√ρ2eiθ2−d
√ρ1eiθ1

1−d2 . (3.80)

将绝缘区的 WKB 波函数 (3.79) 代入概率流密度的表达式 (3.34), 就可以得到

J = ex
κ(x)

m
(−i)(A∗B−B∗A)d = 2ex

κ(x)
m

Im(A∗B)d

= ex
2d

1−d2
κ(x)

m
√

ρ1ρ2 sin(θ2−θ1)

= JC sin(θ2−θ1). (3.81)

式中 JC = ex
2d

1−d2
κ(x)

m
√ρ1ρ2，ex 为 x 方向的单位矢量。可见，穿过约瑟夫森结的超导电流

取决于结两边的相位差，只要两边有相位差，通常就有电流通过。如果不只有相位差，还

有矢量势穿过约瑟夫森结，那么根据规范不变性 (3.51), 可将相位差推广为，

∆θA = θ2−θ1−
e
h̄

∫ a

−a
A ·dl. (3.82)

这时候穿过结的超导概率流密度就应该是

J = JC sin(∆θA). (3.83)

但是，如果我们不只是把两个超导区域 1和 2联接起来形成闭合回路。而是更一般地，
将两个超导区域分别联至电池的两端，从而给结两边加上一个电压 U(U 可以为 0)，那么
情况将发生什么变化呢？当然，正如我们将要看到的，这样一来，库珀对就不再能维持在

能量确定的定态了，穿过结的超导概率流密度也将随着时间演化。不过，可以论证，(3.83)
式依然成立。

但是，有了电压以后，相位差 ∆θA 将随着时间演化。这是因为，首先，对于任何波函

数为 ψ =
√ρeiθ 的超导体，如果它的外电势为 ϕ(从而势能 V = eϕ), 则由 (3.38) 式可知，

−h̄∂tθ = ε + eϕ , (3.84)

式中 ε 就是前面的 m
2ρ2 J2。进而我们就可以知道，对于约瑟夫森结，设结两边的电势分别

为 ϕ1 和 ϕ2，则

∂t(∆θA) =
(
∂tθ2−∂tθ1

)
− e

h̄

∫ a

−a
∂tA ·dl

=− e
h̄

(
ϕ2−ϕ1

)
− e

h̄

∫ a

−a
∂tA ·dl

=
2π
Φ0

∫ a

−a
(−∇ϕ −∂tA) ·dl

=
2π
Φ0

∫ a

−a
E ·dl =

2π
Φ0

U. (3.85)

我们可以将结果 (3.83) 和结果 (3.85) 概括在一起，并把概率流密度替换成通过结的
电流强度，从而就有基本方程组

I = IC sin(∆θA), U =
Φ0

2π
∂t(∆θA). (3.86)



3.4 自旋 1/2 的带电粒子 117

这组方程就是所谓的 Josephson关系式。从这组方程可以看到，如果结两端的电压U = 0，那

么一般来说流过结的电流强度并不为 0！而可以是从−IC到 IC之间的任何值。在 0电压之下
可以有有限的电流，当然就意味着 0电阻，这正是超导的特性之一。相反，如果给 Josephson
结两边加一个有限的直流电压 U0，那么根据 (3.86) 式，将有 (∆θA) = (∆θA)0 +

2πU0
Φ0

t。进

而，I = IC sin
(
(∆θA)0 +

2πU0
Φ0

t
)
，从而穿过结的超导电流将以角频率 2πU0

Φ0
快速振荡 (因为磁

通量子 Φ0 很小)，从而平均来说，结上的超导电流反而为 0。当然，这种电流的快速振荡
一定会辐射电磁波，实际上这种电磁辐射就来源于库珀对从 Josephson 结的一边隧穿到另
一边时，由于电势能的落差而辐射出来的光子。

值得说明的是，Josephson 结在超导量子计算中有很重要的应用，它可以用来实现超
导量子比特，我们在后面的章节中还会回到这个问题。

3.3.3 习题

1. 沿着 x 轴运动的一维线性谐振子的势能为 V (x) = 1
2 mω2x2，式中 m 是谐振子的质

量，ω 是线性谐振子的角频率。请用 Bohr-Sommerfeld量子化条件导出一维线性谐振子的
量子化能级，为 En = (n+ 1

2)h̄ω。

2.对于薛定谔波动方程 ih̄ ∂
∂ t ψ(x, t)=

[
− h̄2

2m ∇2 +V (x)
]

ψ(x, t),假设令 ψ(x, t)=
√

ρ(x, t)eiS(x,t)/h̄，

式中 S(x, t) 为一个实函数，ρ(x, t) 为概率密度。请证明，在 h̄→ 0 的极限下，S(x, t) 满足
经典力学的哈密顿-雅可比方程，即满足

∂S
∂ t

+
1

2m

(
∇S
)2

+V (x) = 0. (3.87)

因此这就证明了，经典力学可以作为量子力学在 h̄→ 0 时的极限。

3.4 自旋 1/2 的带电粒子

3.4.1 泡利算符

前面我们已经研究了磁场中的一个带电粒子，比如说电子，的薛定谔波动方程。但是

斯特恩-格拉赫实验已经告诉我们了，电子还有一个内禀自由度，即自旋，电子的自旋会
产生一个自旋磁矩，当电子处在磁场中的时候，这个自旋磁矩就会和磁场相耦合。为了反

映电子自旋这个内禀自由度，除了位置和动量以外，人们还需要额外引入了一个新的基本

物理量，即电子的自旋角动量。电子的自旋角动量纯粹是一个量子力学的物理量，它并没

有经典对应，因此它只能用算符来描述，我们记为 S = (Sx,Sy,Sz)，S 的三个分量我们记作
Si, i = 1,2,3 分别对应 Sx,Sy,Sz。电子的自旋只有两个取值 ±h̄/2, 这意味着自旋算符的每一
个分量都只有 ±h̄/2 的本征值。

等价的，人们也常用泡利算符 σ⃗ 来描述电子的自旋，它和自旋算符的关系是

S =
h̄
2

σ⃗ . (3.88)

在第二章中我们已经证明，泡利算符的三个分量是两两反对易的，比如说 σxσy = −σyσx。

另外，泡利算符每一个分量的平方都等于 1，即 σ2
x = σ2

y = σ2
z = 1。不光如此，泡利算符
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还满足 σxσyσz = i。实际上，我们可以将泡利算符的这些性质归纳为如下这个式子

σiσ j = δi j + iεi jkσk, (3.89)

这里，我们应用了爱因斯坦求和约定，因此在公式 (3.89) 中我们要对 k 指标进行求和，从

1 加到 3。后面我们将对所有将要出现的公式都使用这样的求和约定。当然，也请大家注
意公式 (3.89) 中出现了两个含义不同的 i，不同于作为指标的 i，作为系数出现的那个是

表示虚数单位 i。

而泡利算符有一个很巧妙的应用，那就是可以用来将诸如
√

a2
x +a2

y +a2
z 这样的开方

表达出来 (这里 ax,ay,az 是矢量 a 的三个分量)。我们先把这个答案写出来，然后再来证明
它 √

a2
x +a2

y +a2
z = axσx +ayσy +azσz. (3.90)

证明实际上非常简单，人们直接将这个式子两边平方，然后利用泡利算符两两反对易的性

质以及平方等于 1 的性质就能得到结果。用矢量形式来说，证明上面这个式子其实就是要
证明

a2 = (a · σ⃗)2. (3.91)

利用 (a · σ⃗)2 = aiσia jσ j = aia j(δi j + iεi jkak) = aiai 就得到了证明，推导过程中我们利用了方

程 (3.89), 并且利用了 aia jεi jk = 0(其实就是 (a×a)k = 0)。
由于自旋和空间变量是相互独立的自由度，所以泡利算符与位置算符，泡利算符与动

量算符，更一般的，泡利算符与任何只涉及位置和动量的算符都是对易的。与这相关，有

一个有用的公式我们后面会用到，即假设某个矢量算符 K 只涉及位置和动量 (因此与泡利
算符对易)，那么

(σ⃗ ·K)2 = K2 + i⃗σ · (K×K). (3.92)

利用泡利算符的代数关系式 (3.89) 人们容易证明这一结果。值得注意的是，因为 K 是算
符，它的不同分量之间一般来说不对易，因此 K×K ̸= 0(比方说 (K×K)z = KxKy−KyKx

一般来说就不为零)，当然，如果某个 K 的不同分量相互对易，那 K×K 就和普通的矢量
叉乘一样等于 0 了。

考虑到自旋以后，我们该怎么写磁场中的电子的哈密顿算符呢？最简洁的一个写法是

泡利给出来的，

H =
[⃗σ · (P− eA)]2

2m
+V (X). (3.93)

利用刚才我们得到的 (3.91) 式，人们容易证明，当磁场等于零时，即 A = 0 时，这个哈密

顿算符就变成标准的不考虑自旋的非相对论粒子的哈密顿算符。那么有磁场时这个结果对

不对呢？这要看它能不能和实验相吻合，我们将在下一小节进一步讨论这一点。另一个问

题是，泡利为什么不再加上 σ⃗ ·P 这样的项呢？原因在于，这样的项不满足空间反演不变
性。因为在空间反演之下，P→−P, 但是自旋是一种角动量，而角动量是一种赝矢量，也
就是说，在空间反演之下 σ⃗ → σ⃗ , 因此 σ⃗ ·P 就不是空间反演不变的。
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3.4.2 旋量波函数与自旋 1/2 薛定谔波动方程

考虑到电子的自旋以后，希尔伯特空间的矢量基就不能只取位置本征态 |x⟩了，还必须
同时把自旋态包括进来。人们通常还选择自旋算符 Sz 的两个本征态，即本征值为 h̄/2的自

旋向上态 | ↑⟩以及本征值为 −h̄/2的自旋向下态 | ↓⟩。因此完整的矢量基要选 {|x,↑⟩, |x,↓⟩}
这样的态构成，它们是位置算符和 Sz 的共同本征态。矢量基的完备性关系 (3.4) 现在就应
该写成 ∫

dτ
(
|x,↑⟩⟨x,↑ |+ |x,↓⟩⟨x,↓ |

)
= 1, (3.94)

也就是说既要对向上向下自旋求和，也要对空间坐标进行积分, 式中 dτ = d3x。

如此一来，电子的任意一个态矢量 |ψ⟩就应该展开成 |ψ⟩=
∫

dτ|x,↑⟩⟨x,↑ |ψ⟩+
∫

dτ|x,↓
⟩⟨x,↓ |ψ⟩。引入波函数 ψ↑(x) = ⟨x,↑ |ψ⟩, 和波函数 ψ↓(x) = ⟨x,↓ |ψ⟩，态矢量的展开就可以
写成 |ψ⟩ =

∫
dτψ↑(x)|x,↑⟩+

∫
dτψ↓(x)|x,↓⟩，这也就是说，在坐标表象中，电子的态矢量

|ψ⟩ 应该用一对波函数 (ψ↑(x),ψ↓(x)) 来表示，我们把这一对波函数排成一个两分量旋量
Ψ(x), 称作旋量波函数，即

Ψ(x) =

(
ψ↑(x)
ψ↓(x)

)
. (3.95)

类似的，我们可以将电子的另一个任意态矢量 |ϕ⟩ 所对应的旋量波函数记为 Φ(x), 那么完
全类似于前面没有自旋的情形，我们将有

⟨ϕ |ψ⟩=
∫

dτΦ†(x)Ψ(x). (3.96)

当然，由于取了坐标表象，所以这时候动量算符就应该表示成 −ih̄∇。又由于也取了
自旋向上和自旋向下两个自旋基矢量，所以泡利算符 σ⃗ 就要表示成 2× 2 的厄米矩阵 ̂⃗σ ,
这就是所谓的泡利矩阵，它们的具体形式可以由下式给出，

σ̂x =

(
0 1

1 0

)
, σ̂y =

(
0 −i

i 0

)
, σ̂z =

(
1 0

0 −1

)
. (3.97)

当然，泡利矩阵作为泡利算符的矩阵表示，它们同样也满足泡利算符的代数关系 (3.89)。
一般地，我们可以把电子的任意一个抽象算符 O 表示成 Ô, 一般来说 Ô 将既是一个微分

算符，同时又是作用在二分量旋量上的 2×2 矩阵。完全类似于没有自旋的情况，我们将

有

⟨ϕ |O|ψ⟩=
∫

dτΦ†(x)ÔΨ(x). (3.98)

如此一来，根据泡利给出的哈密顿算符 (3.93), 我们就可以把磁场中电子的薛定谔方
程写成

ih̄
∂
∂ t

Ψ(x, t) =

[
− h̄2

2m

(̂⃗σ · (∇− ie
h̄

A)

)2

+V (x)

]
Ψ(x, t). (3.99)
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下面我们就来检验一下 (3.99) 这个方程到底能不能解释实验所观测到的事实。为此
我们主要想把式中的

(̂⃗σ · (∇− ie
h̄ A)

)2 再进一步计算出来。首先，根据公式 (3.92)，
(̂⃗σ ·

(∇− ie
h̄ A)

)2
= (∇− ie

h̄ A)2 + î⃗σ · [(∇− ie
h̄ A)× (∇− ie

h̄ A)]。很显然 ∇×∇ = 0, A×A = 0，因

此 (∇− ie
h̄ A)× (∇− ie

h̄ A) =− ie
h̄ (∇×A+A×∇)。注意 ∇×A 是算符的相乘，因此 ∇×A =

(∇×A)−A×∇，这里的 (∇×A) 就是普通的旋度，因此就等于磁场强度 B, 而等式右边
第二项的负号来自于矢量叉乘交换顺序会出一个负号。因此 (∇− ie

h̄ A)× (∇− ie
h̄ A) =− ie

h̄ B。
因此

(̂⃗σ · (∇− ie
h̄ A)

)2
= (∇− ie

h̄ A)2 + e
h̄ B · ̂⃗σ，代入 (3.99) 就可以得到，

ih̄
∂
∂ t

Ψ(x, t) =
[
− h̄2

2m
(∇− ie

h̄
A)2− eh̄

2m
̂⃗σ ·B+V (x)

]
Ψ(x, t). (3.100)

我们看到，多出来的这一项 − eh̄
2m
̂⃗σ ·B 完全吻合实验中发现的电子自旋磁矩和磁场的耦合，

如果将这一项写成标准的 −µ⃗S ·B 的形式，我们就会发现，自旋磁矩 µ⃗S =
eh̄
2m
̂⃗σ = e

m Ŝ，这
正是完全正确的电子自旋磁矩的形式 (当然我们要注意到电子电荷 e 为负)，尤其是正确地
得到了比通常的轨道角动量磁矩公式多出来的 2 倍因子。由此可见，方程 (3.99) 与实验是
吻合的。

3.4.3 习题

1. 请证明 (a · σ⃗)(b · σ⃗) = (a ·b)+ i(a×b) · σ⃗ , 式中 a、b 为两个普通的矢量，不是算符。

2. 请证明 ei θ
2 (n·⃗σ) = cos θ

2 + i(n · σ⃗)sin θ
2，式中 n 为一个任意的单位矢量，θ 是一个角

度。

3. 我们已经知道了旋量波函数的概念。在数学上，旋量也可以定义成这样的一个两分
量的量 ϕ = (ϕ1

ϕ2
)，它在绕 n 轴旋转 θ 角时按照 ϕ → exp

(
i θ

2 n · ̂⃗σ)ϕ 的方式变化。现在，请
证明由旋量 ϕ 构造出来的量 ϕ † ̂⃗σϕ 是一个通常的三维矢量，也即是说，在空间旋转之下，
这个量像通常的矢量那样变化。



4. 几个简单而重要的系统

本章主要讨论几个简单而又重要的量子力学系统。它们包括，两自旋耦合系统、一维

势散射的一个简单例子、单自由度线性谐振子、氢原子、以及均匀磁场中的电子，最后这

个系统也就是著名的朗道能级。这些系统都精确可解。我们介绍的求解方法是多样的: 对
于两自旋耦合系统我们介绍了矩阵对角化的求解方法; 对于一维势散射和氢原子问题，我
们介绍了解波动力学的定态薛定谔方程; 对于单自由度线性谐振子，我们介绍了算符代数
的方法; 而对于均匀磁场中的电子，我们结合了代数法和求解波函数的方法。

当然，每一个例子的求解方法往往都不唯一，比如单自由度线性谐振子也可以通过定

态薛定谔波动方程来求解，而氢原子问题也可以利用它隐藏的 SO(4) 动力学对称性进而用

算符代数的方法求解。在每一个例子中，我们都仅仅只是介绍更简洁同时相对来说更重要

的求解方法。

作为朗道能级的一个重要物理应用，在本章的最后一节我们讨论了在凝聚态物理领域

极其重要的量子霍尔效应，主要是讨论了整数量子霍尔效应的物理机制。当然，量子霍尔

效应本身是一个很大的课题，我们只可能作一个初步的介绍。
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4.1 两自旋耦合系统

铁，钴，镍等物质在很小的外磁场影响下，就能产生远大于其他物质的磁化效应，这

就是铁磁性。这些物质之所以有铁磁性，是因为在它们的每一个小区域之内都会自发磁化

形成磁畴。而自发磁化的原因，是因为铁磁物质不同原子的磁矩产生了相互平行的指向，

就像这样 (↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑↑)。这些原子的磁矩从哪儿来呢？来自于铁磁原子未配对的核
外电子的自旋，已经配对的那些电子由于泡利不相容原理，它们的自旋一定是相反的，因

而磁矩总是抵消为 0。那么不同原子的这些未配对电子的自旋为什么会平行地指向呢？为
什么只有铁磁性物质会这样平行指向呢？为了对这一问题进行理论研究，海森堡提出，这

是因为铁磁性物质邻近原子的未配对电子存在自旋与自旋间的相互作用，为了反映这种自

旋相互作用是如何导致自发磁化的，海森堡提出了一个简单的模型，这就是今天依然有大

量研究者在研究的著名的海森堡模型，这个模型对于铁磁性的研究，甚至对于整个凝聚态

物理来说都非常重要，因此我们想介绍一下。海森堡模型的哈密顿算符是下面这样的

H = J ∑
<i, j>

S⃗i · S⃗ j, (4.1)

式中的 < i, j > 表示两个邻近格点位置 i 和 j, S⃗i, S⃗ j 分别表示格点位置 i, j 上的原子的自

旋，式中的求和表示将每一对相互邻近的原子的贡献都加起来，另外，J 的大小表示两自

旋之间的耦合强度，更常见的是将之写成 −J，不过后面我们对 J 取正和取负两种情况都

会进行讨论。

对于一个任意的两维或三维格点，求解海森堡模型不是一件容易的事情，因此我们当

然不可能在这里讨论这样的课题。以上所说主要是给我们提供一个物理背景，我们真正将

要研究的，是只考虑两个原子，每个原子只有一个未配对电子，这两个电子的自旋之间按

照海森堡模型的形式进行耦合。这时候，由于电子的自旋算符可以用泡利算符来进行表达，

所以我们也可以将相应的模型写成下面的形式，

H = J(σ x
1 σ x

2 +σ y
1 σ y

2 +σ z
1σ z

2). (4.2)

(4.2)才是我们这一节将要进行求解的问题。我们将会看到，即使这样简单的一个模型
也能告诉我们，什么时候系统会出现铁磁性，也就是两电子的自旋相平行，什么时候系统

又会出现反铁磁性，也就是两电子的自旋反平行。不过，首先我们想说一下，什么是求解

出这个系统？我们这里所谓的求解出哈密顿算符 (4.2)，实际上指的是求解出它的本征值，
也就是系统的本征能量 {En}，以及相应的本征态 {|ψn⟩}

H|ψn⟩= En|ψn⟩. (4.3)

正如我们已经知道的，由于在哈密顿算符的本征态 |ψn⟩ 上，系统有确定的能量取值 En，

所以这样的本征态也叫做定态，相应的本征能量的集合也称作系统的能谱或者能级。

4.1.1 泡利算符回顾

为了求解出上面的两电子自旋耦合系统的能谱，这一小节让我们先回顾一下关于泡利

算符的一些相关知识。首先，泡利算符具有下面的基本代数关系，

[σ x,σ y] = 2iσ z, [σ y,σ z] = 2iσ x, [σ z,σ x] = 2iσ y. (4.4)
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并且三个泡利算符的平方均等于 1，即 (σ x)2 = (σ y)2 = (σ z)2 = 1。由这两组基本代数关系

可以进一步导出三个泡利算符是两两反对易的。

在第二章中我们还曾经引入 σ = 1
2(σ

x− iσ y),σ† = 1
2(σ

x + iσ y), 并且我们也知道 σ2 =

(σ†)2 = 0。另外，利用对易子代数关系 (4.4)，我们可以得到

[σ z,σ ] =−2σ , [σ z,σ†] = 2σ†, [σ†,σ ] = σ z. (4.5)

设 |s⟩ 为 σ z 的本征值为 s 的本征态，满足本征方程 σ z|s⟩= s|s⟩。由 [σ z,σ†] = 2σ† 可

以知道 σ zσ† = σ†(σ z+2),因此 σ z(σ†|s⟩) = σ†(σ z+2)|s⟩= (s+2)(σ†|s⟩)，也就是说，σ†|s⟩
如果非 0，则必为 σ z 的本征值为 s+2 的本征态，即必有

σ†|s⟩= as|s+2⟩, (4.6)

其中 as 为一个待定复数。类似的，由 [σ z,σ ] =−2σ 可以知道，必有

σ |s⟩= bs|s−2⟩, (4.7)

其中 bs 为待定复数。正因为如此，σ 通常被称作自旋降算符，因为当它作用在 σ z 的本征

态上时，会把本征值 s 降 2，变成 s−2，相反 σ† 称为自旋升算符，因为当它作用在 σ z 的

本征态上时，会把本征值升 2。

由于 (σ z)2 = 1, 所以其本征值必为 ±1, 即 s =±1。设相应的本征态分别为 | ↓⟩, | ↑⟩, 其
中 | ↓⟩ 的本征值为 −1，| ↑⟩ 的本征值为 +1, 并且我们假定它们都已经归一化了，因而是
正交归一的。由于 | ↓⟩ 具有最低的本征值 −1，所以它不能再降了，再降就必定为 0，因此
我们必有

σ | ↓⟩= 0. (4.8)

类似的，| ↑⟩ 具有最高的本征值 +1，所以它不能再升了，再升必定等于 0，即有

σ†| ↑⟩= 0. (4.9)

另外, 我们已经知道 σ†| ↓⟩= a−1| ↑⟩, σ | ↑⟩= b+1| ↓⟩。为了求出 a−1 和 b+1, 我们将这
两个结果厄米共轭就得到 ⟨↓ |σ = ⟨↑ |a∗−1, ⟨↑ |σ† = ⟨↓ |b∗+1。利用 |a−1|2⟨↑ | ↑⟩ = ⟨↓ |σσ †| ↓
⟩ = ⟨↓ |[σ ,σ†]| ↓⟩ = ⟨↓ |−σ z| ↓⟩ = ⟨↓ | ↓⟩ = 1(其中第二个等号利用了 σ | ↓⟩ = 0)，因此就有
|a−1|2 = 1，类似的我们也可以得到 |b+1|2 = 1。由于现在我们有两个本征态 | ↓⟩, | ↑⟩，同时
有两个不为零的复系数 a−1,b+1, 因此我们总是可以通过分别将这两个本征态乘上合适的
复相位，从而使得 a−1,b+1 都成为正实数。如此一来 |a−1|2 = 1 和 |b+1|2 = 1，就意味着

a−1 = b+1 = 1，从而我们就得到

σ†| ↓⟩= | ↑⟩, σ | ↑⟩= | ↓⟩. (4.10)

公式 (4.8)、(4.9) 以及公式 (4.10)，再加上下面的两个本征方程，就是我们后面会用到的
一些基本结论，

σ z| ↑⟩= | ↑⟩, σ z| ↓⟩=−| ↓⟩. (4.11)
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4.1.2 求解与讨论

下面我们就可以开始求解 (4.2) 给出来的两自旋耦合系统了。首先，两个不同电子
的自旋当然是相互独立的，因此任何两个属于不同电子的泡利算符都必定相互对易。其

次，类似于上一小节的做法，我们分别引入两个不同电子的自旋降算符和自旋升算符，

σ1 =
1
2(σ

x
1 − iσ y

1),σ2 =
1
2(σ

x
2 − iσ y

2), σ†
1 = 1

2(σ
x
1 + iσ y

1),σ
†
2 = 1

2(σ
x
2 + iσ y

2)。则很容易验证，原

来的哈密顿量 (4.2) 可以重写成

H = 2J(σ1σ†
2 +σ†

1 σ2)+ J(σ z
1σ z

2). (4.12)

现在，我们给系统选定四个正交归一基矢量 {| ↑↑⟩, | ↓↑⟩, | ↑↓⟩, | ↓↓⟩}(请注意这四个基
矢量的排列顺序，后面的处理要与这个顺序一致)，以基矢量 | ↓↑⟩ 为例，它两个标记符号
的前一个 ↓ 表示第 1 个电子的自旋状态，后一个符号 ↑ 表示第 2 个电子的自旋状态，其
余三个基矢量也是用类似办法进行标记的。

为了求解我们的系统，我们需要将哈密顿算符在这四个基矢量构成的矢量基中表示

出来。为了做到这一点，让我们首先注意一个简单的数学事实，即，如果有归一化的量

子态 |u⟩, |v1⟩, |v2⟩，并且 |v1⟩ 和 |v2⟩ 正交，若某算符 A 将 |u⟩ 映射到 |v1⟩ 和 |v2⟩ 的某
个叠加态，比如 A|u⟩ = α1|v1⟩+α2|v2⟩(α1,α2 为叠加系数)，那么利用 |v1⟩ 和 |v2⟩ 的正
交关系可知必有 ⟨v1|A|u⟩ = α1,⟨v2|A|u⟩ = α2。因此为了求出哈密顿算符在我们的矢量基

中的表示矩阵，我们只需要求出它对四个基矢量的作用。为了求出这样的作用，我们只

需要反复利用上一节中的简单公式 (4.8)、(4.9)、(4.10) 以及 (13.35)。比如，H| ↑↑⟩ =
2J(σ1σ†

2 +σ†
1 σ2)| ↑↑⟩+ J(σ z

1σ z
2)| ↑↑⟩= J| ↑↑⟩ (注意，σ†| ↑⟩= 0)，即 H| ↑↑⟩= J| ↑↑⟩。类似

的可以求出，H| ↓↑⟩= 2J| ↑↓⟩− J| ↓↑⟩, H| ↑↓⟩= 2J| ↓↑⟩− J| ↑↓⟩, 以及 H| ↓↓⟩= J| ↓↓⟩。因此
就容易写出 H 在矢量基 {| ↑↑⟩, | ↓↑⟩, | ↑↓⟩, | ↓↓⟩} 中的表示矩阵 Ĥ，

Ĥ = J


1 0 0 0

0 −1 2 0

0 2 −1 0

0 0 0 1

 . (4.13)

很容易求出这个矩阵的四个本征值，分别为 J,J,J,−3J, 分别对应下面的四个归一化
本征矢量

ψ1,+1 =


1

0

0

0

 ,ψ1,0 =
1√
2


0

1

1

0

 ,ψ1,−1 =


0

0

0

1

 ,ψ0,0 =
1√
2


0

−1

1

0

 . (4.14)

分别以这四个本征矢量作为叠加系数，相应的就有原来的哈密顿算符 H 的四个本征态

|1,+1⟩= | ↑↑⟩, |1,0⟩= 1√
2
(| ↑↓⟩+ | ↓↑⟩) , |1,−1⟩= | ↓↓⟩, (4.15)

以及

|0,0⟩= 1√
2
(| ↑↓⟩− | ↓↑⟩) , (4.16)
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其中前面三个本征态是简并的，对应的本征值都为 J, 这三个简并态称作两 1/2 自旋耦合

系统的自旋三重态，最后一个本征态 |0,0⟩ 对应的本征能量是 −3J，它称作两自旋耦合系

统的自旋单态。

人们很容易看到，自旋三重态的三个态有一个共同点，那就是它们对于两个电子来说

是对称的，即如果把电子 1 和电子 2 进行交换，那么这三个态都将保持不变，而且下一节
我们将看到它们的总自旋大小是两电子贡献相加的，是 1，因此我们常常称三重态为自旋
平行态。相反，自旋单态关于两个电子是反对称的，如果将电子 1 和电子 2 进行交换，那
相应的自旋单态就会出一个负号，而且它的总自旋两电子抵消为 0 了，因此我们常常称单
态为自旋反平行态。

在量子力学中，一个系统的能量最低的本征态又称作系统的基态，基态的能量就是量

子系统可能具有的最低能量，比基态能量更高的定态就称作激发态。基态 (有时候也包括
低激发态)对于研究一个系统的性质而言尤其重要，原因在于，对于一个宏观系统而言，只
要环境的温度足够低，那么它就会处在基态附近，因此基态和低激发态往往决定了一个系

统的宏观行为。

那么我们的两电子自旋耦合系统的基态是什么呢？很显然，答案依赖于 J 是正还是负。

如果 J 大于 0，那么由于自旋单态的能量为 −3J，为最低能量，因此系统的基态就将是这

样一个自旋反平行态，这时我们称系统处在反铁磁相。想反，如果 J < 0，那么能量为 J

的自旋三重态就将是系统的基态，注意，这时候系统的基态是简并的，|1,+1⟩, |1,0⟩, |1,−1⟩
张成了一个简并子空间，任何一个给定的系统当然不可能同时处在这三个态，所以它就必

须从这三个简并基态所张成的简并子空间中随机选取一个态。另一方面，从我们原来的哈

密顿算符 (4.2) 来看，三个空间方向地位完全平等，因此我们的系统当然是空间旋转不变
的。但是，这个简并子空间中的任意一个态都有一个特定的总自旋方向，比方说，|1,+1⟩
态总自旋沿着 z 轴向上，|1,−1⟩ 态总自旋反着 z 轴向下，因此不管系统从简并子空间中选

择了哪个态，都意味着它选定了一个特定的空间方向，因此就破坏了空间旋转不变性，由

于这种对空间旋转不变性的破坏完全是系统自发的，而不是因为我们在系统的哈密顿算符

中引入了某个特定指向的磁场之类的东西，所以我们常常称这种旋转对称性的自发破坏为

自发破缺 (注意我们不用破坏这个词，而是用自发破缺)！但是，不管系统破缺到简并子空
间中的哪一个态，它都是一个自旋平行态 (比如，|1,0⟩ 态的两电子也是自旋平行的，只不
过平行的方向不是在 z 轴上而已)，这时候我们就称系统处在铁磁相。

从这个例子我们可以想见，更具一般性的海森堡模型 (4.1) 到底是铁磁的还是反铁磁
的，这取决于 J 的符号，要从理论上解释某个材料的铁磁性，那我们就必须从理论上计算

出一个小于 0 的 J。但这是一件相当困难的事情，很少有人能从理论上计算出某个材料的

J。因此人们通常采用的理论研究方案是，从某一个对系统的更基本描述出发，然后看看

有没有一个机制能够让这个系统的有效描述可以是一个 J 为负的海森堡铁磁模型。如果理

论上找到了一个这样的机制，那么人们就会设计实验来实现这样的机制，并看它是否能和

理论推导一样使得系统处于铁磁相。总之，即使从海森堡提出他的模型到现在已经有很长

时间了，关于铁磁性的研究依然一直是理论凝聚态的前沿领域之一，就是因为这种研究并

不容易。
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两自旋耦合系统的总自旋

让我们再次回到两自旋耦合的哈密顿算符 (4.2), 很显然，我们可以用泡利算符的矢量
形式将它重写成 H = Jσ⃗1 · σ⃗2。而且，我们可以引入一个总泡利算符 σ⃗ = σ⃗1 + σ⃗2, 它和系统
总自旋 S⃗ 之间的关系是 S⃗ = h̄σ⃗/2，所以研究总泡利算符等价于研究系统总自旋。让我们

先来考察一下 (σ⃗)2 = (σ⃗1)
2 +(σ⃗2)

2 +2σ⃗1 · σ⃗2，而由于 (σ⃗1)
2 = (σ x

1)
2 +(σ y

1)
2 +(σ z

1)
2 = 3, 同

样 (σ⃗2)
2 = 3, 所以我们可以知道 σ⃗1 · σ⃗2 = (σ⃗)2/2− 3，因此原来的哈密顿算符就可以重写

成 H = J[(σ⃗)2/2−3]。

显然，算符 (σ⃗)2 和哈密顿算符 H 的本征态是一样的，由前面求出来的 H 的本征值和

本征态我们容易知道，自旋三重态 |1,+1⟩, |1,0⟩, |1,−1⟩和自旋单态 |0,0⟩分别是 (σ⃗)2 的本

征值为 8 和本征值为 0 的本征态。如果用总自旋 (⃗S)2 = (σ⃗)2h̄2/4 来考虑的话，那么自旋

三重态就是 (⃗S)2 的本征值为 2h̄2 的本征态，通常我们说这种态的总自旋为 1，这就是三重
态的记号中前一个 1 所代表的含义，不过，我们暂时不用管为什么把这样的量子态称之为
自旋为 1，暂时我们只需要将它理解成一个约定，其含义就是，这种态对应于 (⃗S)2 = 2h̄2,
也就是说，这三个态的总自旋大小是一样的，都是

√
2h̄。当然，用 (⃗S)2 来考虑，自旋单态

就对应于 (⃗S)2 = 0，也即是说，自旋单态是总自旋为 0 的态，这就是 |0,0⟩ 这个记号中前
一个 0 的含义。

很明显，(⃗S)2 的本征值不足以将两自旋耦合系统的四个本征态都区分出来，因为自旋

三重态的那三个态对于 (⃗S)2 来说是简并的。因此，人们通常进一步考察总自旋的 z 分量

Sz = σ zh̄/2。由于 (σ⃗)2 = 6+2σ⃗1 · σ⃗2 = 6+2(σ x
1 σ x

2 +σ y
1 σ y

2 +σ z
1σ z

2), 我们很容易利用泡利算
符的代数关系 (4.4) 验证 [σ z,(σ⃗)2] = 0, 这也即是说，Sz 和 (⃗S)2 对易，

[(⃗S)2,Sz] = 0. (4.17)

因此，Sz 和 (⃗S)2 可以有共同的本征态，实际上，由于 Sz =
h̄
2 σ z = h̄

2(σ
z
1 +σ z

2)，人们

很容易验证：Sz|1,+1⟩ = h̄|1,+1⟩(即 |1,+1⟩ 是 Sz 的本征值为 1 倍 h̄ 的本征态，这就是

|1,+1⟩ 记号中后一个 +1 的含义)，Sz|1,0⟩= 0|1,0⟩(这就是本征态记号中的那个 0 的含义)，
Sz|1,−1⟩=−h̄|1,−1⟩(即本征值为 −1倍的 h̄,这就是记号 |1,−1⟩中那个 −1的含义)，类似
的，Sz|0,0⟩= 0|0,0⟩(这就是本征态记号中第二个 0 的含义)。简单归纳一下，即，自旋单态
总自旋大小为 0，当然 Sz 也为 0，自旋三重态总自旋为 1，其 Sz 的值分别为 +1,0,−1(以
h̄ 为单位)。

4.1.3 习题

1. 请求解 H = J(σ x
1 σ x

2 +σ y
1 σ y

2 +∆σ z
1σ z

2) 这样一个 XXZ 模型并对结果进行讨论，式中

∆ 是一个实参数。

4.2 反射与透射

根据波动力学的观点，微观粒子也是波，而从波动光学的研究我们了解到波有一些非

常典型的现象，比方说反射和透射。让一束波从真空向一块材料入射，我们可以预期有一
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部分波会被材料反射，产生反射波，同时也可能有一部分波会进入材料内部，成为透射波。

既然微观粒子也是波，那假如我们将一束粒子向一块材料入射，也将会有一些粒子被材料

反射，而另一些粒子则进入材料内部。那么，对于单个入射粒子而言，它被材料反射的概

率是多少呢？它透射的概率又是多少呢？这一节我们将通过一个最简单的数学模型来研究

这些问题。

4.2.1 势散射的简单例子

为了简单起见，我们假设所考察的是垂直入射，因此只需要考察粒子在垂直于材料表

面的方向上的运动，问题将简化为一个一维问题。进一步，我们用一个常数势垒 V0 来模

拟整块材料。如此一来，问题就变成粒子在如图 (4.1) 所示的一维势场 V (x) 中运动的问

题。图中的区域 I 就对应真空，区域 II 对应材料，势能函数 V (x) 可以写成

Figure 4.1: 一维势能台阶。

V (x) =

0, x < 0

V0, x > 0
. (4.18)

而我们需要求解的就是一维定态薛定谔方程[
− h̄2

2m
d2

dx2 +V (x)
]

ψ(x) = Eψ(x), (4.19)

式中的 E 也就是入射粒子能量。

由于势能函数 V (x) 是一个分段函数。所以我们要分 I、II 两个区域分别求解方程
(4.19)，然后再将两个区域的解拼接起来。我们记 I、II 两个区域的解分别为 ψI(x) 和

ψII(x)。稍微整理一下，人们就能看出，ψI(x) 和 ψII(x) 分别满足如下方程

d2

dx2 ψI(x)+
2mE
h̄2 ψI(x) = 0.

d2

dx2 ψII(x)+
2m(E−V0)

h̄2 ψII(x) = 0. (4.20)

E >V0 情形

首先，假设 E >V0。这时候可以令 2mE
h̄2 = k2

1、
2m(E−V0)

h̄2 = k2
2。从而方程 (4.20) 变成

d2

dx2 ψI(x)+ k2
1ψI(x) = 0.

d2

dx2 ψII(x)+ k2
2ψII(x) = 0. (4.21)
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很显然，这两个方程的解可以写成

ψI(x) = A1eik1x +A′1e−ik1x.

ψII(x) = A2eik2x +A′2e−ik2x. (4.22)

注意到 eikx 这样的波函数描述的是一个右行波，而 e−ikx 这样的波函数描写的是左行

波。如果粒子是从 x =−∞ 处入射，那 I 区域的 A1eik1x 描写的就是入射波，而 A′1e−ik1x 描

写的就是左行的反射波。类似的，II 区域的 A2eik2x 描写的就是右行的透射波。但是，由于

II 区域上没有粒子入射，所以 II 区域上的左行波 A′2e−ik2x 必定为零，即

A′2 = 0. (4.23)

我们可以分别计算 I、II 两个区域上的概率流密度 JI、JII，并得到

JI = |A1|2
h̄k1

m
−|A′1|2

h̄k1

m

JII = |A2|2
h̄k2

m
. (4.24)

局域概率守恒意味着，通过 I 区域的概率流必定要和通过 II 区域的概率流相等，从而必
定有

(
|A1|2−|A′1|2

)
k1 = |A2|2k2. (4.25)

待会儿我们可以验证这个结果是否成立。

很显然，JI 表达式中的 |A1|2 h̄k1
m 代表的是入射粒子概率流密度，−|A

′
1|2

h̄k1
m 代表的是反

射粒子概率流密度。我们可以定义反射概率 R 为 |A′1|2
h̄k1
m 比上 |A1|2 h̄k1

m ，从而

R =
∣∣A′1
A1

∣∣2. (4.26)

从这个定义可以看出 R 其实就是反射粒子流强与入射粒子流强的比值，也就是单位时间

之内反射粒子数在单位时间入射粒子总数中的比例。类似的，我们可以定义透射概率 T 为

透射粒子概率流密度与入射粒子概率流密度的比值，从而

T =
k2

k1

∣∣A2

A1

∣∣2. (4.27)

R 和 T 就是我们最终要计算的物理可观测量。很显然，概率守恒的要求 (4.25) 其实就等
价于

R+T = 1. (4.28)

待会儿我们可以验证这个结果。

下面，我们将两个不同区域的解 (4.22) 拼接起来。为此我们需要注意到，在任意空间
点 x，波函数必然都连续。这是因为，波函数的模方反映的是粒子在空间的概率分布，它
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没有理由不连续，而要在所有情况下都保证波函数模方连续，那只有波函数本身连续。特

别的，在 x = 0 点，波函数连续，即 ψI(0) = ψII(0)，利用解 (4.22)，我们即有

A1 +A′1 = A2. (4.29)

但是，我们有三个未定常数 A1,A′1,A2，而我们要决定两个物理量 R,T。所以这一个拼接条

件还不够，我们还得找一个拼接条件。

这另一个解的拼接条件就是波函数的一阶导数要连续。在我们这一例子中，这其实可

以证明。为此，我们任取一点 x，然后在 x 附近对定态薛定谔方程 (4.19) 的表达式进行积
分，从 x− = x− ε 积到 x+ = x+ ε，ε 为一个正的无穷小量。从而就可以得到

− h̄2

2m
[ψ ′(x+)−ψ ′(x−)] =

∫ x+

x−
dx(E−V (x))ψ(x), (4.30)

式中 ψ ′(x) = ∂xψ(x)。注意到，波函数 ψ(x) 连续，因此只要 V (x) 不太奇异，那么 (E−
V (x))ψ(x) 也必定连续。特别的，对于我们这里涉及到的阶跃势能，(E−V (x))ψ(x) 虽然不

连续，但是
∫ x+

x− dx(E−V (x))ψ(x)→ 0。从而由 (4.30) 可知，在 ε → 0 时必有

ψ ′(x+) = ψ ′(x−). (4.31)

这就意味着波函数的一阶导数在任意 x 都连续。

根据 ψ ′I(0) = ψ ′II(0)，由分段解 (4.22)，我们可以得到

k1(A1−A′1) = k2A2. (4.32)

结合拼接条件 (4.29) 和拼接条件 (4.32)，我们就可以得到

A′1
A1

=
k1− k2

k1 + k2
,

A2

A1
=

2k1

k1 + k2
. (4.33)

代入 (4.26) 式和 (4.27) 式，我们就可以得到

R = 1− 4k1k2

(k1 + k2)2 , T =
4k1k2

(k1 + k2)2 . (4.34)

显然满足 R+T = 1，因此的确概率守恒。

E <V0 情形

假设入射粒子能量不够，E <V0。由于入射粒子能量 E 总大于 0，所以这时候 I 区域
内的解形式上还和之前的情形一样。但是对于 II 区域，由于这时候 2m(E−V0)

h̄2 < 0，我们不

妨令 2m(E−V0)

h̄2 =−κ2
2。因此这时候 II 区域的解就将变成

ψII(x) = B2e−κ2x +B′2eκ2x. (4.35)

但是，由于 x→+∞ 时波函数得保持有限，从而这个解的指数增长部分必定要为零，即

B′2 = 0. (4.36)
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这时候我们很容易算得 II区域的概率流密度 JII = 0。从而由局域概率守恒，也有 JI = JII =

0。根据 (4.24) 式，我们必有 |A′1|2 = |A1|2，或者说

R = 1. (4.37)

也即是说，这时候粒子必定全反射，稍后我们会验证这个结果。

对 E <V0 这种情形的求解其实和 E >V0 情形一样。实际上，我们只需要将 E >V0 情

形的 k2 替换成 iκ2 就会过渡到 E <V0 情形。所以现在的解其实很简单，为

A′1
A1

=
k1− iκ2

k1 + iκ2
,

B2

A1
=

2k1

k1 + iκ2
. (4.38)

很显然，我们的确有 R =
∣∣A′1

A1

∣∣2 = 1。而且，注意到 A′1
A1
是一个相位因子，我们不妨将之记

为 A′1
A1

= eiδ，

eiδ =
k1− iκ2

k1 + iκ2
. (4.39)

因此这时候 I 区域的波函数可以写成

ψI(x) = A1(eik1x + eiδ e−ik1x). (4.40)

可见，反射波相对于入射波发生了 δ 的相位移动。特别的，如果势垒趋于无穷高，即
V0→+∞, 从而 κ2→+∞, 那由 (4.39) 式可知，这时候的相移为

δ =±π. (4.41)

这就是半波损失。

4.2.2 散射态与束缚态

在上一小节的例子中，对于任何大于零的能量 E，我们都可以找到相应定态薛定谔方

程的物理解。并没有出现能量量子化，系统的能谱 E 依然连续可变。并且我们还看到，无

论是 E >V0 还是 E <V0，相应的定态波函数 ψ(x) 在 x→−∞ 时都不趋于零，在物理上，
它代表粒子可以从 x = −∞ 处入射，也可以反射到 x = −∞ 处去，总之，粒子可以出现在
x =−∞ 处。像这样的，能谱连续，粒子可以出现在空间无穷远处的定态，我们通常称之为
散射态。我们可以将散射态的能量解释成粒子在无穷远处的能量，在物理上，无穷远处的

粒子可以认为远离了一切相互作用势，从而是自由粒子，从而散射态的能量就等于无穷远

处的这个自由粒子的能量，它当然是一个大于 0 的连续谱。
之所以称这样的态为散射态，是因为粒子在无穷远处是自由的，而入射到势场区以后

就会被势场散射。一般来说，散射态正是描述了粒子从无穷远处入射，最后又被散射到无

穷远处去的这样一个量子态。就好比上一小节的例子中，粒子从 −∞ 处入射最终被 V (x)

散射到 −∞(对应反射波) 或者 +∞ 处 (对应透射波)。
与散射态相对的，定态薛定谔方程还可能出现另一类不同的解，称之为束缚态。它描

述的是粒子被束缚在一个有限的区域内，无法到达空间无穷远处的情形。因此，与散射态



4.3 单自由度线性谐振子 131

不同，束缚态要求波函数 ψ(x) 在空间无穷远处以足够快的速度趋于零。如果无穷远处势
能为 0 的话，那通常来说束缚态的能量本征值必然要小于 0，因为否则的话粒子就可能
有一定的概率隧穿到无穷远处去。由于束缚态的粒子总是被束缚在一个区域之内，因此它

就会在这个区域内形成某种“驻波”，但并非任意 E < 0 都能满足“驻波”条件，因此束

缚态的能量通常是量子化的，对应分立的能量本征值。本章后面几节将研究一些束缚态的

具体例子。下面的图 (4.2) 示意性地画出了束缚在一个势阱中的粒子的三个束缚态能级，
E0,E1,E2，其中，E0 是基态。

Figure 4.2: 束缚态能级

4.2.3 习题

1. 粒子在一维势场 V (x) =−Aδ (x) 中运动，假定 A > 0。(1). 请问粒子波函数的一阶
导数是否连续，为什么？(2). 请问这个系统有没有束缚态，如果有，请求出束缚态能级。

2. 某一维系统的势能函数 V (x) 如下，

V (x) =

0, x < 0, x > a

V0, 0 < x < a
. (4.42)

其中 V0 > 0 为势垒的高度。假设粒子从势垒左边 x→−∞ 的地方入射，能量 0 < E < V0。

请求出粒子隧穿过势垒的概率，也即粒子的透射概率。并验证在 h̄ 很小的半经典近似下，

结果和第三章中用 WKB 近似得到的结果吻合。

4.3 单自由度线性谐振子

线性谐振子的研究在量子物理中的重要性怎么强调都不过分。首先，最早普朗克在推

导他的黑体辐射公式的时候，就假定辐射电磁波的是谐振子 (这是由于黑体辐射结果的普
适性，它并不依赖于具体是什么物质在辐射电磁波)，为了推导出黑体辐射公式，普朗克
假设这些谐振子的能量是量子化的，只能取 nh̄ω 这样的量子化值。随后，爱因斯坦的光
量子理论紧接着说，其实电磁场本身就是量子化的，电磁场的量子叫做光子，一个角频率

为 ω 的光子其能量是 h̄ω，n 个相同的光子能量就是 nh̄ω。从我们今天的观点来看，爱因
斯坦的电磁场量子化假设和普朗克的谐振子量子化假设其实密切相关，原因在于，我们可
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以把任何电磁波分解成平面波 (或者空腔里的驻波) 的线性叠加，任何电磁场都由这种平
面波叠加的叠加系数唯一性地决定，代入麦克斯韦方程人们就能发现，这些叠加系数所满

足的方程就是标准的线性谐振子方程，所以，电磁场可以看成是一个多自由度的谐振子系

统，每一个波模式对应一个谐振自由度。但是，无论普朗克也好还是爱因斯坦也好，他们

都没有从理论上解释为什么线性谐振子的能量会量子化为 nh̄ω 这样的形式，首先用量子
力学理论推导出这个结论的是海森堡。用量子力学推导出这个结论就是我们这一节的主要

内容，我们将要给出来的推导方法是相当标准的，而且类似的方法在量子理论中应用非常

广泛。

爱因斯坦不仅提出了电磁场的光量子，他还将类似的观念应用于固体里面的声波，因

为声波的每一个模式同样是一种简谐振动，声波的量子就叫声子，正是因为考虑了声波的

量子化，爱因斯坦才能成功地解释固体在低温下的比热容，而这是此前的经典理论无法解

释的。类似的，在铁磁体和反铁磁体这些自旋相互作用的体系中还存在自旋波，自旋波的

量子通常叫做磁振子 (Magnon)，等等。总之，谐振子的概念无论是在量子场论中还是在
凝聚态物理中都是基础性的。

不仅如此，任何力学系统在其稳定平衡位置附近的运动都是一种简谐振动，而组成一

个分子的若干原子在通常的温度下就是在其平衡位置附近来回振动，因此谐振子的研究同

样可以应用于诸如分子振动光谱之类的原子分子物理问题。关于线性谐振子的更多讨论，

我们推荐读者参考 Cohen-Tannoudji 的《量子力学》第一卷。

4.3.1 单自由度线性谐振子的量纲分析

所谓的单自由度线性谐振子，我们指的是问题中只涉及一个力学变量 X(以及和它相
应的正则动量 P)，并且哈密顿量为 H = P2

2m + 1
2 mω2X2 的系统, 这里 ω 就是这个线性谐振

子的角频率， 1
2 mω2X2 当然就是线性谐振子的弹性势能。从这个哈密顿量我们可以看到，

单自由度线性谐振子只涉及 m,ω 这两个物理常量，当然由于我们将要进行的是一个量子
力学分析，所以我们还需要加上普朗克常量 h̄。因此整个问题只涉及 m,ω, h̄ 这三个有量纲

的物理常量，也即是说，所有我们将要分析的物理量，能级也好，X 的方差也好，最终都

应该是仅涉及这三个物理常量的某个表达式。在具体求解问题之前，我们不妨先对这样的

表达式进行一下量纲分析。首先我们注意到，m,ω, h̄ 这三个量无法构造出任何无量纲的量

(因为它们实际上对应于三个相互独立的基本量纲，比方说 1/ω 有时间量纲，m 有质量量

纲)，这就告诉我们用量纲分析的方法得出来的表达式将是唯一的 (除了未定的数值系数以
外)，因为没有任何未定的无量纲因子可以再乘上去。
很显然，m,ω, h̄ 能够构造出来的有能量量纲的表达式是 h̄ω, 也就是说，线性谐振子

的能级将有 E ∼ h̄ω 的形式。其次我们注意到 [h̄ω] = [P2/m](符号 [] 表示取一个表达式

的量纲) 具有能量量纲，因此 [P2] = [mh̄ω], 这也即是说，
√

mh̄ω 有动量量纲。类似的，
[h̄ω] = [mω2X2] 也具有能量量纲，因此 [X2] = [h̄/(mω)], 这也即是说，

√
h̄/(mω) 具有长度

量纲。有了这些量纲表达式以后，我们就可以将所有的力学变量都无量纲化，完成这一步

的最简单办法是直接令 h̄ = 1,m = 1,ω = 1, 这样我们的哈密顿算符就变成,

H =
1
2
(P2 +X2), (4.43)
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现在 X ,P,H 都已经无量纲了, 因此我们求解这个无量纲问题 (4.43) 最终得出来的就是一
些数值。而恢复量纲的办法也很简单，比如，对于 (4.43) 的本征值你直接乘上量纲表达式
h̄ω 就得到原来谐振子的能级了，再比如对于 (4.43) 的本征波函数 ψ(x) 里面的 x，你直接

替换成 ψ( x√
h̄/(mω)

), 那替换以后的 x 就不再是无量纲，而是有通常的长度量纲了。事先进

行量纲分析的好处在于，作了无量纲化处理以后，我们就只需要求解一个数学上更简洁的

无量纲哈密顿量 (4.43)，最后再将得到的结果恢复量纲就可以了。

4.3.2 求解与讨论

下面我们来具体求解算符 (4.43)的本征值和本征态。我们用到的关键算符代数关系就
是 [X ,P] = ih̄ 这样一个基本对易关系，当然由于作了无量纲化处理 h̄ = 1, 所以现在这个代
数关系应该写成

[X ,P] = i. (4.44)

观察一下我们要求解的哈密顿量 H = 1
2(X

2 +P2), 你会发现，如果我们处理的不是算
符，而是普通的数，那很显然我们可以引入复变量，将这个二次型的哈密顿量写成某个复

数的模方的形式，即 H = 1
2(X − iP)(X + iP)。这就启发我们引入两个新的算符 a 和 a†, 它

们的定义是

a =
1√
2
(X + iP),a† =

1√
2
(X− iP), (4.45)

注意这两个算符都不是厄米算符，而是互为厄米共轭的。利用代数关系 (4.44), 我们很容
易得到 [a,a†] = 1

2 [X + iP,X− iP] = 1
2([X ,−iP]+ [iP,X ]) = 1，即

[a,a†] = 1. (4.46)

另外，由于 a†a = 1
2(X − iP)(X + iP) = 1

2(X
2 +P2 + iXP− iPX) = 1

2(X
2 +P2)− 1

2，所以我们

知道原来的哈密顿算符 (4.43) 可以写成

H = a†a+
1
2
, (4.47)

式中多出来的这个 1/2 就是因为我们处理的是相互不对易的算符，而不是普通的数。算符

a 和 a† 通常分别称作湮灭算符和产生算符，它们的典型特征就是满足代数关系 (4.46)。
不妨记 a†a = N，很显然，算符 N 和哈密顿算符 H 有完全一样的本征态，而且 N 的

本征值加上 1/2 就是 H 的本征值。我们很容易论证 N 的本征值一定大于或者等于 0。这
是因为，任给一个量子态 |ψ⟩，假设我们记 |ϕ⟩ = a|ψ⟩，则有 ⟨ϕ | = ⟨ψ|a†, 因此 ⟨ϕ |ϕ⟩ =
⟨ψ|a†a|ψ⟩= ⟨ψ|N|ψ⟩, 而很显然 ⟨ϕ |ϕ⟩ ≥ 0，之所以这里允许 ⟨ϕ |ϕ⟩ 等于 0，是因为可能出
现 a|ψ⟩ = 0 的情况, 这时候 |ϕ⟩ 本身就是 0。这就告诉我们，对于任意量子态 |ψ⟩，我们
总有 ⟨ψ|N|ψ⟩ ≥ 0, 因此 N 的本征值总是大于等于 0 的，并且等于 0 的情况仅在 a|ψ⟩= 0

时才会出现。

为了下面的推导，我们介绍一个算符恒等式，假设有三个算符 A,B,C，那么我们将有

下面的恒等式

[A,BC] = [A,B]C+B[A,C], (4.48)
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把两边按照对易子的定义展开，人们就能很容易地验证这个恒等式。在计算算符对易子的

时候这样的恒等式非常有用。

利用上面的恒等式和 (4.46), 人们很容易算出 [a,N] = a, [a†,N] =−a†, 也常常写作

[N,a] =−a, [N,a†] = a†. (4.49)

假设我们有厄米算符 N 的某个本征值为 λ 的本征态 |λ ⟩, 即

N|λ ⟩= λ |λ ⟩. (4.50)

则由于 (4.49) 式，我们可以知道，N(a|λ ⟩) = (Na)|λ ⟩= (aN−a)|λ ⟩= (λ −1)(a|λ ⟩)(注意由
[N,a] =−a⇒ Na = aN−a), 即，如果 a|λ ⟩ ̸= 0, 那它必定是 N 的本征值为 λ −1 的本征态，

即有

a|λ ⟩= αλ |λ −1⟩, (4.51)

式中 αλ 为某个复系数。也即是说，a 作用在 N 的本征态上，可以得到一个本征值降

低 1 的新本征态。为了看清楚什么情况下 a|λ ⟩ 等于 0，我们不妨记 a|λ ⟩ = |φ⟩, 则有
⟨φ|φ⟩= ⟨λ |a†a|λ ⟩= ⟨λ |N|λ ⟩= λ ⟨λ |λ ⟩，很显然，只要 λ ̸= 0, 那么 a|λ ⟩ 就不等于 0，反过
来 λ = 0 就一定意味着 a|λ ⟩= 0。

上面的分析有一个很重要的推论，即 N 的任何本征值 λ 都必须是非负整数。因为否
则的话我们就可以不断重复地用 a 作用在相应的本征态上，得到一串新的本征态，它们的

本征值分别为 λ ,λ −1,λ −2,λ −3, ....。如果 λ 不是非负整数，那这一串本征值都将不为
0，那么由上一段的分析就有，a 作用在这一串本征态的任何一个上面都将不是 0。因此用
a 进行作用的这个过程就可以无限地重复下去，这样一来，给定任何一个初始的 λ，我们
总能作用任意 m 个 a 在其本征态上，得到一个本征值为 λ −m 的本征态，只要 m 足够大，

λ −m 就必定为负数。但这是不可能的，因为前面我们已经证明过了，N 的本征值必须大

于等于 0。因此，λ 必须为非负整数，我们记为 λ = n。

类似的，利用 (4.49) 式我们还可以得到，a† 作用在 N 的某个本征态 |n⟩ 上将会得到
一个本征值为 n+1 的本征态。归纳一下即有

N|n⟩= n|n⟩, a|n⟩= αn|n−1⟩, a†|n⟩= βn+1|n+1⟩, (4.52)

这里 n≥ 0, αn,βn+1 为待定复系数。同时，由于 n|n⟩= a†a|n⟩= αna†|n−1⟩= αnβn|n⟩，所
以必有

αnβn = n. (4.53)

我们已经得到了第一个重要结论，即哈密顿算符 (4.47) 的本征谱为 n+1/2，如果恢

复量纲，那么我们就有，单自由度线性谐振子的本征谱为

(n+
1
2
)h̄ω, (4.54)

可见，除了多出来一个 (1/2)h̄ω 之外，这个结果正符合普朗克最初的假设。
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多出来的这个 (1/2)h̄ω 其实有重要的效应: 首先, 它意味着即使对于 n = 0 的基态，

线性谐振子的能量也不为 0，所以这个能量通常叫做零点能。之所以有零点能，是因为量
子力学的不确定关系 δxδ p∼ h̄, 所以即使在基态，谐振子的坐标和动量也不能同时确定为
0，而是有涨落，零点能就是这个涨落的能量。其次，按照当前的观点，一切物质最终都
是由基本粒子组成的，而所有的基本粒子都可以用场来描述，在忽略相互作用的时候，场

可以看成是许许多多的谐振子，因此，即使所有的场都处在基态，它们也还是有零点能。

基本粒子场活动的舞台当然就是我们的时空，所有基本粒子都处在基态所对应的就是真空

态，因此场的零点能的存在就告诉我们，真空其实并不真正空，而是总有基本粒子场的涨

落，这些涨落表现出来的零点能就叫作真空能。所以，真空其实充满能量，并且人们已经

测到了真空的能量，这就是所谓的卡西米尔效应。另一方面，宇宙的大部分区域当然是真

空，因此按照道理来说，宇宙中应该充满了真空能，它的一个效应就是会使得宇宙加速膨

胀，今天的天文学观测的确发现我们的宇宙在加速膨胀，但是，宇宙学观测计算出来的使

得宇宙加速膨胀的这个能量虽然占了宇宙总能量的大部分，但却还是比量子场论计算出来

的真空能小太多太多，这到底是怎么回事现在还没有人搞清楚，这个问题就是著名的暗能

量问题，它问的就是，第一，使得宇宙加速膨胀的暗能量的来源到底是什么，第二，为什

么量子场论计算出来的宇宙真空能不对。

下面我们接着来研究线性谐振子的本征态 |n⟩, 我们还是采用无量纲化的处理，只在最
后才进行量纲恢复。假定所有的这些本征态 |n⟩ 都已经正交归一了，因此我们首先要做的
就是确定 (4.52) 式中的待定系数 αn,βn。为此，我们注意到由 a†|n⟩ = βn+1|n+ 1⟩ 可以得
到，|βn+1|2⟨n+1|n+1⟩= ⟨n|aa†|n⟩= ⟨n|a†a+1|n⟩= (n+1)⟨n|n⟩(注意由 [a,a†] = 1⇒ aa† =

a†a+1)，进一步利用本征态的归一性就有 |βn+1|2 = (n+1)。同时，在假定 |n⟩态的相位已经
设定的前提下，我们总是可以合适地调节 |n+1⟩态的相位，使得由方程 a†|n⟩= βn+1|n+1⟩
定义出来的 βn+1 变成一个正实数。如此一来，我们就有 βn+1 =

√
n+1, 代入 (4.53) 式就

可以进一步得到 αn =
√

n。因此我们有

a|n⟩=
√

n|n−1⟩, a†|n⟩=
√

n+1|n+1⟩. (4.55)

特别的，对于 n = 0 的基态，我们有

a|0⟩= 0. (4.56)

另外，将 (4.55) 式进行递推，我们可以得到

|n⟩= 1√
n!
(a†)n|0⟩. (4.57)

到此为止实际上我们已经完成了所有的求解过程，但有时候人们还是希望得到坐标表

象下的本征波函数。不妨让我们先来求坐标表象下的基态波函数，首先由 (4.56) 式，我们
有 ⟨x|a|0⟩= 0, 进一步由产生湮灭算符的定义式 (4.45)可知 ⟨x|X + iP|0⟩= 0。最后，将坐标

表象下的基态波函数记为 ψ0(x) = ⟨x|0⟩，并利用动量算符在坐标表象下的表示 P̂ =−i∂x(已
经作了 h̄ = 1 的无量纲化)，我们就有 0 = ⟨x|X + iP|0⟩= (x+∂x)⟨x|0⟩, 即

(
∂
∂x

+ x)ψ0(x) = 0, (4.58)
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求解这个微分方程并将结果进行归一化就可以得到

ψ0(x) =
(

1

π 1
2

) 1
2

exp
(
−1

2
x2
)
. (4.59)

为了求激发态波函数，我们记 ψn(x) = ⟨x|n⟩。由 (4.57) 式我们可以知道 ψn(x) =
1√
n!
⟨x|(a†)n|0⟩= 1√

2nn!
⟨x|(X− iP)n|0⟩= 1√

2nn!
(x−∂x)

n⟨x|0⟩, 即

ψn(x) =
(

1

π 1
2 2nn!

) 1
2

(x−∂x)
n exp

(
−1

2
x2
)
. (4.60)

如果人们将这个式子中的 (x− ∂x)
n 的作用结果算出来，就会发现它对应于一个 n 次多项

式 Hn(x), 通常称作厄米多项式。最后，让我们恢复量纲，从而就有

ψn(x) =
(

κ
π 1

2 2nn!

) 1
2

Hn(κx)exp
(
−1

2
κ2x2

)
, (4.61)

式中 κ = 1/
√

h̄/(mω) =
√

mω
h̄ 是长度的负一次方量纲。值得注意的是，由波函数归一化∫

dx|ψ(x)|2 = 1可以知道，波函数本身也是有量纲的，在一维是长度的 −1/2次方量纲，这

就是为什么在最后恢复量纲的时候 (4.61) 式的前面会多出一个 κ 1
2 因子的原因。下面的图

(4.3) 示意性地画出了一些线性谐振子的定态波函数，以及相应的概率分布。从这幅图中可

Figure 4.3: 线性谐振子波函数以及概率分布

以清楚地看到，线性谐振子的定态 ψn(x) 都是一些束缚态。实际上，由于线性谐振子的势

能在无穷远处趋于无穷大，因此任何情况下粒子都不可能出现在无穷远处，所以线性谐振

子系统没有散射态。

4.3.3 位力定理

利用上一小节的求解结果，让我们来作一些简单的计算，我们的计算都将采用先在无

量纲化下处理，最后再恢复量纲的办法。

先让我们计算在定态 |n⟩ 上，谐振子坐标的平均值 ⟨n|X |n⟩。利用产生湮灭算符的定义
式我们显然有 ⟨n|X |n⟩ = 1√

2
⟨n|a+ a†|n⟩, 进一步利用 (4.55) 式以及不同本征态的正交性很

容易得到最终结果为 0。类似的，我们也可以得到动量的平均值也为 0，即有

⟨n|X |n⟩= ⟨n|P|n⟩= 0. (4.62)
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下面我们来计算 X2 的平均值。由 ⟨n|X2|n⟩ = 1
2⟨n|(a+ a†)2|n⟩ = 1

2⟨n|a
2 +(a†)2 + aa† +

a†a|n⟩= 1
2⟨n|2a†a+1|n⟩= (n+ 1

2), 式中我们利用了 (4.55) 式以及不同本征态的正交性。类
似的我们也可以计算出 ⟨n|P2|n⟩= (n+ 1

2)。由此我们就可以得到一个重要的结论，即在定

态上，谐振子动能 1
2 P2 的平均值和势能 1

2 X2 的平均值相等，都等于相应能级的一半。恢

复量纲即有

⟨n| P
2

2m
|n⟩= ⟨n|1

2
mω2X2|n⟩= 1

2
(n+

1
2
)h̄ω. (4.63)

上面的这个结论其实是所谓的位力定理的一个特殊情况，下面我们就以一维问题为例

来推导一下位力定理。假设我们考虑的系统哈密顿算符为 H = P2

2m +V (X), |n⟩ 为它的第 n

个定态，相应的能级为 En，即

H|n⟩= En|n⟩. (4.64)

那么我们容易有 ⟨n|[PX ,H]|n⟩= ⟨n|PXH−HPX |n⟩= En⟨n|PX |n⟩−En⟨n|PX |n⟩= 0，式中最

后一个等号我们利用了 ⟨n|H = En⟨n|。然而在另一方面，[PX ,H] = [PX , P2

2m ]+ [PX ,V (X)] =

P[X , P2

2m ]+ [P,V (X)]X = ih̄
(

P2

m −X ∂
∂X V (X)

)
, 式中我们利用了公式 (4.48) 以及基本对易关系

[X ,P] = ih̄。将这两个计算结合起来，即有

2⟨n|T |n⟩= ⟨n|P
2

m
|n⟩= ⟨n|X ∂

∂X
V (X)|n⟩. (4.65)

这就是位力定理，式中的 T 就表示动能算符。特别的，对于线性谐振子，V (X) = 1
2 mω2X2，

因此 X ∂
∂X V (X) = 2V (X), 如此一来即有

⟨n|T |n⟩= ⟨n|V |n⟩. (4.66)

这正是我们前面通过具体计算发现的结论。

4.3.4 习题

1. 对于线性谐振子，人们可以定义一种特殊的量子态，叫做相干态。任给复数 z，没

有归一化的相干态 |z)(我们用右括号而不是 ⟩ 来强调这个量子态没有归一化) 可以定义为
|z) = eza† |0⟩。

(1). 请证明 |z) = ∑+∞
n=0

zn
√

n!
|n⟩。

(2). 请证明 |z) 是湮灭算符 a 的本征态，满足 a|z) = z|z)。请注意，由于 a 不是一个

厄米算符，因此其本征值可以是复数 z。

(3). 请将 |z) 归一化，并计算相干态 |z) 与相干态 |w) 的内积为 (w|z)。
(4). 假设记归一化以后的相干态为 |z⟩。请证明 |z⟩可以取为 |z⟩= D(z)|0⟩，式中 D(z) =

eza†−za 为幺正算符。提示：可以应用第二章习题中证明的算符恒等式 eA+B = eAeBe−
1
2 [A,B]。

(5). 假设记复数 z = u+ iv，记 d2z = dudv。请证明 1
π
∫

d2ze−|z|
2 |z)(z|= 1，这里的积分

是对整个复平面积分，最后的结果 1 表示的是恒等算符。
(6). 请计算相干态 |z⟩ 上，位置算符 X 以及动量算符 P 的不确定度 δX 和 δP，并证

明 δXδP 取最小值，即 δXδP = h̄/2。
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(7). 请求出相干态 |z⟩ 在坐标空间的波函数 ψz(x) = ⟨x|z⟩, 从而证明相干态在坐标空间
的概率分布 |ψz(x)|2 是高斯分布。

(8). 假设 t = 0 时刻，线性谐振子处在相干态 |z⟩，请证明 t 时刻它将处在相干态

e−iwt/2|ze−iωt⟩。
(9). 请研究处在相干态上的谐振子其在坐标空间的概率分布如何随时间演化，即研究

概率分布 |ψze−iwt (x)|2。请将结果与谐振子的经典振动行为进行比较，进而领会为什么相干
态是一种准经典态。

2. 超导 LC 振荡电路和普通的经典 LC 振荡电路不同，它是量子的，也即是说超导
LC 电路电容器上的电荷 Q，以及电路中的电流都是量子算符。超导 LC 振荡电路的哈密
顿量可以写成

H =
Q2

2C
+

1
2

LI2. (4.67)

但是可以论证，电流算符 I 和电荷算符 Q 必定不对易。

论证方式有两种：第一种方式是通过利用 I =−Q̇,进而将哈密顿量写成 H = 1
2 LQ̇2+ Q2

2C ,
很显然这样写以后，我们可以将 Q 类比成粒子坐标，Q̇ 类比成速度，L 类比成质量，从而

磁场能量 1
2 LQ̇2 就可以类比成动能，而电场能量 Q2

2C 就可以类比成势能。当然，在这样的

类比之下 LQ̇ =−LI =−Φ 就应该类比成粒子动量 (这里 Φ = LI 表示电感线圈的磁通，它

同样是算符)。那么根据位置坐标和动量之间的基本对易关系我们就应该有 [Q,−Φ] = ih̄。

第二种论证方式是，利用 −Φ̇ 是电感线圈两端的电压 (电磁感应定律)，从而 Φ̇ 等于
电容器两端的电压，从而 CΦ̇ = Q, 进而将电路的哈密顿量重写为 H = 1

2CΦ̇2 + 1
2

Φ2

L 。很显

然，这样重写哈密顿量以后就可以将 Φ 类比成粒子坐标，Φ̇ 类比成速度，从而电场能量
1
2CΦ̇2 就类比成动能，磁场能量 1

2
Φ2

L 就应该类比成势能。当然，这时候 CΦ̇ = Q 就应该类

比成粒子动量，因此同样应该有

[Φ,Q] = ih̄. (4.68)

很明显，在这两种不同的论证方式中，电场能量和磁场能量的角色刚好互换了，但是，

结果是一样的，即都有

[I,Q] = ih̄/L. (4.69)

这种结果的一致性反映了电和磁的相互对偶。我们的问题是，请根据 Q, I 之间的对易关系

求出超导 LC 振荡电路的量子化能级。

4.4 氢原子

玻尔的氢原子模型成功地解释了氢原子的光谱。但是玻尔的模型还只是一个半经典的

理论，因此从物理理论的逻辑来说依然需要发展一个关于氢原子的更基本的理论。薛定谔

正是通过解决这个问题证明了其薛定谔方程的威力。我们这里正是要仿照当年的薛定谔，

通过求解薛定谔方程来得到一个氢原子的量子力学理论。
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其实玻尔的氢原子模型更令人不满意的地方在于，它只适用于氢原子，对于其它原

子光谱的解释都很不成功。尤其是，玻尔的理论作为一个关于原子的理论，它却完全无

法解释元素周期表。比方说，我们知道元素周期表的排布规律中出现了几个神秘的数字

2,8,18,32....。玻尔等人的原子模型完全无法解释这几个神秘的数字。但是，正如我们将要

看到的，对氢原子的量子力学研究不仅能让我们得到正确的氢原子能级，而且只要作一个

很平凡的推广就几乎能解释这些数字。这里说几乎是因为，正如我们即将看到的，通过求

解薛定谔方程，我们的确能得到一串神奇的数字，但它们是 1,4,9,16, ...。你已经发现了，

这和元素周期表的数字规律正好差 2 倍。正是为了解释这个两倍，泡利提出电子还有一个
内部自由度，这内部自由度只有两种可能的取值，对应电子的两个不同内部状态，这刚好

带来一个 2 倍，这样从数字上来说就完全对得上了。电子的这个内部自由度当然就是人们
发现的电子自旋。所以你看，通过用薛定谔方程来研究氢原子我们不光能得到氢原子能级，

还能解释元素周期表，不仅如此，我们还能预言电子有自旋。

不仅如此，如果我们足够小心，其实还能发现其它伟大的隐藏秘密。正如我们将会看到

的，加上电子自旋以后，我们的确得到了正确的数字 2,8,18,32....，但它是能级简并度，也

即是说，是每一个能级可以有多少个完全不同的量子态。但是，元素周期表的 2,8,18,32....

似乎是核外电子数目呈现出来的排布规律。你想一想，这是不是意味着每一个量子态里面

只能排一个电子。如果你这么想，你就和当年的泡利一样发现了自然界的一个伟大的秘密。

为什么每一个量子态最多只能排一个电子呢？对于当年的泡利来说，这也许是完全不可思

议的，因为你想光子就不是这样，n 个光子可以处在一个完全相同的量子态，给出 nhν 的
能级，这几乎是爱因斯坦提出光量子的时候就已经知道的事情 (当然这本身也是一件神奇
的事情，第一个研究光子这个神奇特性的人是印度物理学家玻色，所谓的玻色-爱因斯坦
凝聚就是爱因斯坦在玻色工作的基础上提出来的)。所以，泡利为此专门提出了一条物理
学原理，就是泡利不相容原理，它即是说，任何两个电子都不能处在完全相同的量子态上。

泡利不相容原理是我们这个世界的深层秘密之一，可以说没有这条原理，就不可能有我们

的世界。当然，这不是我们这里要讨论的话题，这里提到这个只是想表明我们即将进行的

数学推导的背后隐藏着多少自然界的秘密。

要求解的方程

对于氢原子来说，我们要考虑的就是一个核外电子围绕原子核运动的问题。由于原子

核比核外电子重 1 千多倍，因此为了使得分析简单一点，我们可以假设原子核处在坐标原
点不动，要考虑的只是核外电子在原子核所产生的库伦场中的量子力学。当然，核外电子

和原子核之间有库伦势能 V (r), 它由下面的式子给出

V (r) =− e2

4πε0r
=−αch̄

r
, (4.70)

式中我们已经引入了无量纲的精细结构常数 α = e2

4πε0h̄c ≃ 1/137, 其中 c 是光速，但是我

们即将要求解的是非相对论量子力学，所以从根本上来说应该是和 c 无关的，正因为如此

αc 必须作为一个整体出现，因为很显然 αc 中的 c 其实消掉了。如果我们记核外电子的质

量为 me，那简单的量纲分析就可以使得我们引入一个长度量纲的量，a0 =
h̄

meαc , 这就是所
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谓的玻尔半径，另外，我们还常常构造一个能量量纲的量 1
2 meα2c2，很显然只要将 αc 理

解成衡量了电子的速度我们很快就能理解这两个量。

我们要求解的就是核外电子的定态薛定谔方程(
− h̄2

2me
∇2 +V (r)

)
ψ(x) = Eψ(x). (4.71)

使得这个方程有符合物理要求的非零解的 E 就是氢原子的能级。当然，我们关心的是核

外电子被原子束缚围绕原子核运动的情形，也即是所谓的束缚态。束缚态上的电子当然不

可能出现在空间无穷远处，因此我们的定态波函数必须满足下面的物理要求

r = |x| →+∞ : ψ(x)→ 0. (4.72)

4.4.1 角动量算符

由于我们要求解的是电子绕核运动，这种问题根据我们在经典力学里的经验，角动量

将是一个至关重要的物理量，因为在这种问题中角动量是守恒的。而且，开普勒三定律告

诉我们，行星绕太阳运动只取决于两个物理量，那就是角动量和能量，开普勒第二定律告

诉了我们角动量的重要性，第三定律实际上进一步告诉了我们能量的重要性，给定了角动

量和能量，行星绕太阳运动的轨道就定了。当然，我们这里的电子绕核运动不是一个经典

运动，而是一个量子力学问题，所以当然不可能照搬经典物理的分析，但是经典物理的分

析至少告诉我们，在这样的问题中，真正重要的物理量就是角动量和能量。能量的算符当

然就是哈密顿算符，这已经反映在我们要求解的定态薛定谔方程中了。我们这一小节就是

要对角动量算符进行一些研究。

我们用 x 标记三维坐标矢量，它的三个分量 x1,x2,x3 分别对应通常的 x,y,z 分量。假

设我们记 ∂i =
∂

∂xi
, 那么角动量算符 L = x×P =−ih̄x×∇ 的三个分量就可以写成

L1 =−ih̄(x2∂3− x3∂2),L2 =−ih̄(x3∂1− x1∂3),L3 =−ih̄(x1∂2− x2∂1). (4.73)

或者，我们也可以利用列维-西维塔符号 εi jk 将这些表达式统一写成

Li =−ih̄εi jkx j∂k, (4.74)

式中 i, j,k 的取值范围都是 {1,2,3}, 并且在这里和本节后面我们都约定对表达式中重复出
现两次的指标默认求和。

为了研究角动量的大小，我们常常需要考察角动量算符的平方 L2 = LiLi。为此我

们注意到 L2
i = −h̄2(εi jkx j∂k)(εi j′k′x j′∂k′) = −h̄2(δ j j′δkk′ − δ jk′δk j′)x j∂kx j′∂k′ = −h̄2(x j∂kx j∂k−

x j∂kxk∂ j)=−h̄2(x jx j∂k∂k+δk jx j∂k−x jxk∂k∂ j−3x j∂ j)=−h̄2(x2
j∂ 2

k −xkx j∂k∂ j−2x j∂ j)=−h̄2(x2
j∂ 2

k −
xk∂kx j∂ j− x j∂ j)(式中，第二个等号我们利用了 εi jkεi j′k′ = δ j j′δkk′ −δ jk′δk j′ , 这个等式读者可
以直接验证，注意到列维-西维塔符号的全反对称性，以及所有指标只能在 1,2,3 中进行

取值，这个等式其实不难验证。前面推导中的第四个等号我们利用了 ∂kx j = x j∂k + δk j 和

∂kxk = xk∂k +3, 之所以出现 3 是因为要对指标 k 的三个取值进行求和。推导中的最后一个
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等号我们再次利用了 x j∂k = ∂kx j−δk j)，因此我们最终得到

L2 =−h̄2(x2
j∂ 2

k − xk∂kx j∂ j− x j∂ j) (4.75)

=−h̄2[r2∇2− (r∂r)
2− r∂r] (4.76)

=−h̄2[r2∇2− r∂ 2
r r], (4.77)

这里我们进一步利用了 x2
j = r2,∂ 2

k = ∇2, 以及 x j∂ j = x ·∇ = r∂r，r 表示位置矢量的长度，

在球坐标系中它就是径向坐标。有时候我们也会将上面这个式子重写成

∇2 =
1
r

∂ 2
r r− L2

h̄2r2
, (4.78)

后面我们会用这个表达式将球坐标中的动能算符表示成径向的动能算符和由角动量平方

提供的转动动能算符之和。

但是，除了角动量算符的平方以外，我们还常常需要关心角动量算符的各个分量在不

同坐标系中的形式。比方说，引入下面的复坐标常常是很有用的，

x± = x1± ix2. (4.79)

假设我们记 ∂± = ∂
∂x±

, 则很显然 ∂1 = ∂++∂−, ∂2 = i(∂+−∂−)，因此 Lz = L3 =−ih̄(x1∂2−
x2∂1) =−ih̄[i(x++ x−)(∂+−∂−)+ i(x+− x−)(∂++∂−)]/2 = h̄[x+∂+− x−∂−], 即

Lz = h̄[x+∂+− x−∂−]. (4.80)

另外，注意到 ∂+ 和 ∂− 的相互独立性，也就是两者的相互对易性，我们还可以很容易地
得到

∂ 2
1 +∂ 2

2 = 4∂+∂−. (4.81)

另外，由于我们要求解的问题 (11.9) 是球对称的，即 V (r) 是球对称的，因此球坐标

也将会非常有用，它的定义是 x1 = r sinθ cosϕ ,x2 = r sinθ sinϕ ,x3 = r cosθ。很显然我们有
x± = x1± ix2 = r sinθe±iϕ。这些就是我们将要用到的几种坐标之间的联系。

下面让我们来考察因为 ϕ 的无穷小改变 δϕ 所引起来的坐标改变 δx±, 由 x± 的球

坐标表达式，很显然结果是 δx+ = ix+δϕ , δx− = −ix−δϕ , 也即是说 δϕ 既会引起 x+ 的

无穷小改变，又会引起 x− 的无穷小改变 (但显然 δϕ 与 x3 无关)。因此假设有一个函
数 f (x+,x−,x3), 我们考虑它在 δϕ 的改变下所产生的无穷小改变 δ f，那就必然有 ∂

∂ϕ f =
δ

δϕ f = δx+
δϕ

∂ f
∂x+

+ δx−
δϕ

∂ f
∂x−

= i(x+ ∂
∂x+
− x− ∂

∂x−
) f，注意到函数 f 是任意的，因此我们可以将这

个结果应用到 (4.80) 式，就会得到

Lz =−ih̄
∂

∂ϕ
. (4.82)

从这个式子我们可以看到，在球坐标中 Lz 只和角度坐标有关，而和径向坐标 r 无关。然

而，在角动量的三个分量中，Lz 在物理上并没有任何特殊的地方，因此这也就告诉我们，

在球坐标中，另外两个分量的角动量算符 Lx,Ly 同样也只会和角度坐标 θ ,ϕ 有关，而和
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径向坐标 r 必然是无关的。当然由于球坐标的具体定义式对于 x,y,z 三个分量的不对称性，

所以算符 Lx 和 Ly 在球坐标中的具体表达式可能会比 Lz 的表达式复杂一些，但是这并不

意味着它们在物理上有什么不平等性，正因为如此，我们只需要选择 Lz 来研究通常就够

了。

4.4.2 能级和径向波函数

下面我们开始具体的求解过程。首先利用 (4.78) 式，我们可以将要求解的定态薛定谔
方程 (11.9) 重写为，(

− h̄2

2me

1
r

∂ 2
r r+

L2

2mer2 +V (r)
)

ψ(x) = Eψ(x). (4.83)

这个方程的下面这一等价形式也将是有用的，

L2ψ(x) = 2mer2(E−V (r))ψ(x)+ h̄2r∂ 2
r rψ(x). (4.84)

让我们首先来考察波函数在坐标原点附近的行为。很显然，核外电子出现在坐标原点

处的概率必定是有限的，而且由于 V (r) ∼ 1/r，从而 r2V (r) ∼ r, 因此对于核外电子来说，
坐标原点并不存在什么根本的奇异性，所以波函数 ψ(x) 在坐标原点附近必然是有限且光
滑的。因此，我们可以在直角坐标中将波函数 ψ(x) 在坐标原点处进行泰勒展开，假设领
头阶是 l 阶小量 (l ≥ 0 且是整数)，这也即是说，我们假设在泰勒展开的领头阶，波函数
是三个直角坐标分量 xi, i = 1,2,3 的 l 阶齐次函数，之所以得是齐次当然是因为所有的领

头阶小量都得有相同的阶 (比方说 ax2
1 +bx1x2 +cx2x3 +dx2

3 就是一个 2 阶齐次函数)，在球
坐标中由于每一个 xi 的球坐标表达式中都含有一个 r, 因此我们可以将这个 l 阶齐次函数

记为 CrlY (θ ,ϕ)(C 是一个常数)。
为了考察方程 (4.84) 在坐标原点附近，即当 r→ 0 时的行为。我们注意到 V (r)∼ 1/r,

而能量 E 是一个常数，因此当 r→ 0 时，2mer2(E−V (r))ψ(x) 将是一个 l+1 阶小量，而

r∂ 2
r rψ(x)∼ (r∂ 2

r r)(CrlY (θ ,ϕ)) =C · l(l +1)rlY (θ ,ϕ)+O(rl+1)(O(rl+1) 表示更高阶的小量)。
因此，保留到领头的 l 阶而忽略所有的更高阶小量，我们可以看到方程 (4.84) 在原点附近
将变成 L2(rlY (θ ,ϕ)) = l(l+1)h̄2rlY (θ ,ϕ)，同时，由于角动量算符只和角度坐标有关，而
和径向坐标 r 无关，所以我们可以将这个等式两边的 rl 消去，从而得到

L2Y (θ ,ϕ) = l(l +1)h̄2Y (θ ,ϕ). (4.85)

这个方程意味着，L2 的本征值为 l(l +1)h̄2, l 是非负整数，而且前面通过直角坐标分量的

l 阶齐次函数所引入的 Y (θ ,ϕ) 正是 L2 的本征函数。由于 l 是非负整数，所以这里隐含着

一个重要的物理结论，即角动量的大小是量子化的，但是具体的量子化形式和玻尔在其氢

原子模型中所假设的形式有所不同。而这里的 l, 就称为角量子数，因为它决定了角动量的
大小。

现在我们考察方程 (4.84) 在任意位置的一般行为。注意到方程 (4.84) 等号左边的算
符只涉及到角度坐标而与径向坐标无关，而等号右边的算符只涉及到径向坐标而与角度坐

标无关，因此我们可以知道，这个方程必定可以分离变量，即必有 ψ(x) = R(r)A(θ ,ϕ) 的
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形式。但是由于 r→ 0 时，ψ(x) = R(r)A(θ ,ϕ)→CrlY (θ ,ϕ), 因此必有 A(θ ,ϕ) = Y (θ ,ϕ),
即

ψ(x) = R(r)Y (θ ,ϕ), (4.86)

而且径向波函数 R(r) 在 r→ 0 时的渐进行为是

R(r)→Crl + .... (4.87)

另外，由于我们考察的是束缚态，因此由通常的波函数归一化条件
∫

S2 sinθdθdϕ
∫ ∞

0 r2drR2|Y |2 =
1 可以知道，径向波函数和角度部分波函数分别都得归一化，而且在径向波函数的归一化

中，由于
∫ ∞ drr2R2(r) 在无穷远处的积分贡献必须有限，这就意味着当 r→+∞ 时，必有

rR(r)→ 0. (4.88)

将波函数的表达式 (4.86)代入定态的薛定谔方程 (4.83),并利用 L2的本征方程 (4.85),
进而将方程 (4.83) 两边的角度部分波函数 Y (θ ,ϕ) 消掉，我们就可以得到径向波函数 R(r)

所满足的方程， (
− h̄2

2me

1
r

∂ 2
r r+

l(l +1)h̄2

2mer2 +V (r)
)

R(r) = ER(r). (4.89)

下面我们令 rR(r) = u(r), 则方程 (4.89) 可以转化为一个关于 u(r) 的方程，

− h̄2

2me
∂ 2

r u(r)+
(

l(l +1)h̄2

2mer2 +V (r)
)

u(r) = Eu(r). (4.90)

如果我们将 r 看作是定义在 [0,+∞) 区间上的一维坐标变量，那么这个方程 (4.90) 就是一
个标准的一维定态薛定谔方程，其中有效的势能为 l(l+1)h̄2

2mer2 − αch̄
r 。而且由原来的径向波函

数渐进条件 (4.87) 和 (4.88) 可以知道，u(r) 必定满足如下渐进条件

r→ 0 : u(r)→Crl+1 (4.91)

r→+∞ : u(r)→ 0. (4.92)

我们可以引入无量纲的坐标 ρ 以及无量纲的能量 ε,

ρ = r/a0, ε = E/(
1
2

meα2c2). (4.93)

从而可以将方程 (4.90) 变成，

∂ 2
ρ u(ρ)+

(
ε +

2
ρ
− l(l +1)

ρ2

)
u(ρ) = 0. (4.94)

考虑这个方程在 ρ →+∞ 时的渐进形式，会得到 ∂ 2
ρ u(ρ)+ εu(ρ) = 0, 如果 ε > 0，那这个

方程的解是 cos 和 sin 形式的振荡解，因此不可能满足无穷远处的衰减型边界条件 (4.92)。
这也即是说，仅当 ε < 0 时才可能有束缚态的存在。为此我们令 ε =−γ2(γ > 0), 因此渐进
方程就是 ∂ 2

ρ u(ρ)− γ2u(ρ) = 0, 渐进解就是 u(ρ)→ e−γρ (还有一个指数增长的特解由于不
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满足无穷远处的衰减边界条件而必须抛弃)。因此，令 u(ρ) = e−γρ f (ρ), 代入方程 (4.94),
就可以得到一个关于函数 f (ρ) 的微分方程(

∂ 2
ρ −2γ∂ρ +

2
ρ
− l(l +1)

ρ2

)
f (ρ) = 0. (4.95)

由于在 ρ → 0 处的边界条件 (4.91), 我们可以知道 f (ρ) 在原点附近泰勒展开的领头
阶一定有 ρ l+1 这样的形式。不妨设整个 f (ρ) 可以写成级数形式

f (ρ) =
+∞

∑
k=l+1

akρk, (4.96)

注意由于渐进条件，这个级数必然是从 l+1 阶开始的。将这个级数代入方程 (4.95), 并比
较所得结果每一个 ρk 项的系数，我们可以得到，对于领头阶 k = l +1，方程给出来的是

一个恒等式，这是不出意外的，因为在我们求解整个问题的一开始我们就已经考察过方程

在坐标原点处的领头阶了，我们的边界条件 (4.91) 就是这样导出来的。对于 k ≥ l +2 阶，

方程给出来的是一个递推关系

ak = 2
γ(k−1)−1

k(k−1)− l(l +1)
ak−1. (4.97)

因此给定 al+1 我们就能递推出后面所有的 ak，这也就是说，我们能够将整个函数 f (ρ) 确
定到只剩下一个整体的未定常数 al+1。到此为止好像我们已经完成所有的求解了。

但，还是让我们来检验一下这个解符不符合物理要求，为此我们取 k→ ∞, 则根据递
推关系 (4.97) 就有

ak

ak−1
→ 2γ

k
. (4.98)

注意到 e2γρ =∑k
(2γ)k

k! ρk,其相邻两个展开项系数之比正好是 2γ
k ,因此这就意味着当 ρ→+∞

时 (这时候级数展开的高阶项是绝对主导的)，我们解出来的 f (ρ)→ e2γρ。而这又进一步

意味着原来的 u(ρ) = e−γρ f (ρ)→ eγρ , 显然不满足无穷远处的衰减性边界条件。因此，我
们找到的这个解实际上不符合物理要求。

那这是不是意味着这个问题没有解呢？不是的，问题在于我们刚才的分析中其实有一

个漏洞，如果 γ 是一个任意的大于 0 的实数，那我们刚才的分析没有任何问题，这时候的
确不存在满足物理要求的解。但是，如果

γ =
1
n
, (4.99)

这里 n 是某个正整数 (即 n≥ 1)，那我们的递推关系 (4.97) 就会在 k = n+1 的地方截断。

也就是说我们将有 an+1 = 0, 那么根据递推公式 (4.97)，此后所有 k > n+ 1 的系数 ak 也

都会等于 0。因此这时候我们解出来的 f (ρ) 其实是一个 n 次多项式 (这时候我们不能再
任意取 k→ +∞ 了，(4.98) 式的分析也就不再适用了)，它在无穷远处当然不会指数增长，
那这时候关于 u(ρ) = e−γρ f (ρ) 在无穷远处的衰减性边界条件 (4.92) 就能够得到满足，相
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应的解就是符合物理要求的。当然，需要注意的是，由于 n 次多项式 f (ρ) 的所有级数阶
都必须大于等于 l +1, 所以我们有

l +1≤ n. (4.100)

也就是说，对于任意正整数 n, 任意非负整数 l, 只要它们满足 l ≤ n−1, 那就有一个符
合物理要求的解, 我们记为 fnl(ρ)。利用 fnl(ρ) 我们最终就能得到相应的径向波函数，为
了强调它依赖于 n 和 l, 现在我们将之记为 Rnl(r),

Rnl(r) =
unl(r)

r
= Nnle

− r
na0 Fnl(r/a0), (4.101)

其中 Fnl(ρ) = fnl(ρ)/ρ 是一个 n−1 次多项式，其最低次项为 ρ l 项，式中 Nnl 为归一化系

数。对于这种符合物理要求的解，我们的无量纲能量 ε = −γ2 = −1/n2，因此也就意味着

最初的能量本征值 E 必须满足

E =− 1
n2 (

1
2

meα2c2). (4.102)

这正是完全正确的能够成功解释氢原子光谱数据的能级公式。

但是，现在我们已经比玻尔多得到一些东西了，注意到能级公式 (4.102) 只依赖于 n,
而和角量子数 l 无关，因此通常将 n 称为主量子数。也就是说，给定主量子数 n, 我们不
只有一个本征态的解，而是所有满足 l ≤ n−1 的解 Rnl(r) 都对应相同的能量本征值，这些

不同 l 的解是简并的。能级简并这是玻尔的模型不可能描述的。

实际上，径向波函数可以用标准的特殊函数表达出来，为了方便读者查阅，我们将结

果写在下面

Rnl(r) =
1

(2l +1)!

(
2r
na0

)l

e−r/na0

[( 2
na0

)3 (n+ l)!
2n(n− l−1)!

]1/2

×F(−n+ l +1;2l +2;2r/na0). (4.103)

式中 F(a;b;x)为合流超几何函数。这个径向波函数已经归一化了，满足归一化条件
∫ +∞

0 u2
nl(r)dr =∫ +∞

0 R2
nl(r)r

2dr = 1。

散射态

以上我们关心的都是束缚态，因为我们是在研究氢原子，假设认为原子核近似不动，

那氢原子的定义就是一个电子在库伦势场 V (r) =−αch̄
r 中的束缚态。但是，电子在库伦势

场中除了有束缚态，其实还有散射态，对应于电子被库伦势场 V (r) = −αch̄
r 散射的问题。

假设电子距离原子核无穷远时的动量大小为 h̄k, 那么这种散射态的能量就应该是连续谱
E = h̄2k2

2me
，因为距离无穷远时，电子当然可以看成是自由粒子。

我们可以这样来得到散射态的径向波函数: 首先，我们注意到氢原子的能级为 E =

− 1
2 me(αc)2/n2, 因此 1

n =
√

−2E
me(αc)2 当然，这里 E 是小于 0 的。现在，假设我们将 E 解析

延拓到 E = h̄2k2

2me
> 0 的散射态情形，那这时候 1

n 就应该延拓成

1
n
= ik

h̄
meαc

= ika0. (4.104)
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最后，我们将这个新的解析延拓后的 n 值代入径向波函数 (4.103), 从而就可以得到散射态
的径向波函数 Rkl(r)

Rkl(r) =Ckl(2kr)le−ikrF(
i

ka0
+ l +1;2l +2;2ikr). (4.105)

这里我们已经注意到，由于散射态波函数在无穷远处不趋于零，无法进行通常的归一化，

所以我们干脆保留了一个整体常数 Ckl。

4.4.3 球谐函数

上一节的求解过程虽然得到了一些最重要的物理结论，但是我们仅仅只求出了径向波

函数的具体形式，对于角度部分的波函数 Y (θ ,ϕ), 我们只有两个一般性的结论：第一，当
把 rlY (θ ,ϕ) 用直角坐标来表达时，它是三个直角坐标分量的齐次度为 l 的齐次函数，也

就是我们上一节所谓的 l 阶齐次函数，这里我们将把它记为 Gl(x), 当然这个记号和原来的
rlY (θ ,ϕ) 仅仅只有坐标系的不同，因此

Gl(x) = rlY (θ ,ϕ), (4.106)

第二，rlY (θ ,ϕ) 满足 L2 的本征方程 (4.85)。但是，我们还没有解出 Y (θ ,ϕ) 的具体表达
式，这一节我们就来完成这件事情。

为了具体解出 rlY (θ ,ϕ)，关键就是要求解本征方程 (4.85)。最简单地做到这一点的办
法是，注意到 L2 和拉普拉斯算符 ∇2 之间的关系式 (4.77) 和 (4.78), 我们很容易验证，L2

的本征方程 (4.85) 其实等价于下面的方程

∇2(rlY (θ ,ϕ)) = ∇2Gl(x) = 0. (4.107)

这个方程在直角坐标中是最容易求解的，或者等价地说在 {x+,x−,x3} 坐标中是最容易求
解的，原因在于，首先，拉普拉斯算符在直角坐标中的形式远比球坐标简单，更重要的原

因是，我们已经知道了 rlY (θ ,ϕ) 在直角坐标，或者等价的在 {x+,x−,x3} 坐标中是一个齐
次函数 Gl(x), 而这样的函数在数学上处理起来比其它函数远为简单。

下面我们将主要采用 {x+,x−,x3} 坐标，这其实是因为一会儿我们还要接着研究 Lz 的

本征波函数, 而 Lz 在 {x+,x−,x3} 坐标中的表达形式 (4.80) 比它在更通常的直角坐标中的
表达形式还要容易处理一些。

由于公式 (4.81)，我们容易知道 ∇2 = ∂ 2
1 + ∂ 2

2 + ∂ 2
3 = 4∂+∂−+ ∂ 2

3 , 所以我们可以将方
程 (4.107) 改写成

(4∂+∂−+∂ 2
3 )Gl(x+,x−,x3) = 0. (4.108)

注意这个方程是一个线性方程，所以所有可能解所构成的解空间一定是一个线性空间，

再加上 Gl 是齐次函数，那这个方程其实就很容易求解。比方说，对于 l = 2 的情况，

G2(x+,x−,x3) 有如下五个线性无关的特解

x2
+, x+x3, x+x−−2x2

3, x−x3, x2
−. (4.109)
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人们很容易验证这五个解都满足方程 (4.108), 因此它们的任意线性叠加也都是 (4.108) 的
解。找到这些解的方法很简单，比方说，由于 G2的齐次度是 2，你可以假设 G2 = ax+x−+bx2

3,
代进方程 (4.108), 你很容易发现仅当 b =−2a 时，方程 (4.108) 才能满足，这就得到了特
解 x+x−− 2x2

3, 你作其它的不同假设就会得到不同的特解。如果你一开始假设一个最一般
性的 2 阶齐次函数，那代入方程 (4.108)，你将得到所有上面 5 个特解的线性组合，这也
就是 l = 2 时的通解。这种方法显然可以推广到任意 l 的情形。

(4.109) 式给出来的这个例子足以说明，给定一个 l，Gl 有多个线性无关的可能解，

由于方程 (4.108) 与 L2 的本征方程等价，这也就是说，L2 对应同一个本征值 l(l + 1)h̄2

的本征态是简并的，有多个可能性。那么如何进一步区分这些简并的解呢？这就要用到

角动量算符的 z 分量 Lz，尤其是用到它的 Lz = h̄(x+∂+− x−∂−) 的形式, 简单来说就是，
我们可以取方程 (4.108) 的每一个线性独立的特解同时为 Lz 的本征波函数。比方说，由

Lz = h̄(x+∂+− x−∂−) 人们很容易验证，上面式子 (4.109) 给出来的 5 个 l = 2 的特解在 Lz

的作用下分别具有如下本征值

2h̄, h̄,0,−h̄,−2h̄. (4.110)

所以我们常将这 5 个解分别记作

G22 ∼ x2
+, G21 ∼ x+x3, G20 ∼ x+x−−2x2

3, G2−1 ∼ x−x3, G2−2 ∼ x2
−, (4.111)

很容易看出来，这里我们给齐次函数 G 添上的第 2 个指标是用来标记 Lz 的不同本征值相

对应的量子数的。

其实人们很容易验证，对于任何变量 x，如果将算符 x∂x 作用在 x 的某个 p 次齐次函

数上 xp 上，那么得到的就是 pxp, 即 x∂x(xp) = pxp. 也即是说，x∂x 这样的算符的作用效果

其实就相当于数一个表达式关于 x 的齐次度。

很显然，算符 Lz/h̄ = x+∂+− x−∂− 就是由两个这样的数齐次度的算符相减而构成的，
x+∂+ 数的是一个表达式中含有 x+ 因子的多少次方，x−∂− 数的是同一个表达式中含有 x−
因子的多少次方，假设某一个表达式为 xν+

+ xν−
− , 那么这个表达式对应的 Lz/h̄ 的本征值就是

ν+−ν−, 通常记为 m, 即

m = ν+−ν−. (4.112)

而所谓我们取方程 (4.108) 的解同时是 Lz 的本征态，也就是要求任何一个给定解中的每

一项都有相同的 ν+−ν− = m，这时候这个 ν+−ν− = m 就是这个解在 Lz/h̄ 作用下的本征

值，我们就是利用不同的 m 来区分方程 (4.108) 的那些相互简并的解。
那么给定一个 l, 有多少个不同的 m = ν+−ν− 呢？由于 l 是 Gl 总的齐次度数，其中

除了 x+,x− 的贡献之外还要包括 x3 的贡献，所以很显然，任何解中的所有项都得满足

ν++ν− ≤ l. (4.113)

满足这个约束的 ν+−ν− 有多少可能取值呢？稍微想一下就能发现 (你可以注意 ν+−ν−
必然是整数，而且 −ν+−ν− ≤ ν+−ν− ≤ ν++ν−)，只有下面这些可能取值

l, l−1, l−2, .....− l +1, −l, (4.114)



148 Chapter 4. 几个简单而重要的系统

即一共有 2l +1 个不同的可能性。

(9.15) 式给出来的就是在给定 l 的前提之下，Lz/h̄ 的本征值 m 的所有可能性，通常

我们把每一个可能性所对应的本征波函数记为 Glm，因此通过引入量子数 m，我们就可以

将 L2 的所有简并本征态一一区分开来。也就是说，Glm 同时满足如下本征方程

L2Glm = l(l +1)h̄2Glm, LzGlm = mh̄Glm, (4.115)

其中，m 的 2l +1 个不同取值由 (9.15) 式给出。
解出来所有的 Glm 以后，利用 x± = r sinθe±iϕ ,x3 = r cosθ 变换到球坐标中，再根据定

义 (4.106), 我们就能得到角度部分的波函数 Ylm(θ ,ϕ),

Glm = rlYlm(θ ,ϕ). (4.116)

通常人们称 Ylm(θ ,ϕ) 为球谐函数，它显然满足

L2Ylm = l(l +1)h̄2Ylm, LzYlm = mh̄Ylm. (4.117)

比方说，对于前面给出来的 5 个 l = 2 的本征函数 (4.109), 我们很容易变换到球坐标中得
到 5 个相应的球谐函数

Y22 ∼ sin2 θei2ϕ , Y21 ∼ sinθ cosθeiϕ , Y20 ∼ sin2 θ −2cos2 θ , (4.118)

Y2−1 ∼ sinθ cosθe−iϕ , Y2−2 ∼ sin2 θe−i2ϕ , (4.119)

当然，我们没有对这些球谐函数进行归一化，不过人们很容易将它们在单位球面上进行归

一化。

由于球谐函数是角度部分的波函数，它所对应的量子态由量子数 l,m 标记，因此可以

记为 |l,m⟩，根据 (4.117), 它将同时是 L2 和 Lz 的本征态，满足

L2|l,m⟩= l(l +1)h̄2|l,m⟩, Lz|l,m⟩= mh̄|l,m⟩. (4.120)

作为厄米算符的不同本征态，|l,m⟩ 当然是正交归一的，满足

⟨l′,m′|l,m⟩= δl′lδm′m. (4.121)

另外，利用波函数与狄拉克符号的关系，我们也可以将球谐函数写成

⟨θ ,ϕ |l,m⟩= Ylm(θ ,ϕ). (4.122)

作为球面上的位置本征态，|θ ,ϕ⟩ 当然满足∫
dΩ|θ ,ϕ⟩⟨θ ,ϕ |= 1. (4.123)

式中的积分是在整个单位球面上积分，Ω为立体角，dΩ= sinθdθdϕ，因此通过插入 (4.123)
式，我们就可以将正交归一关系 (4.121) 转化为球谐函数的正交归一关系∫

dΩY ∗l′m′Ylm = δl′lδm′m. (4.124)
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我们正是利用这个式子来将球谐函数归一化的。

有时候我们也会将球坐标中的 θ ,ϕ 角的方向用某个单位矢量 n 来表示，这时 |θ ,ϕ⟩
态就可以记为 |n⟩, 球谐函数 Ylm(θ ,ϕ) 就可以记为 Ylm(n)。而球谐函数与相应狄拉克符号
之间的关系就可以重写成

⟨n|l,m⟩= Ylm(n). (4.125)

当然，人们容易按照我们这一小节的方法求出任意球谐函数的表达式，并将它们归一

化。不过，其实数学家们早就得到球谐函数的统一表达式了，对于 m≥ 0, 它可以由下式给
出

Ylm(θ ,ϕ) =
(−)l

2ll!

√
(2l +1)

4π
(l +m)!
(l−m)!

eimϕ 1
sinm θ

dl−m

d(cosθ)l−m (sinθ)2l, (4.126)

另外还有

Yl−m(θ ,ϕ) = (−)mY ∗lm(θ ,ϕ). (4.127)

这两个式子就统一给出了所有的球谐函数。特别的，从这些式子我们可以知道，对于 m = 0

的球谐函数 Yl0(θ ,ϕ)，我们有

Yl0(θ ,ϕ) =
√

2l +1
4π

Pl(cosθ), (4.128)

式中 Pl(x) 为勒让德多项式。

4.4.4 理解元素周期表的神秘规律

到此为止就已经完成了我们对氢原子的量子力学研究。但是，前面我们说过，关于

氢原子的这个研究只要作一个很平凡的推广，就能用来理解元素周期表所呈现出来的

2,8,18,32... 这样的规律。为此，让我们来考察一个原子序数为 Z 的原子，暂时让我们

假设只有一个电子在围绕它的原子核运动，我们来看一下这样一个系统会有什么样的能级

和什么样的定态波函数。很显然，现在的情况和氢原子其实是完全类似的，只不过现在的

库伦势能为

V (r) =− Ze2

4πε0r
=−Zαch̄

r
. (4.129)

很显然，关于氢原子的所有推导和求解都可以照搬，只需要将氢原子问题中出现的 αc

替换成 Zαc 就可以了。因此这也就意味着，氢原子解中的 a0 要替换成 a0/Z, 而所得到的
单电子能级现在应该是

− 1
n2

(
1
2

meZ2α2c2
)
. (4.130)

相应的定态波函数 ψnlm(r,θ ,ϕ) 也完全类似于氢原子，都可以写成径向波函数 Rnl(r) 和球

谐函数 Ylm(θ ,ϕ) 的乘积,

ψnlm(r,θ ,ϕ) = Rnl(r)Ylm(θ ,ϕ). (4.131)
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也即是说，每一个量子态要由三个量子数 (n, l,m)来刻画，当然 0≤ l≤ n−1, m= 0,±1,±2, ...,±l，

而相同 n 不同 l,m 的所有量子态都是简并的。我们可以计算一下，给定 n 的简并度是多

少，首先 m 有 2l +1 种可能性，其次 l 可以从 0 取到 n−1，所以这个简并度就是

n−1

∑
l=0

(2l +1) = n2. (4.132)

对于 n = 1,2,3,4..., n2 的简并度将给出 1,4,9,16..., 正如泡利所注意到的，这串数字正好
是元素周期表的 2,8,18,32... 的一半。如果我们考虑到电子自旋，由于自旋有自旋向上和

自旋向下两种可能性，那最终的简并度将正好是 2n2，与元素周期表的规律完全一致。

之所以单电子量子态的简并度能与元素周期表相吻合，是因为我们可以设想，核外电

子是一个接着一个地加入到原子核外面的。作为一个初步的近似，我们可以忽略不同电子

之间的相互作用，这样，每一个新加进来的电子的量子力学处理都可以看是上面所论述的

单电子问题。先加进来的电子会占据能量较低的那些量子态，而由于泡利不相容原理，一

个量子态上只能占据一个电子，后加进来的电子就只能占据其它的未被占据的量子态。电

子就这样一个接着一个地从低能级填充到高能级，直至填满 Z 个电子。根据这样的理解，

元素周期表的电子排布规律和单电子的量子态之间就能一一对应，因此 2n2 的简并度正好

对应元素周期表的规律也就不难理解了。

当然，上面这幅物理图像在细节上有很多不对的地方。问题之一在于我们忽略了电子

与电子之间的相互作用，基于此人们不难想见，即使我们只关心每一个核外电子所带来的

能量增量，由公式 (4.130) 所给出来的结果肯定也是不对的，因此根据这个结果而把每一
个电子的贡献加起来得到的整个原子的能级也不会对。更何况，除了电子间的相互作用之

外，还有一个严重的物理问题我们也没有考虑，那就是全同性原理，也就是说，所有的电

子是完全全同完全不可区分的。因此，一个原子所有的核外电子之间也完全不可区分，这

一点也会给原子最终的能级带来不小的修正。当然，怎么正确地算出任意一个原子的能级

是原子物理学的专门研究课题，所以我们还是到此为止吧。

4.4.5 习题

1. 请按照本节的方法计算出 l = 3 时的 7 个球谐函数 Y3±3、Y3±2、Y3±1、Y3±0，并请

将它们归一化。

2. 设 |ψn⟩ 为某个系统 H 的束缚态，满足定态薛定谔方程 H|ψn⟩= En|ψn⟩。请证明

∂En

∂g
= ⟨ψn|

∂H
∂g
|ψn⟩. (4.133)

其中 g 为系统的某个任意参数，也就是哈密顿量 H 中的某个任意参数。这个结果有时候

也被称作 Hellmann-Feynman 定理。

3. 请利用上一题证明的 Hellmann-Feynman 定理，(1). 证明对于线性谐振子，必
有 ⟨n|T |n⟩ = ⟨n|V |n⟩。(2). 对于氢原子的任何一个本征态 |nlm⟩(波函数为 ψnlm)，请计算
⟨nlm|1r |nlm⟩。(3). 对于氢原子定态 |nlm⟩，证明 ⟨nlm|T |nlm⟩=− 1

2⟨nlm|V |nlm⟩，式中 T = P2

2me

为动能算符。
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4. 一量子的刚性转子，转动惯量为 I，哈密顿量为 H = L2

2I。求下列情况下的定态能量

和定态波函数。(1). 转子绕一固定转轴转动。(2). 转子绕一固定点转动。

5. 假设用一半径为 R 的球形空腔将粒子束缚起来，系统的势能为

V (r) =

0, r < R

+∞, r ≥ R
. (4.134)

求粒子的能级和定态波函数。

4.5 朗道能级

4.5.1 朗道能级

让我们来考察一个在两维 x− y 平面内运动的电子，电荷为 e(对于电子 e 当然为负，

但为了公式简单，下面我们不妨默认 e > 0)，假设我们在垂直的 z 方向加上一个均匀磁场

B，朗道发现，虽然并没有施加一个势阱将电子约束在有限的区域内，这个系统依然出现

了能量量子化现象，这就是所谓的朗道能级。另外，这个系统的每一个量子化能级都有很

高的简并度，包括基态能级。而且，这样一个两维系统并不是理论家们的虚构之物，实际

上，后面我们将看到，它和所谓的量子霍尔效应密切相关。

根据我们在第三章中所学的知识，上面所说的这样一个系统的哈密顿量可以写成

H =
Π⃗2

2m
=

Π2
x

2m
+

Π2
y

2m
. (4.135)

式中 Π⃗ = P− eA 就是所谓的力学动量，现在它当然只有 x,y 两个分量。根据第三章的知

识我们知道，Πx 和 Πy 不对易，它们的对易子为

[Πx,Πy] = ih̄eBz = ih̄eB. (4.136)

不妨引入一个特征长度 lB, 称之为磁长度，其定义是

lB =

√
h̄

eB
. (4.137)

对于处于强度为 1 特斯拉的磁场中的电子，其磁长度约为 2.5×10−8m。因此，在 2πl2
B 面

积上的磁通为 B(2πl2
B) = 2π h̄/e = Φ0，即刚好为一个磁通量子。

这个二次型的哈密顿量 (4.135) 和相应的对易关系 (4.136) 都很容易使我们想起线性
谐振子。因此，下面我们引入产生湮灭算符 a 和 a†，其定义是 (注意到根据德布罗意关系，
h̄ 除以长度将具有动量量纲)

(
h̄
lB
)a =

1√
2

(
Πx + iΠy

)
, (

h̄
lB
)a† =

1√
2

(
Πx− iΠy

)
. (4.138)

则根据 (4.136) 式可以验证，[a,a†] = 1，因此它们的确是产生湮灭算符。而且由这个产生

湮灭算符的定义式 (4.138) 可以知道

(
h̄
lB
)2
(

a†a+
1
2

)
= (

h̄
lB
)2 1

2
(
a†a+aa†)= 1

2
(
Π2

x +Π2
y
)
. (4.139)



152 Chapter 4. 几个简单而重要的系统

从而我们就可以把系统的哈密顿量 (4.135) 重写成标准的谐振子形式

H = h̄ωB

(
a†a+

1
2

)
, (4.140)

式中 h̄ωB = ( h̄
lB
)2/m，从而 ωB = eB/m, 称为回旋频率，因为它就是经典物理里电荷受磁场

洛伦兹力而作回旋运动的角频率。

因此，由单自由度线性谐振子一节的推导可以知道，产生湮灭算符的代数关系将意味

着哈密顿量 (4.140) 的本征值是量子化的，从而系统的能量是量子化的，为

En = h̄ωB

(
n+

1
2

)
. (4.141)

这就是朗道能级。很显然，朗道能级的能级差 h̄ωB 正比于磁场强度，磁场不强朗道能级的

量子化效应就无法体现出来，这就是量子霍尔效应为什么需要强磁场的原因之一。

为了进一步看清楚朗道能级的简并，下面我们来求解一下定态波函数。我们首先关心

的是基态波函数 ψ0 = ⟨x,y|0⟩。由基态的定义，它得满足微分方程

aψ0 = 0. (4.142)

为了求解上面这个方程，我们需要选择一个确定的规范，我们将选取 (Ax,Ay)=
B
2 (−y,x)

的对称规范。从而 Πx =−ih̄Dx =−ih̄(∂x− i e
h̄ Ax) =−ih̄(∂x+ i 1

2 y/l2
B)。类似的，Πy =−ih̄Dy =

−ih̄(∂y− i 1
2 x/l2

B)。则，根据产生湮灭算符的定义式 (4.138)，我们有

1√
2
(

h̄
lB
)a =−ih̄

[
1
2
(∂x + i∂y)+(x+ iy)

1
4l2

B

]
. (4.143)

在 x− y 平面内引入复坐标 w = x+ iy、w = x− iy。则有

a =−i
√

2lB

(
∂ +

w
4l2

B

)
, (4.144)

式中 ∂ = ∂
∂w = 1

2(∂x + i∂y)。同样的，我们也有

a† =−i
√

2lB

(
∂ − w

4l2
B

)
, (4.145)

式中 ∂ = ∂
∂w = 1

2(∂x− i∂y)。

因此，我们要求解的基态波函数方程 (4.142) 就等价于(
∂ +

w
4l2

B

)
ψ0(w,w) = 0. (4.146)

令 ψ0(w,w) = e
− |w|

2

4l2B f (w,w)，则由这个 ψ0 的方程可以得到

∂ f (w,w) = 0, (4.147)

从而 f (w,w) 是一个任意的全纯函数，记为 f (w)。因此，朗道能级的基态波函数为

ψ0(w,w) = f (w)e
− |w|

2

4l2B . (4.148)
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由于任意全纯函数都可以给出一个基态，所以朗道能级的基态高度简并。

将产生算子 a† 不断作用在基态 ψ0 上就可以得到其它的激发态。由产生算子的表达

式 (4.145) 可知，朗道第 n 能级的波函数 ψn(w,w) 将为

ψn(w,w)∼
(

∂ − w
4l2

B

)n
(

e
− |w|

2

4l2B f (w)

)

= e
− |w|

2

4l2B

[
e
+ |w|

2

4l2B
(
∂ − w

4l2
B

)
e
− |w|

2

4l2B

]n

f (w)

= e
− |w|

2

4l2B
(
∂ − w

2l2
B

)n f (w). (4.149)

可见任意朗道能级波函数中都包含一个和基态波函数一样的未定全纯函数 f (w)，因此任

意朗道能级都高度简并，并且简并度和基态一模一样。

那么，基态朗道能级的简并度是多少呢？为了确定这一点，我们可以将全纯函数 f (w)

展开成级数形式 f (w) = ∑+∞
m=0 cmwm，很显然，这个级数的每一项都给出一个基态，因此任

意基态应该记成

ψ0,m ∼ wme
− |w|

2

4l2B . (4.150)

实际上，ψ0,m 同时是角动量算符 Lz 的本征态，本征值为 mh̄。这是因为，在 2 维复坐标
中，Lz 可以写成 Lz = h̄(w∂ −w∂ )(前面在处理氢原子时，我们实际上已经知道这个结果了，
只不过在那里，w 记作 x+，w 记作 x−)。很容易验证 (w∂ −w∂ )ψ0,m = mψ0,m，所以 ψ0,m

的角动量量子数为 m。

波函数 ψ0,m 呈环状，其概率密度 |ψ0,m|2 最大的地方为一个半径 rm 的圆周，

rm =
√

2mlB. (4.151)

因此 ψ0,m 包围的面积为 πr2
m = 2πl2

Bm。当然，ψ0,m−1 的半径要小一些，它所包围的面积是

2πl2
B(m−1)。这相邻两个态的面积差为 2πl2

B, 这个面积上的磁通正好是一个磁通量子 Φ0。

因此，这也就是说，面积每增加一个磁通量子就增加了一个量子态，即每一个磁通量子对

应一个量子态。所以简并基态的总数目其实就等于 x− y 平面上能通过的磁通量子数 NΦ，

假设整个材料平面的面积是 S，由于它的每一个 2πl2
B 面积的磁通为一个磁通量子，所以

NΦ =
S

2πl2
B
=

eBS
2π h̄

. (4.152)

显然，每一个朗道能级都高度简并！而电子的量子态要用两个量子数 n 和 m 来标记，其

中 n 标记朗道能级，m 标记轨道角动量量子数，这样的量子态可以记作 |n,m⟩，相应的波
函数可以记为 ψn,m，n 相同 m 不同的所有量子态都是简并的。

值得注意的是，朗道能级是指单个电子的能级，而不是整个两维材料的能级，前面所

说的基态简并也是指单电子的基态简并，而不是整个两维材料的基态简并。整个两维材料

里面有大量的电子，它的最低能态不见得简并。比方说假如这些电子间没有相互作用，因

此每一个电子都独立的在填充朗道能级，考虑到泡利不相容原理，一个单电子量子态上只
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能填充一个电子，假如所有的电子刚好填充完某一个朗道能级，那这就没有任何自由度留

下了，填充方法唯一，因此整个材料系统的基态 (最低能态) 反而没有任何简并。一块材
料的基态是否有简并是一种很重要的特性，因为如果一个没有对称性保护的系统基态有简

并，那它就很可能有长程量子纠缠，有拓扑序 (否则的话这种简并早就被相互作用微扰破
坏掉了)，这是人们正在研究的前沿课题之一。

4.5.2 习题

1. 请在 Ax =−By, Ay = 0 的规范下重新求解朗道能级的本征波函数。由于这一规范有

明显的沿着 x 轴的平移不变性，所以用来讨论长方形的两维材料薄片更为方便一些。现在

假设一个这样的薄片长为 Lx 宽为 Ly, 请用这个新规范下求解出来的波函数重新讨论朗道
能级的简并度，并和文中对称规范下的结果相比较。

4.6 量子霍尔效应

4.6.1 经典霍尔效应

1879 年 Edwin Hall 做了一个经典的实验，它让电流沿着 x 方向通过一个两维薄片

(即片的厚度相对可以忽略)，然后在垂直于薄片平面的 z 方向加上一个均匀磁场 B，如图

(4.4) 所示。霍尔发现，在薄片的 y 方向出现了电势差 VH，而且 VH 与电流强度 I 成正比。

Figure 4.4: 经典霍尔效应

这个实验的不寻常之处在于电压和电流不在一个方向上，因此意味着出现了一种新的横

向电阻 ρxy，它把 x 方向的电流和 y 方向的压降 VH 联系起来，VH = ρxyI。或者用电导率

σxy = 1/ρxy 来写即是

I = σxyVH . (4.153)

这就是经典霍尔效应，它的解释并不难。实际实验中载流子往往是电子，它们的电荷

e 当然是负的，不过下文的推导中我们都默认 e > 0 来进行分析，e < 0 情形的推导我们留

给读者。经典霍尔效应的原因是，电子在磁场中受洛伦兹力的作用会发生偏转，从而在材

料薄片 y 方向两个平行于 x 轴的侧面上就会积累正负电荷 (注意整个材料是电中性的，载
流子的电荷要与背景离子的电荷相平衡)，从而在 y 方向产生一个电场 E。当达到稳定时，

电子受到的洛伦兹力会和这个电场力相平衡，从而有

vB = E, (4.154)
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式中 v 是电子沿着 x 轴的漂移速度。另外，我们知道 x 方向的电流密度 Jx 为

Jx = nev, (4.155)

式中 n 为电子数密度，即每单位体积内的电子数。因此我们即有

Jx =
ne
B

E, (4.156)

将这个式子沿着 y 轴积分 (注意 x 方向的电流密度按照定义是每单位横截线上的电流强

度，因此 Jx 沿着横向的 y 轴积分就得到电流强度 I)，就会得到 I = ne
B VH，这也即是说

σxy =
ne
B
. (4.157)

从而我们知道横向电阻 ρxy ∝ B。

我们知道，通常的电阻会引起能量的耗散，也就是发热。这种能量耗散主要是因为传

导电子不断被背景离子散射而引起的，因为这种散射的结果是使得传导电子的运动方向发

生随机的改变，从而将定向运动的能量转化为无规热运动的能量。很显然，这样的电阻将

反比于电子在两次散射之间的平均飞行时间 τ(也称为散射时间)，或者说通常的电导应该
正比于 τ。但是从公式 (4.157)我们清楚地看到，霍尔效应的横向电导 σxy 与散射时间 τ 无
关。这就意味着，霍尔电阻根本不会带来能量的耗散！因此如果一块材料通常的电阻 (我
们称之为纵向电阻，电阻率记为 ρxx) 为零，而只有霍尔电阻的话，那它根本就不会消耗能
量，因此也就不需要持续的能量输入！

在霍尔效应中，洛伦兹力不做功，因此当然不会输入能量，而横向的电场由于和电子

运动的 x 方向相垂直，因此做功也为零，也不会输入能量。不过，在经典霍尔效应中，纵

向电阻实际上并不为零，沿着霍尔薄片的纵向 x 方向实际上也要加一个电场，这个纵向电

场的电能输入最终转化为了纵向电阻的能量耗散。

而且，似乎我们可以论证，在霍尔效应中纵向电阻不可能为零。这是因为，考虑到纵

向和横向两种不同的电阻以后，电阻率就应该推广成一个 2×2 的矩阵，同样电导率也应

该推广成一个 2×2 的矩阵，而电流密度和电场强度之间的关系式就应该推广成(
Ex

Ey

)
=

(
ρxx ρxy

−ρxy ρyy

)(
Jx

Jy

)
,

(
Jx

Jy

)
=

(
σxx σxy

−σxy σyy

)(
Ex

Ey

)
. (4.158)

很显然，电导率矩阵和电阻率矩阵互为逆矩阵。通过求逆矩阵，我们可以得到

σxx =
ρxx

ρ2
xx +ρ2

xy
. (4.159)

很显然，如果横向电阻率是零，那我们就有通常的 σxx = 1/ρxx。但是我们已经看到了，在

霍尔效应中，横向电阻 ρxy ̸= 0。根据 (4.159) 式，如果这时候 ρxx = 0, 那么将有 σxx = 0，

即纵向电导也等于 0。因此这时候沿着纵向材料实际上是绝缘的，根本不会有纵向电流。
而在霍尔效应中，沿着纵向 x 轴当然有电流，这就说明 σxx ̸= 0，从而 ρxx ̸= 0。

然而，下面我们将会看到，在量子霍尔效应中，一切都将变得不同！
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4.6.2 整数量子霍尔效应

前面我们看到，在经典霍尔效应中，横向电阻 ρxy ∝ B。然而 1980 von Klitzing 做了
一个实验，它在很低的温度 (∼ 1K) 下测量了一个比较干净的样品的霍尔电阻 ρxy，实验结

果如图 (4.5) 所示。从图中可以看到，当磁场比较弱时，的确有 ρxy ∝ B 的线性关系。但是，

Figure 4.5: 整数量子霍尔效应。图中的两条曲线分别对应横向电阻率 ρxy 和纵向电阻率

ρxx。

当磁场变得很强时，ρxy 出现了量子化的台阶，也即是说，当磁场在一些合适的区域内变

动时，ρxy 可以保持在一个平台值不变，然后随着磁场进一步增加到一定时候，它再迅速

地跳到下一个平台。而且仔细的研究发现，ρxy 的各个平台值刚好与正整数 ν ∈ Z 成反比，
或者，用霍尔电导 σxy 来说即是

σxy ∝ ν . (4.160)

这是一种典型的量子化现象，但是，霍尔电阻或者霍尔电导的量子化是非常不同寻常的，

因为它们并不是一个微观系统的物理量，而是一个宏观系统的物理量，其中涉及到了大量

电子的行为，所以这是一种非常独特的现象，问题是这一现象的物理解释是什么呢？

很快人们就意识到，霍尔电导 σxy 的量子化可以用朗道能级来初步解释。首先，在很

低的温度下，量子力学效应将变得重要，因此通过霍尔薄片的电子气要用量子力学来描述。

其次，假设忽略电子间的相互作用，那就可以近似将薄片中的每一个电子看成是独立的，

而单个电子在磁场中的量子力学行为就是我们上一小节研究过的朗道能级。因此我们可以

将霍尔薄片中的电子气的量子态看成是在填充朗道能级，从低能级逐渐往高能级填充，由

于泡利不相容原理，每一个单电子量子态上只能填充一个电子，因此每一个朗道能级都

可以填充 NΦ = eBS
2π h̄ 个电子，假设每一个填充满的朗道能级都会贡献一个单位的霍尔电导

的话，那如果有 ν 个朗道能级被填充，最后的霍尔电导就将是 ν 单位，这样就可以解释
σxy ∝ ν 的量子化现象。

而且以上并不是一种牵强的解释。为了看清楚这一点，我们可以将经典理论中的霍尔
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电导公式 (4.157) 作如下改写

σxy =
neS
BS

=
eN
Φ

=
eN

NΦΦ0
=

e2

2π h̄
N

NΦ
. (4.161)

式中 S 是霍尔薄片的面积，因此 nS = N 是霍尔片内的电子总数，Φ 是霍尔片上的总磁通，
它当然等于 NΦΦ0。由于每个朗道能级有 NΦ 个量子态，所以上面公式最终的 N/NΦ 就是

霍尔片内的电子总共能够填充的朗道能级数，也就是 ν，从而我们就得到

σxy =
e2

2π h̄
ν . (4.162)

正好解释了 von Klitzing 发现的霍尔电导量子化现象。而且，仔细检验人们还发现，公式
(4.162) 给出的电导量子单位 e2

2π h̄ = e2

h 也和实验值完全吻合。

由于朗道能级的简并度 NΦ ∝ B, 所以当磁场较小时，每个朗道能级的态数目就比较小，
这样电子就可以填充较多的朗道能级，每一个被填充的朗道能级都贡献一个 e2

2π h̄ 的量子化

霍尔电导，从而磁场较小时的霍尔电导就较大，霍尔电阻 ρxy 就较小。随着磁场的增加，每

个朗道能级上的态数目 NΦ 会逐步增加，从而原来占据在更高朗道能级的电子就会跃迁到

低朗道能级多出来的态上，这样被电子占据的朗道能级数就会变少，霍尔电导就变小，而

霍尔电阻 ρxy 就会跳跃到更高的台阶。这和实验 (4.5) 也完全吻合。
但是，von Klitzing 的实验除了发现霍尔电导的量子化以外，它还发现，在霍尔电阻

的每一个平台区，纵向电阻 ρxx = 0, 如图 (4.5) 中的另一条实验曲线所显示。但，之前在
讨论经典霍尔效应时我们已经论证过了，这似乎是不可能的！因为这将意味着纵向电导也

是零，即 σxx = 0, 从而意味着当磁场处在平台区的时候，霍尔片沿着纵向实际上是绝缘的，
因此根本就不会有纵向电流。但纵向电流在实验中当然存在，我们就是利用纵向电流强度

与横向电压的比值来测量霍尔电导 σxy 的。看起来我们的结果自相矛盾了。

对上面这个矛盾的解答揭示了量子霍尔效应的另一个重要特性。结果人们发现，的确，

霍尔薄片的体内是绝缘的，没有纵向电流，纵向电流实际上沿着霍尔片的边缘流动，是一

种新奇的边缘态。我们可以用如图 (4.6) 所示的经典图像来直观地理解这个物理机制。如

Figure 4.6: 量子霍尔效应的手性边缘态。

这幅图所显示的，在磁场中，电子将作回旋运动，在霍尔薄片的体内，相邻电子的回旋运

动刚好抵消，所以宏观上并没有电流，因此是绝缘的。但是，在靠近霍尔薄片的边缘处，电

子的回旋运动会被边缘挡住，从而不能完成一个完整的回旋，这样的电子碰到边缘以后只

能反弹，但是由于电子的回旋方向固定，所以最终靠近边缘的这个电子就会像图 (4.6) 中
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所示的那样运动。从这幅图中我们可以看得很清楚，从宏观上看，上边缘处的电子只能向

右行，而下边缘处的电子只能向左行！这些右行和左行的电子就分别构成上下边缘上的边

缘电流。所以在量子霍尔效应中，纵向电流沿着边缘流动。从图 (4.6) 中我们可以看得很
清楚，上下边缘的电流流向相反。如果这两个边缘没有电势差，那这两个流向相反的电流

强度将刚好相等，从而纵向的总电流就是零，但是如果上下边缘有一个电势差，那它们的

电流强度就不能完全抵消，从而会有一个净的纵向电流，它的强度正比于横向的这个电势

差，比例系数就是霍尔电导 σxy。

边缘电子只能沿着一个方向运动是一个很奇妙的性质。因为通常导线中的电子不是这

样的，通常电子可以前进也可以后退，它的运动方向可以向正方向，也可以向负方向。这

样的电子碰到障碍物 (比方说碰到背景离子) 的时候就可以被散射回来，从而失去原来的
运动方向，因此它的能量就被耗散掉了，这种能量耗散的宏观表现就是一个非零的纵向电

阻。但是，由于霍尔薄片边缘上的电子只能沿着一个方向运动，这样，即使它碰到障碍物，

它也不能被散射回反方向，它只能绕过去，如图 (4.7) 所示。因此，量子霍尔效应的这种

Figure 4.7: 手性电流不会有能量耗散。图片来自论文“The quantum spin Hall effect and
topological insulators”, Xiao-Liang Qi and Shou-Cheng Zhang

边缘态在输运电流的时候就没有能量的耗散，从而纵向电阻就为零。这就解释了实验中观

测到的 ρxx = 0。

由于量子霍尔效应的边缘态只能沿一个方向运动，所以人们常常称之为手性边缘态。

手性边缘态有不会耗散能量的奇妙性质，然而它并不能在通常的导线中实现。因为有一个

定理叫 Nielsen-Ninomiya theorem 告诉我们，通常导线中的电子一定既有左行波态又有
右行波态，无法限制它只取一种手性 (用量子场论的话来说，是因为否则就会有手征反常，
它会破坏规范对称性)。不过，这与量子霍尔效应中出现手性边缘态并不矛盾，因为在量子
霍尔效应中这种一维的手性边缘态是出现在一个两维系统的边缘上，而这是允许的 (因为
霍尔薄片体内的物理也是反常的，而这种反常刚好可以和边缘态的手征反常抵消掉，这也

是为什么量子霍尔效应中必须有手性边缘态的原因之一，因为否则体内的规范不变性就会

因为反常而破坏掉)。

4.6.3 量子力学的分析

然而以上对整数量子霍尔效应的分析应用了很多经典物理的东西。比方说，我们在解

释霍尔电导的量子化时其实是从经典的霍尔电导公式出发的。而我们在解释手性边缘态时

也用了经典物理的图像。完全用量子力学该如何分析上面的问题呢？
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为了更好地应用我们在朗道能级那一节中的量子力学结果来分析整数量子霍尔效应。

现在假设我们的样品霍尔薄片是如图 (4.8)(a) 所示的圆环 (这种具有旋转对称性的情形能
够使得我们更好地利用朗道能级一节中求出的角动量本征态 ψn,m)。除了和磁场相互作用
以外，样品中的电子还会感受到一个由背景离子和其它电子共同产生的势场，尤其是在样

品边缘处，为了阻止电子从边缘逸出样品，那里一定有一个很高的势垒，最终势能作为径

向坐标 r 的函数 V (r) 大致会如图 (4.8)(b) 所示。考虑到这个势能 V (r) 以后朗道能级就需

Figure 4.8: (a) 圆环状霍尔片，磁场垂直于这个薄片。(b) 样品内的势能曲线。

要作适当的修正。不过我们也不必重新求解带势能 V (r) 的带电粒子定态薛定谔方程，简

单的分析就能告诉我们大致应该怎样修正。首先，由 (4.151) 式可以知道，一个绕圆心的
轨道角动量为 mh̄ 的电子大体上会分布在半径 rm =

√
2mlB 处, 这个地方的势能为 V (rm),

它要加到原来的朗道能级上去，所以一个 |n,m⟩ 态的电子，其能量 En,m 大约为

En,m = h̄ωB(n+
1
2
)+V (rm). (4.163)

我们可以将 En,m 重写成 En(rm), 并将之看成是不同朗道能级的能量曲线，大致如图 (4.9)
所示。我们可以看到，这些能量曲线在样品的内外两个边缘处相互趋近。而且，由于 m 和

rm 之间的一一对应关系，同一个朗道能级，不同 m 的那些量子态就落在不同的径向坐标

处。

由于能量最低原理，电子当然是按从低能到高能的顺序填充这些能量曲线的。填充进

来的电子的最高能量就叫费米能，记作 EF。也即是说，能量比费米能更低的量子态都已

经填充了电子，如图 (4.9) 所示。在这幅图中，我们假定费米能是落在两个朗道能级之间，
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Figure 4.9: 不同朗道能级的能量曲线，水平坐标是 r，每一条曲线代表一个朗道能级。每

一个点都代表一个量子态，同一朗道能级上不同的点有不同的 m 量子数，相应即有不同

的径向坐标 rm。蓝色的实心点代表填充了电子的量子态，空心点代表未被占据的量子态。

下面我们的推导也是基于这种情况。但是，如果费米能落在某个朗道能级的底部，那情况

就会比较复杂，因为它可能意味着最上面的这个朗道能级只被填充了一部分，如图 (4.10)
所示，这种情况我们后面再来讨论。

Figure 4.10: 最上面的朗道能级只部分填充的情况。当然这朗道能级上面还有更多完全未
填充的朗道能级。

现在，在样品圆环上取极坐标，以 ϕ 表示极角，我们来计算整个样品围绕圆环环流
的电流强度 Iϕ。首先，样品内一个在 T 秒内围着圆心转一圈的电子贡献的电流强度将是

Iϕ = e/T , 用电子的旋转角速度 ω 来表达即是 Iϕ = e
2π ω。不过在量子力学层次，角速度 ω

将是一个算符，我们计算的其实是它的期望值。因此，一个填充在 |n,m⟩ 态上的电子贡献
的电流强度将是 Iϕ = e

2π ⟨n,m|ω|n,m⟩。由于角速度是 ϕ 角对时间的导数，因此我们可以记
⟨n,m|ω|n,m⟩= (ϕ̇)n,m。另外，在经典物理中角动量 Lz 和角度 ϕ 是一对正则变量，满足正
则方程 ϕ̇ = ∂H

∂Lz
(H 为哈密顿量)。而哈密顿量就是能量，而且一个 |n,m⟩ 态的电子，其角动

量 Lz = mh̄, 能量为 En,m, 因此可以想见，在量子力学层次，近似地应该有 (ϕ̇)n,m = 1
h̄

∂En,m
∂m 。

所以，一个填充在 |n,m⟩ 态上的电子贡献的电流强度为 Iϕ = e
2π

1
h̄

∂En,m
∂m = e

2π h̄
∂En,m

∂m 。而每一
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个已经填充了电子的量子态都会贡献类似的电流强度，所以最终总的电流强度就是

Iϕ =
e

2π h̄ ∑
(n,m)∈F

∂En,m

∂m
. (4.164)

式中 F 表达已经填充了电子的量子态集合。

为了计算出 (4.164) 式，现在我们来考察如上面图 (4.9) 所示的情形，假设费米能落
在第 ν 个朗道能级和第 ν +1 个朗道能级之间。公式 (4.164) 实际上是对 m 的差分进行求

和，我们近似地可以替换成积分，从而将公式 (4.164) 改写成

Iϕ =
e

2π h̄ ∑
∫
(n,m)∈F

dm
∂En,m

∂m

=
e

2π h̄ ∑
∫
(n,rm)∈F

drm
∂En(rm)

∂ rm
. (4.165)

式中的第二个等号是从 m 到 rm 的一个变量代换。

显然，对于每一个被填充的朗道能级，公式 (4.165) 关于 rm 的积分结果都是内外两

个边缘上的能量差，当然也就是内外两个边缘上的费米能之差 ∆EF , 它当然和 m 没什么关

系，所以 (4.165) 式其实就是

Iϕ =
e

2π h̄

ν−1

∑
n=0

∆EF =
e

2π h̄
ν(∆EF). (4.166)

对于如图 (4.9) 所示的这种情况，最后结果实际上是零，因为两个边缘上的费米能是一样
的。不过，如果内外两个边缘上有电势差，那由于不同的电势能，填充在不同边缘上的电

子最高能量也会不同，也就是说，这时候内外两个边缘上的费米能就会有差别，如图 (4.11)
所示，这个费米能的差别当然就等于电子的电势能之差 eVH，VH 就是内外两个边缘上的

电势差。因此这时候我们就有

Iϕ =
( e2

2π h̄
ν
)
VH . (4.167)

这正好是我们想要推导出来的霍尔电导公式。不过这一次，我们基本上是用量子力学推导

出来的。

不光如此，公式 (4.165) 还告诉我们一些额外的信息。由于电流强度是电流密度沿着
横截方向的积分，即 Iϕ =

∫
drJϕ , 与 (4.165) 式比较，我们可以看到，第 n 朗道能级在半径

r 处贡献的电流密度 Jϕ ,n(r) 其实应该是

Jϕ ,n(r) =
e

2π h̄
∂En(r)

∂ r
. (4.168)

但是，在前面的图形中我们清楚地看到，能量曲线 En(r) 在样品体内是平坦的，对 r 的导

数是零，因此，在样品体内将没有环绕样品圆环的电流！但是，在样品边缘附近，能量曲

线 En(r) 对 r 的导数不等于零，所以样品边缘才有电流！而且，从能量曲线可以清楚地看

到，在外边缘，∂En(r)
∂ r > 0, 而在内边缘 ∂En(r)

∂ r < 0, 因此公式 (4.168) 就告诉我们，内外两个
边缘的电流方向相反，一个顺时针，一个逆时针，如图 (4.12) 所示，这当然就是我们上一
小节通过经典图像发现的手性边缘态。
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Figure 4.11: 电势差导致内外两个边缘的费米能有差别。注意我们只示意性地画了一条朗
道能级，并且我们只画了占据态，没画空态。

Figure 4.12: 量子霍尔效应的手性边缘态

4.6.4 无序—最终的解释

但是，以上解释依然有问题。问题就在于朗道能级的能量曲线在霍尔片体内其实并不

是平坦的。比方说，如果内外两个边缘有电势差，那在霍尔片体内沿着径向方向就会有一

个横向电场，这个电场会改变体内电子的电势能，考虑到这个电势能以后，朗道能级的能

量曲线就会是倾斜的，如图 (4.13)所示。这时候如果体内填充有电子的话，那它们的 ∂En(r)
∂ r

就不等于零，根据 (4.168) 式, 这些电子就会在体内产生电流，这在解释霍尔电阻的平台区
时就会遇到困难。

为了解释清楚问题，我们不妨假设磁场从一个非常强的磁场逐渐降低，也就是说，我

们要从右往左读整数量子霍尔效应的实验结果 (4.5)。在霍尔电阻的 ν 平台上，前 ν 个朗
道能级都已经填充满了，这时随着磁场的减小，每个朗道能级的态数目 NΦ 就在减少，这

样原来填充在前 ν 个朗道能级上的电子就会有部分多出来，这些多出来的电子就会开始
填充第 ν +1 个朗道能级，当然，这时候这第 ν +1 个朗道能级是部分填充的，填充情况

大体如图 (4.13) 所示，随着磁场的连续减少，它会逐渐填充得越来越多。但是，霍尔电阻
实验测量的平台区意味着，这第 ν +1 个部分填充的朗道能级并没有参与导电，否则由于

导电的电子数逐渐变多，霍尔电导就会连续变大，霍尔电阻就会连续变小，那就根本不会
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Figure 4.13: 电场中的朗道能级以及部分填充

保持在一个平台值不变。但是，根据刚才我们的理论分析，图 (4.13) 中所示的部分填充的
第 ν +1 个朗道能级是要参与导电的，而且是在霍尔薄片的体内导电。由于这些电子是在

体内导电，而不是处于手性边缘态，那它们当然就要和背景离子散射从而损耗能量，因此

理论上纵向电阻也不能为零。很显然，这些理论分析结果都和实验观测相矛盾。

解决问题的关键在于，实际上，朗道能级的能量曲线在霍尔片体内不仅仅不平坦，而

且是相当不平坦，相当崎岖。这是因为，实际的霍尔片不可能完全纯净 (如果太纯净那反
而观察不到霍尔电阻的平台)，它里面有各种杂质，我们统称为无序。在效果上，这些无序
就相当于一个各点势能取值随机分布的随机势，这样的势能当然会非常崎岖，从而使得整

个霍尔片内部布满了各种坑坑洼洼，各种势能的“山峰”和“山谷”。这样的系统当然没

有绕 z 轴的旋转对称性，因此前面的角动量量子数 m 就不再是一个好量子数，不同的量

子态不再对应不同的径向坐标，我们也就不再能将分析简化为沿着径向坐标的一维分析。

不过，由于每一个磁通量子对应一个量子态，我们很容易想到，薄片上每一个面积为 2πl2
B

的极小的局部小圆盘，都可以用来标记一个量子态。由于这些小圆盘极小，可以近似看成

一个圆点，因此 x− y 平面的每一个圆点都相应于一个量子态，它的能量是该点处的随机

势能加上标准的 h̄ωB(n+ 1
2)，由于势能很崎岖，所以不同点的量子态通常并不简并。这样，

加上这个崎岖的随机势能以后，前面朗道能级能量曲线的概念就应该推广成两维的能量曲

面，一个朗道能级就对应一个这样的崎岖能量曲面。当然，在霍尔片边缘处，分析基本上

还和前面一样，因为边缘一定会有一个很高的势垒 (否则电子就从样品边缘逃逸出去了)。

在图 (4.14) 中，我们示意性地画出了一个长方形霍尔薄片某一个朗道能级的等能量
曲线 (类似于地图中的等高线)，等能量线的密度反映能量曲面的梯度，等能量线越密的地
方，能量梯度就越大。图中的 + 号标记的是能量的“山峰”，− 号标记能量的“山谷”。同
一个朗道能级的不同量子态就以一个个面积为 (2πl2

B) 的非常小的小圆点的形式分布在这

个能量“地形”中。当然，这个图形是示意性的，真实霍尔片中的能量地形可能要崎岖得

多，“山峰”和“山谷”都会很多。

以上的图像并不完全。因为占据在一个局部小圆点上的电子实际上还会跳到邻近的小

圆点上去，从而产生运动。这些电子如何运动呢？为了搞清楚这个问题，我们再来仔细观

察一下前面在圆周对称的情形中得到的电流密度公式 (4.168), 我们发现公式中的 ∂En(r)
∂ r 实

际上就是能量的梯度，而电流密度的方向 ϕ 实际上就是和这个梯度垂直的方向。因此，我
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Figure 4.14: 霍尔薄片某一个朗道能级的能量“地形”图

们可以这样来推广电流密度 Jn 的公式，我们说: 在量子霍尔效应的一般情形中，n 朗道能

级上占据在某小圆点上的电子贡献的电流密度 Jn 大小等于 e
2π h̄ 乘以这点的能量梯度，并

且电流沿着与梯度方向相垂直的方向流，也就是沿着等能量线流，而电流的正负号则由能

量梯度的正负号决定。

当电子填充朗道能级的时候，如果它们填充到霍尔片的边缘，那由于边缘处有很高的

能量梯度，所以就会产生较大的电流密度，又由于边缘处的等能量线都沿着霍尔薄片的边

缘走，所以这些电流也沿着边缘流，而且，边缘处能量梯度的正负号是确定的，因此这些

电流只有一个流向，这就是手性边缘电流。

当然，实际电子填充朗道能级的时候是按照能量最低原理进行的，也就是会先填充体

内那些能量“山谷”。最先填在谷底的电子，由于谷底的能量梯度为零，所以它就待在谷

底不动了。接着填进来的电子就会填在围绕谷底的能量稍高一些的等能量线上，上面我们

已经分析过了，这些电子就会沿着这些等能量线围绕着谷底打转。所以这些电子实际上已

经被局域在某个能量“山谷”的附近了，我们称之为局域态。局域态的电子运动范围很小，

所以当然不能产生宏观的电流，因此它们实际上是不参与导电的。

类似的，在最后填充进霍尔片体内的电子已经没有地方可占据了，它就只能填充到能

量“山峰”附近，同样，这些电子也只能围绕着某个能量“山峰”打转，从而实际上也被

局域化了，也无法参与导电。

能参与导电的是在中间的时候填充进来的电子，这时候它将刚好填在能量的“海平

面”附近，它也只能沿着等能量线运动，但是“海平面”附近的等能量线范围会很大，如

图 (4.14) 所示，因此这些电子就可以在一个宏观的范围内运动，产生宏观的电流。这样的
态就称为延展态。在霍尔片体内，只有延展态可以参与导电。局域态、延展态的讨论通常

主要是指霍尔片体内的电子态，但是当然，我们也可以把手性边缘态看成是一种延展态。

现在我们就可以解释霍尔电阻的平台是怎么回事了。当电子填充满前 ν 个朗道能级
开始填充第 ν +1 朗道能级的时候，由于最先填进来的那些电子都被能量“山谷”局域化

了，根本不导电，所以它们对霍尔电导根本就没有贡献，从而虽然电子在持续填充，但是

霍尔电导会保持不变，从而就出现一个平台。而且由于这些局域化的电子根本不导电，所

以这时候纵向电导就是零，纵向电阻也就是零。霍尔片上的电流都来自于前 ν 个朗道能级
的手性边缘态。

但是，如果电子填充到了第 ν +1 个朗道能级的“海平面”附近，那体内就会出现延

展态，这些延展态有可能连接到手性边缘态上，从而使得手性边缘态可以被散射，产生能
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量耗散，进而使得纵向电阻出现非零的跳变，这就是图 (4.5) 中所显示的纵向电阻在两个
相邻平台过渡的时候出现的跳变。

当 ν +1能级的“海平面”附近被填满以后，霍尔电阻实际上就已经跳到 ν +1平台区

去了，这时候接着填充进来的电子又是被能量“山峰”局域化的局域态，同样不导电，霍

尔电阻就会保持在新的 ν +1 平台上。

至此，我们才算真正解释了量子霍尔效应的实验观测结果。

虽然有这么多复杂性，但每一个填充满的朗道能级贡献的霍尔电导依然是 e2/(2π h̄)。

为了看清楚这一点，我们来计算第 n 朗道能级沿着纵向 x 方向的电流强度 Ix,n。正如我们

分析过的，x 方向的电流密度 Jx,n 将由能量曲面沿着 y 方向的梯度给出，Jx,n =
e

2π h̄
∂En(x,y)

∂y ,
从而

Ix,n =
e

2π h̄

∫
dy

∂En(x,y)
∂y

. (4.169)

很显然，对于每一个填满的朗道能级，这个式子对 y 坐标积分的结果都只依赖于霍尔片上

下边缘的费米能之差，从而也就只依赖于上下边缘的电势差，而和能量曲线在霍尔片体内

的具体细节没有关系，如图 (4.15) 所示。不管能量曲线在霍尔片体内多么崎岖，最终的结

Figure 4.15: 能量曲面沿着 y 方向的横截图

果都是一样的，从而每一个填满的朗道能级都会贡献恒定不变的霍尔电导 e2/(2π h̄)。当然，

从宏观上看，局域态根本不导电，对霍尔电导有贡献的是朗道能级中的延展态，其实主要

是手性边缘态。

4.6.5 分数量子霍尔效应

整数量子霍尔效应已经够令人吃惊了，但是，1982 年 Tsui 和 Stormer 发现了更为令
人吃惊的事情。它们也在低温和强磁场的条件下测量了霍尔电阻 ρxy, 结果发现，不仅是在
ν 等于整数的时候会出现量子化平台，而且在 ν 等于分数时也会出现量子化平台，如图
(4.16) 所示。比方这幅图中最右边的那个霍尔电阻平台就对应 ν = 1/3(因此 ρxy = 3h/e2)。
不仅如此，图中 ν = 2/5 的地方也有一个很明显的量子化平台 (对应 ρxy = 2.5h/e2)。前面
我们已经理解了 ν 等于整数时的量子化现象，它相应于前 ν 个朗道能级被填充满的情形。
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Figure 4.16: 分数量子霍尔效应

那么 ν = 1/3 是什么意思呢？它不应该对应最低朗道能级仅仅被填充 1/3 这种部分填充的

情况吗？为什么也会出现量子化平台呢？

不仅如此，此后人们又不断观测到了更多的量子化平台，它们对应的 ν 都是有理数。
这就带来两个问题：第一，为什么朗道能级部分填充也会出现量子化平台。第二，为什么

刚好是有理数，既然部分填充能出现量子化平台，为什么没有 ν = 1/
√

2 的量子化平台 1。

到今天为止，对这两个问题人们其实已经有了很多了解，尤其后一个问题，一定意义上其

实可以从数学上证明，不过这种数学证明的深度超出我们这本书的范围了。

显然，为了理解这种分数量子霍尔效应，我们不再能忽略电子间的相互作用。否则的

话前面我们理解整数量子霍尔效应时使用的单电子填充朗道能级的图像就依然完全成立，

那我们就只能得到整数量子霍尔效应。为了解释朗道能级部分填充时出现的分数量子化现

象，电子间的库伦排斥力将非常重要。实际上，如果人们用 e2

4πε0lB
= h̄αc

lB
来估算这个库伦

排斥势能的话，就会发现它并不比朗道能级差 h̄ωB 小。所以某种意义上，人们反而是要解

释为什么在讨论整数量子霍尔效应的时候可以忽略电子间的库伦排斥力。不过，由于单电

子近似是凝聚态物理中的传统近似，它在固体能带论中取得了巨大成功，而且它的成立性

可以用朗道的费米液体理论来解释 (后面的章节中我们会简单地讨论这个问题)。所以分数
量子霍尔效应的发现其实是使得人们开始意识到，单电子近似有时候是不成立的，电子间

的相互作用可能非常重要，这也就是所谓的强耦合强关联问题。

在理解整数量子霍尔效应时，我们之所以可以忽略电子间的相互作用，还因为这时候

最重要的是讨论朗道能级被填满的情形，而对于这种情形，电子间的相互作用并不会实质

性地改变我们的物理图像，因为我们可以设想将电子间的相互作用从零连续调节到实际

值，这时候朗道能级可能会发生一些“形变”，但它被填满的实质并不会改变。

但是，对于分数量子霍尔效应，它的朗道能级是部分填充的，如果忽略相互作用，那

就会有巨量的不同填充方式。比方说对于 ν = 1/3 的情形，这时候是将 N = NΦ/3 个电子

1当然，ν = 1/
√

2 可以用两个较大的整数之比来近似，但这种难以分辨的有理数也没有观测到
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填充到最低朗道能级的 NΦ 个态上去，填充方式将有
( NΦ

NΦ/3

)
种，考虑到 NΦ 非常大，所以

这将是一个非常大的组合数。而这些不同填充方式都是简并的，对应整个材料的简并量子

态 (注意，不是单电子的简并态)。对于这样的简并态空间，任何相互作用微扰都可能非常
重要，都会极大地改变系统的行为。关于这一点，我们后面学习了量子力学微扰论以后再

回头看会更加清楚。

神奇的是，在分数量子霍尔效应的系统基态 (整个材料的基态)之上，可以出现奇异的
准粒子激发。所谓的准粒子，意思就是，它们并不是自然界中普遍存在的粒子，因此不是

组成霍尔片材料本身的电子和离子，而是在霍尔片中出现的行为和一个粒子的行为完全类

似的一种局部状态。它们本质上是分数量子霍尔效应中的电子通过相互作用产生的东西。

但是，分数量子霍尔效应中出现的这些准粒子非常奇怪，它们可以有分数电荷！比方说在

ν = 1/3的霍尔态中，可以出现 e/3电荷的准粒子激发。而且，我们知道，自然界中的粒子

可以分成两大类，玻色子和费米子，但是，这些准粒子既不是玻色子，也不是费米子，它

们是一种被称为任意子 (anyon) 的东西。而且，我们知道，电子可以有两种不同的自旋状
态，自旋向上和自旋向下，它们是电子的内禀状态，但是，在某些分数量子霍尔态中出现

的准粒子甚至可以有诸如
√

2 这样的无理数个不同的内禀状态！

对这些奇异任意子的研究是当前的前沿之一，因为，原则上它们有实现大规模量子计

算的能力。当前凝聚态研究中的拓扑序和量子计算研究中的拓扑量子计算有很大一部分都

是在从不同的角度研究这样的任意子。





5. 定态微扰论和变分法

像上一章那样可以精确求解而又重要的量子系统并不是随处可见。在量子力学中，更

多实际的系统都不可精确求解。这时候就需要发展近似计算的方法。本章讨论两种重要的

求解量子力学系统的方法，定态微扰论和变分法。值得强调的是，它们不仅仅是数学上的

方法，同时也是我们建立物理图像的重要方法。而且，通过应用变分法，我们还介绍了相

变和对称性自发破缺的物理机制。

此外，本章还介绍了一种有效哈密顿量的方法，并用它讨论了与连续谱耦合的离散态

的衰变问题。
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5.1 非简并定态微扰论

对于哈密顿量不显含时间的体系，最重要的就是求解定态薛定谔方程，进而得到系统

的能谱和能量本征态。但是，像线性谐振子和氢原子这样可以精确求解的例子其实并不多

见。大量的量子力学体系可能都要求助于数值计算，比方说即使像氦原子这样的两个核外

电子的体系都没有精确解，而需要求助于计算机的帮助。但是数值求解常常有一个缺陷，

那就是虽然我们能求出一些可以和实验数据进行对比的值，但是背后隐藏的物理图像却常

常被掩盖了，这会使得我们对出现这些数值背后的物理机制缺乏了解，这样我们就没有真

正地解释实验现象，也没有真正地理解物理现象的本质。当然，数值计算有时候也可以引

导我们发现物理机制。但是在量子力学上，还存在一大类物理图像比较清晰的求解定态薛

定谔方程的方法。这就是我们这里要介绍的定态微扰理论。

定态微扰理论之所以有比较清晰的物理图像，是因为它用来处理的是这样一些问题。

在这类问题中，我们可以把系统看成是一个相对简单的主要部分加上一个比较复杂的微

扰。其中这个相对简单的部分提供物理图像的基础，也就是说，我们对于这个简单部分的

了解是清楚的，我们已经通过各种办法得到了这个部分的能谱和定态波函数，并在这个基

础上发展了我们的物理图像。复杂部分往往是阻碍我们发展物理图像的原因，但现在，它

只是对主要部分的一个微扰，因此我们就可以用微扰展开的办法逐级分析这个微扰如何修

正原来的能谱和定态波函数。由此我们也能进一步搞清楚这个微扰的引入在微扰展开的每

一级上给我们原来的物理图像带来了些什么新的东西。这样我们就能以简单的主要部分的

物理图像为基础得到整个问题的一个相对清晰的物理图像。正因为如此，在量子力学中，

定态微扰论不仅仅是一个近似计算的方法，它同时也是一个建立物理图像的方法。幸运的

是，自然界中有大量物理体系都可以用类似这样的微扰论方法来得到物理理解。不幸的是，

微扰论的方法并不能处理所有的物理体系，的确有一些系统是强耦合强关联的，这时候非

微扰的方法将会变得很重要。然而，在量子的世界中，目前人们还没有发展出一套像定态

微扰论这样系统的非微扰理论框架。可以说如何处理非微扰系统是许多物理学领域共同面

临的难题。

5.1.1 未扰动的系统以及投影算符

假设我们有一个了解得很清楚的量子系统, 它的哈密顿算符我们记作 H0。所谓了解得

很清楚，我们指的是，我们已经求出了 H0 的所有本征值 εm 和相应的本征态 |m⟩，

H0|m⟩= εm|m⟩, (5.1)

不妨假定 m = 1,2,3, .....。当然，我们可以将这些本征态取成是正交归一的，即满足

⟨m|n⟩= δmn. (5.2)

用这些正交归一的本征态我们可以构造一些被称为投影算符的特殊算符, 比方说我们可以
定义

Pm = |m⟩⟨m|. (5.3)
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很显然，Pm 是一个厄米算符，而且 P2
m = |m⟩⟨m|m⟩⟨m|= |m⟩⟨m|= Pm，即 Pm 满足

P2
m = Pm, (5.4)

满足这种幂等关系的厄米算符就是投影算符。由于 Pm|ϕ⟩ = |m⟩⟨m|ϕ⟩ = ⟨m|ϕ⟩|m⟩, 所以投
影算符 Pm 的作用是，当它作用在任意态 |ϕ⟩ 上时，都会将这个态投影到 |m⟩ 态上。由于
正交性，我们很容易看出，当 m ̸= n 时，PmPn = PnPm = 0, 这时候我们称这两个投影算符
正交，并且这时候很容易验证 Pm +Pn 也是一个投影算符。

一般的，对于正交归一本征态的任何一个子集 S , 我们可以定义

PS = ∑
m∈S

Pm = ∑
m∈S
|m⟩⟨m|, (5.5)

很容易验证 PS 是一个投影算符 (即满足 P2
S = PS )，它的作用就是将任意量子态投影到由

集合 S 里的所有本征态所张成的希尔伯特子空间里面，我们常常简称这个子空间为 PS

子空间。假设我们记集合 S ⊥ 为集合 S 在所有正交归一本征态全集中的补集，则很显然

PS ⊥ 也是一个投影算符，而且由于两个集合中的态相互正交，所以 PS ⊥PS = PS PS ⊥ = 0，

并且由于 S ∪S ⊥ 就是所有本征态的全集，所以

PS ⊥+PS = 1, (5.6)

这里的 1 = ∑m |m⟩⟨m|表示单位算符。正因为如此，我们常常将 PS ⊥ 记作 P⊥S ,即 P⊥S = PS ⊥，

它的作用就是将量子态投影到 PS 希尔伯特子空间的正交补空间。特别的，我们有投影算

符 P⊥n ,

P⊥n = ∑
m̸=n
|m⟩⟨m|, (5.7)

它就是投影到除 |n⟩ 态之外所有其余本征态所张成的希尔伯特子空间的投影算符。由于涉
及到的这些态都是 H0 的本征态，所以很显然

PnH0 = H0Pn, P⊥n H0 = H0P⊥n . (5.8)

5.1.2 布里渊-维格纳微扰论

现在，设想用一个所有矩阵元的取值都比较小的算符 V 扰动原来那个系统 H0，进而

得到一个哈密顿算符为 H = H0 +V 的新系统。由于在很多情况下 V 虽然是一个微扰，但

是它可能是一个很复杂的算符，会在原来的系统中引入很复杂的相互作用，因此精确求解

H 的本征谱和本征态可能就会变得很困难。但鉴于我们已经了解清楚了原来的系统 H0, 同
时也鉴于 V 是一个微扰，这时候我们往往可以用微扰展开的办法来处理新的系统 H。

具体来说，假设在扰动之后，原来 H0 的本征态 |n⟩ 变成了新系统的某个相应本征态
|ψn⟩，相应的本征值也变成 En, 即

H|ψn⟩= En|ψn⟩. (5.9)
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假定原来的能量本征值 εn 和 H0 的其余本征谱之间存在着一个有限的谱隙，即对于任何

m ̸= n，|εn−εm| ≥ ∆ > 0。则，我们总是能够将 |ψn⟩ 在分别由 Pn 和 P⊥n 投影出来的两个正

交且互补的空间中进行正交分解，通过合适地调整量子态整体的未定系数，我们可以设

|ψn⟩= |n⟩+P⊥n |ψn⟩. (5.10)

这个式子有很清楚的物理解释，|n⟩ 就是原来 H0 的第 n 个本征态，P⊥n |ψn⟩ 表示由于 V 的

引入而对这个态产生的扰动，|ψn⟩ 就是扰动之后新的 H 的相应本征态，它由原来的 |n⟩ 态
加上扰动部分组成，当然，这种形式的 |ψn⟩ 态是没有归一化的。

为了从 (5.10)式出发得到关于 |ψn⟩态的微扰展开式，我们将本征态 |ψn⟩所满足的本征
方程 (5.9)重写为 V |ψn⟩= (En−H0)|ψn⟩,则 P⊥n V |ψn⟩= P⊥n (En−H0)|ψn⟩= (En−H0)P⊥n |ψn⟩，
由于 H0 在 P⊥n 子空间上的谱和 En 之间有一个有限的谱隙，因此我们可以在这个子空间

上求算符 En−H0 的逆算符 1，则

P⊥n |ψn⟩=
1

En−H0
P⊥n V |ψn⟩. (5.11)

定义 G⊥0 (En) =
1

En−H0
P⊥n = ∑m ̸=n

|m⟩⟨m|
En−εm

= P⊥n
1

En−H0
P⊥n , 则将 (5.11) 代入 (5.10) 式，我们

可以得到关于 |ψn⟩ 的一个方程

|ψn⟩= |n⟩+G⊥0 (En)V |ψn⟩. (5.12)

将这个方程进行迭代2，就可以得到

|ψn⟩= |n⟩+G⊥0 (En)V |n⟩+G⊥0 (En)V G⊥0 (En)V |n⟩

+G⊥0 (En)V G⊥0 (En)V G⊥0 (En)V |n⟩+ .... (5.13)

这就是关于 |ψn⟩ 按照微扰 V 进行级数展开的展开式。但是这个展开式依赖于 En，而到目

前为止 En 的值还是未知的，所以下一步我们就是要给出计算 En 的方程。

为此，将 V |ψn⟩= (En−H0)|ψn⟩ 左右两边分别和 |n⟩ 作内积，利用 ⟨n|ψn⟩= ⟨n|n⟩= 1，

就可以得到 En− εn = ⟨n|V |ψn⟩, 进而代入 |ψn⟩ 的微扰展开式 (5.13) 就可以得到

En− εn = ⟨n|V |n⟩+ ⟨n|V G⊥0 (En)V |n⟩+ ⟨n|V G⊥0 (En)V G⊥0 (En)V |n⟩+ ... (5.14)

这当然是一个关于 En 的方程，通常可以通过将这个方程截断到有限项进而求出 En 的一

个近似解。

但是，我们也可以按照微扰迭代的办法不断逼近方程 (5.14) 的精确解，具体来说即
是：首先，每个 V 都是一个一阶小量。其次，我们设想可以按照微扰小量的阶数逐渐

逼近 En 的精确值。也就是，我们先算出 En 的 0 阶近似 E(0)
n , 当然 E(0)

n = εn, 由 E(0)
n

加上一阶微扰，我们就能算出 En 的包含一阶微扰的近似 E(1)
n , 忽略掉 (5.14) 式中的高

阶微扰，很容易看出 E(1)
n = εn + ⟨n|V |n⟩。由 E(0)

n 和 E(1)
n 可以算出 En 的包含前二阶微

1在整个希尔伯特空间上，算符 En−H0 可能有 0 本征值，从而不一定有逆算符
2即将公式 (5.12) 理解成 |ψn⟩i+1 = |n⟩+G⊥0 (En)V |ψn⟩i, i = 0,1,2,3....., 并令 |ψn⟩0 = |n⟩
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扰的近似 E(2)
n ，这时候我们要计算 (5.14) 式的二阶项 ⟨n|V G⊥0 (En)V |n⟩, 但由于这一项

本身已经是微扰的二阶小量了，所以其中的 En 只需用 0 阶近似 E(0)
n 代入即可，因此

由 (5.14) 式忽略掉三阶以上的微扰，就有 E(2)
n = εn + ⟨n|V |n⟩+ ⟨n|V G⊥0 (E

(0)
n )V |n⟩。同样

的，由 E(0)
n ,E(1)

n ,E(2)
n 又可以进一步算出 En 的包含前三阶微扰的近似 E(3)

n ，为 E(3)
n =

εn + ⟨n|V |n⟩+ ⟨n|V G⊥0 (E
(1)
n )V |n⟩+ ⟨n|V G⊥0 (E

(0)
n )V G⊥0 (E

(0)
n )V |n⟩, 等等3，依此类推。很显然，

假设这个过程收敛的话，那么必有

lim
i→+∞

E(i)
n = En, (5.15)

En 就是能量本征值的精确值。

即使没有算出 En 的精确值，得出这些 En 的近似值 E(i)
n 以后，代入 |ψn⟩ 的微扰展开

式 (5.13), 我们也可以算出 |ψn⟩ 的近似解，比如说 |ψn⟩ 的包含前二阶微扰的近似解 |ψ(2)
n ⟩

为，|ψ(2)
n ⟩= |n⟩+G⊥0 (E

(1)
n )V |n⟩+G⊥0 (E

(0)
n )V G⊥0 (E

(0)
n )V |n⟩。

当然，在实际中我们用得最多的是，能量本征值的直到二阶微扰为止的近似 E(2)
n ，以

及量子态的到一阶微扰为止的近似 |ψ(1)
n ⟩, 由上面给出的微扰展开方程以及 G⊥0 (En) 的定

义，我们可以得到

E(2)
n = εn + ⟨n|V |n⟩+ ∑

m ̸=n

⟨n|V |m⟩⟨m|V |n⟩
E(0)

n − εm

= εn + ⟨n|V |n⟩+ ∑
m ̸=n

|⟨n|V |m⟩|2

εn− εm
. (5.16)

|ψ(1)
n ⟩= |n⟩+ ∑

m ̸=n
|m⟩⟨m|V |n⟩

εn− εm
. (5.17)

人们通常用瑞利-薛定谔 (Rayleigh–Schrodinger) 微扰理论得到这两个结论，但是瑞利-薛
定谔微扰理论推广到更高阶会比较复杂，这里我们采用布里渊-维格纳 (Brillouin Wigner)
的办法来处理，正如我们已经看到的，这种处理办法的好处是，可以很容易地得到任意阶

微扰论的一般公式。

为了进一步理解二阶微扰修正，我们注意到 εn 和其余所有能级之间存在一个有限的能

隙 ∆,即对于 m ̸= n, |εn−εm| ≥∆。因此 |∑m̸=n
|⟨n|V |m⟩|2

εn−εm
| ≤∑m̸=n

|⟨n|V |m⟩|2
|εn−εm| ≤

1
∆(∑m̸=n ⟨n|V |m⟩⟨m|V |n⟩)=

1
∆ [⟨n|V |(1−|n⟩⟨n|)|V |n⟩] =

1
∆ [⟨n|V

2|n⟩− (⟨n|V |n⟩)2] = 1
∆⟨n|(∆V )2|n⟩(注意分母中的 ∆ 表示能

隙，而分子中的 ∆V = V −⟨n|V |n⟩)。从上面推导过程最后的式子 1
∆⟨n|(∆V )2|n⟩ 可以看出，

二阶微扰修正实际上和 V 的涨落 ⟨n|(∆V )2|n⟩ 密切相关，如果没有这个 V 的涨落那就不会

有二阶微扰修正。

另外，从上面关于波函数的一阶微扰修正中我们很容易看出来微扰论适用的条件，那

就是

| ⟨m|V |n⟩
εn− εm

|≪ 1. (5.18)
3注意 E(1) 中包含了一个因为微扰而来的一阶小量，但是 E(1) 出现在表达式 G⊥0 (E

(1)
n )的分母上，因此式中

的 G⊥0 (E
(1)
n )也应该按照这个微扰一阶小量的级数展开来理解，而且如果我们还要继续计算更高阶的 E(i)

n , i > 3

的话，那 G⊥0 (E
(1)
n ) 只能取到微扰级数的 1 阶为止，更高阶小量应该舍去，因为否则的话我们就将本应归入更

高阶微扰的贡献算进 E(3)
n 中了。类似的，所有 G⊥0 (E

(i)
n ) 这样的表达式都应该理解成只取到微扰级数展开的第

i 阶小量为止，更高阶小量要舍去。
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5.1.3 范德瓦尔斯力、万有引力、以及射电天文学

这一节我们举三个应用二阶微扰论的例子。第一个例子是用二阶微扰论解释非极性分

子之间的范德瓦尔斯力，顺带也解释了一下为什么万有引力是一个吸引力，其道理其实

和非极性分子之间的范德瓦尔斯力是一个吸引力 (当分子间的距离足够大时) 有相通之处。
在这个例子之后，利用一个类似的偶极相互作用微扰项，我们还用一阶微扰论估算了氢原

子超精细能级分裂，进而简单解释了射电天文学中著名的 21cm 波长谱线。最后，我们要

举的第三个例子是有关非线性振子能级的一个二阶微扰论计算。

非极性分子之间的范德瓦尔斯力

当分子间距离合适时，范德瓦尔斯力是两个中性分子之间的吸引力。两个中性分子之

间存在吸引力有时候并不难理解，比方说，如果这两个分子是极性分子，那么它们的电偶

极矩之间就可能存在相互作用，这时候这两个分子之间就会存在范德瓦尔斯力。不过极性

分子之间相互作用势能和它们的电偶极矩的相对取向有关系，而由于热运动，分子电偶极

矩的空间取向有一定的随机性，特别的，当温度无限高时，分子电偶极矩的空间取向将会

完全随机，因此两个分子各自电偶极矩的空间取向将完全无关，这时候，这种由非 0 的电
偶极矩间的相互作用所产生的范德瓦尔斯力就会趋于 0。

但是，令人觉得不可思议的是，即使是非极性分子之间也存在范德瓦尔斯力，甚至大

小并不比极性分子之间的范德瓦尔斯力弱。非极性分子之间的范德瓦尔斯力是怎么来的

呢？为什么在分子间的距离足够大时它是一个吸引力呢？甚至为什么在距离足够大时，这

个力也和距离的 7 次方成反比呢？后面这两个问题可以合并成一个问题，即为什么非极性

分子之间在距离足够大时，它们的相互作用能趋向于 − A
R6 呢？这里 R 是两个分子之间的

距离，A > 0 是一个常数。要解释这里的物理规律就需要用到量子力学二阶微扰论。

首先，在量子力学里面，电偶极矩当然也要表示成算符，对于任何多个带电粒子的体

系，这个算符总是能够定义的，所有的分子 (即使是非极性分子) 都是有多个带电粒子的
体系，因此当然都有一个电偶极矩算符。当我们说一个分子是非极性分子时，指的是在分

子所处的量子态上，其电偶极矩算符的期望值等于 0。但是这个算符总是存在的。因此在
算符的意义上，任何两个分子的电偶极矩之间都会有相互作用，并且给系统贡献一个电偶

极相互作用项 V，很显然，V 应该和每个分子的电偶极矩算符成正比。假设我们记所考察

的这两个分子的电偶极矩算符分别为 dA 和 dB, 则它们的电偶极相互作用算符 V 显然将具

有 V =Ci jdA
i dB

j 这样的形式，这里 Ci j 依赖于两个分子之间的距离，并且显然只要分子间

的距离足够大，它应该就是随着距离衰减的, 同时这里的 i, j = 1,2,3 表示三个直角坐标分

量, 并且我们默认对重复的指标进行求和。

这样一来，当分子间的距离足够大时 (也就是当两个分子间的距离大于每个分子内部
电子的德布罗意波长时)，它们的电偶极相互作用 V 就可以看成是对这个双分子系统的

微扰。如果忽略掉这个微扰相互作用，那么两个分子将相互独立 (注意我们假设了分子间
距离足够大，从而两个分子内部电子的波函数不会出现交叠)，各自有其哈密顿量 HA

0 和

HB
0。由于能量最低原理，这两个分子将分别处在 HA

0 的基态 |ψA
0 ⟩, 和 HB

0 的基态 |ψB
0 ⟩,

它们的基态能量分别记作 εA
0 和 εB

0。如果忽略 V 的扰动，这个双分子系统的哈密顿量将
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是 H0 = HA
0 +HB

0。很显然 H0 的基态将是 |ψ0⟩ = |ψA
0 ,ψB

0 ⟩ = |ψA
0 ⟩|ψB

0 ⟩, 基态能量 ε0 将是

ε0 = εA
0 + εB

0。

考虑到微扰 V，那这个双分子系统的完整哈密顿量应该是 H = H0 +V。对基态能量

的一阶微扰修正将是 ⟨ψ0|V |ψ0⟩ = ⟨ψB
0 |⟨ψA

0 |Ci jdA
i dB

j |ψA
0 ⟩|ψB

0 ⟩ = Ci j⟨ψA
0 |dA

i |ψA
0 ⟩⟨ψB

0 |dB
j |ψB

0 ⟩。
但是我们前面已经说过，非极性分子电偶极矩算符的期望值为 0，因此 ⟨ψA

0 |dA
i |ψA

0 ⟩ =
⟨ψB

0 |dB
j |ψB

0 ⟩ = 0，从而 ⟨ψ0|V |ψ0⟩ = 0。因此对于非极性分子，V 的一阶微扰对系统的能

量没有贡献，要解释范德瓦尔斯力我们需要进一步考虑二阶微扰。

根据二阶微扰论，对基态能量的二阶微扰将是 (我们将把二阶微扰对基态能量的修正
记为 ε ′)

ε ′ = ∑
n̸=0,m̸=0

|⟨ψA
0 ,ψB

0 |V |ψA
n ,ψB

m⟩|2

ε0− (εA
n + εB

m)
, (5.19)

式中对于 n ̸= 0,m ̸= 0, εA
n 表示 HA

0 的激发态能级，|ψA
n ⟩ 是相应的激发态，εB

m 表示 HB
0 的

激发态能级，|ψB
m⟩ 同样是相应的激发态。因此 |ψA

n ,ψB
m⟩ = |ψA

n ⟩|ψB
m⟩ 就是整个 H0 的激发

态，εA
n + εB

m 是相应的激发态能量本征值。

很显然 ⟨ψA
0 ,ψB

0 |V |ψA
n ,ψB

m⟩=Ci j⟨ψA
0 |dA

i |ψA
n ⟩⟨ψB

0 |dB
j |ψB

m⟩。对于非极性分子，虽然 dA
i 和

dB
j 在各自基态上的期望值都等于 0，但是，由于每个分子都有可能形变，从而都存在正
负电荷中心不完全重合的激发态，因此，一般来说，总存在一些激发态 |ψA

n ⟩ 和 |ψB
m⟩ 使

得 ⟨ψA
0 |dA

i |ψA
n ⟩ ̸= 0, 同时 ⟨ψB

0 |dB
j |ψB

m⟩ ̸= 0, 这时候就会出现 ⟨ψA
0 ,ψB

0 |V |ψA
n ,ψB

m⟩ ̸= 0。这也

就是说，二阶微扰修正总是非 0 的。并且由于 |⟨ψA
0 ,ψB

0 |V |ψA
n ,ψB

m⟩|2 ∝ |Ci j|2，所以很显然
ε ′ ∝ |Ci j|2。在物理上，这是因为非极性分子的偶极矩在基态上的期望值虽然为 0，但是根
据不确定原理，偶极矩的涨落依然存在，由于这样的涨落，每个分子可能发生瞬时的变形，

产生瞬时的偶极矩，这些瞬时的偶极矩会产生一个瞬时的电场作用在另一个分子上，并使

得另一个分子出现瞬时的极化，而极化以后的另一个分子的瞬时偶极矩又会产生一个瞬时

的电场反作用在第一个分子上。整个过程可以形象地说成是两个分子交换了一个瞬时的偶

极子电场，最后就表现为一个非 0 的二阶微扰相互作用。并且正是因为这种相互作用涉及
到偶极电场的交换，所以它的效应不是正比于与偶极子电场密切相关的 Ci j，而是正比于

它的模方。

但是，公式 (5.19) 最重要的一个结论是，ε ′ < 0，即对这个两分子系统基态能量的二

阶微扰修正是负的。原因其实很简单，因为在公式 (5.19) 中，分母上的 εA
n + εB

m 代表的是

激发态的能量，而 ε0 = εA
0 +εB

0 代表的是未微扰的基态能量，因此很显然 εA
n +εB

m > ε0，从

而公式 (5.19) 的分母一定是负的，这显然意味着整个表达式必然是负的，即 ε ′ < 0。实际

上，这是一个普遍的结果，在量子力学中，不管什么系统，对基态的二阶微扰修正总是小

于 0 的，人们可以很容易地用二阶微扰论的公式一般性地证明这一点。
这里我们插入一个简短的其它话题。正因为二阶微扰对基态能量的修正是负的，所以

在粒子物理中任何两个粒子如果交换一个标量粒子，所产生的相互作用力将一定是一个吸

引力。这是因为，两个粒子交换一个标量粒子的过程可以看成是对这个两粒子系统的一个

二阶微扰，微扰之前系统处在这个被交换的标量粒子的真空态 (也就是基态) 上，因此根
据刚才的推导，交换标量粒子的这个二阶微扰给系统能量带来的修正 ε ′ 一定小于 0，即
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ε ′ < 0。而另一方面，交换标量粒子所产生的相互作用强度当然随着两个粒子的距离 R 单

调递减，即相互作用能的绝对值 |ε ′| 必然是 R 的减函数，因此 ∂
∂R |ε

′(R)| < 0。同时，由

于 ε ′ < 0, 所以 −ε ′ = |ε ′|, 因此根据保守力的公式，交换标量粒子所产生的相互作用力
F = − ∂

∂R ε ′(R) = ∂
∂R |ε

′(R)| < 0，从而必然是一个吸引力。在一定的意义上，万有引力之所

以是一个吸引力也是因为类似的原因，当然引力子并不是一个标量粒子，但是物质通过交

换引力子进行相互作用其道理和交换标量粒子其实有些类似。因此你也可以说，二阶微扰

修正的负号同样可以解释为什么万用引力势能是负的。

上一段的讨论当然也完全适用于范德瓦尔斯力的情形。我们已经看到，这时候 ε ′ < 0,
并且由于在分子间距离足够大时，Ci j 随着距离衰减，所以二阶微扰带来的非极性分子之

间的相互作用能 |ε ′(R)| ∝ |Ci j(R)|2 必然也随着距离衰减，因此根据上一段的讨论，这时候
范德瓦尔斯力必定是一个吸引力。

下面我们进一步来理解为什么 ε ′ 反比于分子间距离的 6 次方。为此我们只需要研究
ε ′ 随着分子间距离是如何变化的 (R 足够大时)，由于 |ε ′(R)| ∝ |Ci j(R)|2，所以我们又只需
要确定 Ci j(R) 的函数形式。下面的步骤其实就和量子力学没有什么关系了，完全是电动力

学的内容。如果你还记得两个偶极子之间的相互作用势能反比于距离 3 次方的话，那你马
上就知道，Ci j(R) ∝ 1/R3，从而 |ε ′(R)| ∝ |Ci j(R)|2 ∝ 1/R6, 注意到 ε ′ < 0，那你马上就能得

到答案

ε ′(R) =− A
R6 , (5.20)

在原则上，A 是某个可以根据上面描述的二阶微扰论算出来的大于 0 的常数，不过，对于
两个比较复杂的分子，具体计算出 A 当然并不是一件容易的事情，但这是原子分子物理学

家要做的事情，我们这里暂时忽略它。

假设你想知道得更具体一些，那么我们可以将两个分子的偶极相互作用描述成，一个

分子的偶极子产生一个电场，这个电场作用在另一个分子的偶极矩上。电动力学里是这样

描述的：首先，一个偶极子 dA
i 在距离为 R 处 (R 足够大) 产生的电势为

φ =− 1
4πε0

dA
i ∂i(

1
R
), (5.21)

这里 ∂i =
∂

∂xi
(xi 是离分子 A 的位置为 x 处的坐标分量，因此 R2 = xixi), 并且我们默认对重

复的指标进行求和。其次，x 位置的偶极子 dB
j 处在 A 的电场 φ 中，与电场 φ 的相互作

用势能为

V = dB
j ∂ jφ. (5.22)

将结果 (5.21) 和结果 (5.22) 结合起来，我们就能够算出偶极子 A 与偶极子 B 之间的偶极

相互作用势能为

V =− 1
4πε0

dA
i dB

j ∂i∂ j(
1
R
) =

1
4πε0

dA
i dB

j

(
δi j−3eie j

R3

)
, (5.23)

式中 ei =
xi
R 是从分子 A 指向分子 B 的单位矢量。从这个偶极相互作用表达式，我们可以

读出

Ci j =
δi j−3eie j

4πε0R3 , (5.24)
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显然，它的确反比于距离 3 次方。(这一段的讨论请读者参考电动力学里关于电多极矩展
开的相关内容)

超精细能级

完全类似的，读者很容易明白，两个磁偶极子也会有非常类似的偶极相互作用，它也

可以写成 V =Ci jµA
i µB

j 的形式，式中 µA
i 和 µB

j 分别是 A,B 两个磁偶极子的磁矩，不过由

于是磁场，所以这时候

Ci j =
µ0

4π
δi j−3eie j

R3 . (5.25)

比如对于氢原子来说，电子是在质子所产生的场中运动，但是电子本身有自旋从而有磁

矩，同样质子也有自旋因此也有磁矩，所以电子和质子的磁矩之间就会发生这种偶极相

互作用 (实际上电子与质子的磁矩相互作用比这要略微复杂一些，由于电子可能有非 0
的概率出现在质子所在的坐标原点，所以两者的磁矩相互作用中其实还要包含一个接触

项)。不过这时候这种偶极相互作用常常会有非 0 的一阶微扰效应，实际上，它是造成
氢原子能级超精细分裂的原因之一。比方说，它会引起氢原子的基态产生超精细分裂。

注意到这是一个一阶微扰效应，所以我们很容易估算这种超精细分裂的大小。首先，它

正比于电子磁矩和质子磁矩的乘积，根据玻尔磁子的数值我们很容易估算，电子磁矩大

约是 10−23(单位 A ·m2，即安培乘以米的平方)，由于质子质量比电子重 1000 多倍，所

以质子磁矩大约是电子磁矩的 1/1000, 也就是大约 10−26A ·m2，将这两者乘起来再乘以

µ0/(4π) = 10−7N/A2，就得到 10−56N ·m4。由于 Ci j 反比于电子与质子距离的 3 次方，而
对于基态上的氢原子 R ∼ a0 ∼ 0.5× 10−10m(a0 是玻尔半径)，所以 1/R3 ∼ 1031m−3。将

10−56N ·m4 和 1/R3 ∼ 1031m−3 乘起来就是能级超精细分裂的量级，显然结果是

10−25N ·m∼ 10−6eV. (5.26)

将这个结果除以普朗克常数 h ∼ 6.62607015× 10−34J · s, 得到 109Hz = 1000MHz，这就是

对氢原子超精细能级跃迁发出来的光频率的估算。更仔细的计算可以得出氢原子基态的超

精细分裂所发出来的光频率为 1420MHz, 波长在 21cm。

这个 21cm 谱线在射电天文学中有很重要的应用。因为星系中的氢原子会发射或吸收

这一波长的辐射，所以用调谐到 1420MHz 的射电望远镜，我们就能观察星系中氢原子气

体密集处的位置和速度，进而就能了解星系的位置和运动情况。射电望远镜利用的这个

21cm 谱线，波长在微波波段，这个波长的好处在于，它远比无线电波要短，因此有很好

的定向性。同时它的波长又远比可见光的几百个纳米要长，因此也不像可见光那样容易被

散射，因此射电望远镜能够看到很多光学望远镜看不到的天文事物。例如，通过射电望远

镜，人们发现了天鹅座 A 的射电星系，它每秒钟发出的射电能量要比太阳每秒钟发出的
能量强 1 亿亿倍以上，是迄今发现的最大射电星系，而光学望远镜对它却是一无所知。尤
其是，宇宙微波背景辐射也是用射电望远镜发现的，因为微波背景辐射的波长当然在微波

波段。目前世界上最大的射电望远镜，就是中国的位于贵州平塘的 500 米口径球面射电望
远镜，简称 FAST，俗称中国天眼。



178 Chapter 5. 定态微扰论和变分法

非线性振子的能级

我们要考察的第二个例子是一个非线性振子。具体来说就是给单自由度线性谐振子

H0 =
P2

2m + 1
2 mω2X2 加上一个非线性微扰

V = λ h̄ω(
h̄

mω
)−2X4, (5.27)

式中我们已经注意到 ( h̄
mω )

1
2 具有长度量纲，h̄ω 具有能量量纲，因此将 V 写成这种形式是

为了使得式中的 λ ≪ 1 是一个无量纲的常数。因此，在作了 h̄ = m = ω = 1 的无量纲化处

理以后，我们的微扰相互作用就是简单的

V = λX4. (5.28)

下面我们就是要用二阶微扰论来计算这个微扰给谐振子的能级造成的影响。

为此我们引入产生湮灭算符 a = 1√
2
(X + iP), a† = 1√

2
(X − iP)。则无量纲化的 H0 就可

以表示成 H0 = a†a+ 1
2 , 其本征值为 n+ 1

2(n≥ 0), 相应的本征态我们记作 |n⟩。并且我们有
代数关系 a†|n⟩=

√
n+1|n+1⟩, a|n⟩=

√
n|n−1⟩, 以及 [a,a†] = 1。

很显然，由产生湮灭算符的定义我们有 X = 1√
2
(a+ a†), 代入 (5.28) 并不断地利用产

生湮灭算符的代数关系 [a,a†] = 1，我们就可以将微扰相互作用重写成

V =
λ
4
(a+a†)4 = λ [a†a†(a†a)+(a†a)aa]+

3λ
2
[a†a† +aa]

+
λ
4
[a4 +(a†)4]+

3λ
2
[(a†a)2 +(a†a)+

1
2
]. (5.29)

从这个表达式我们很容易得到 V 的非 0 矩阵元，

⟨n+4|V |n⟩= ⟨n|V |n+4⟩= λ
1
4

√
(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)

⟨n+2|V |n⟩= ⟨n|V |n+2⟩= λ (n+
3
2
)
√
(n+1)(n+2)

⟨n|V |n⟩= λ
3
2
(n2 +n+

1
2
). (5.30)

为了得到这些结果，我们要不断地使用 (a†a)|n⟩ = n|n⟩ 以及 a†|n⟩ =
√

n+1|n+ 1⟩, a|n⟩ =
√

n|n−1⟩ 这样的关系式。除了这些矩阵元之外，V 的其它矩阵元都是 0。
利用二阶微扰论的公式 (5.16), 并代入 (5.30) 式给出来的 V 的矩阵元，注意到对于第

n 能级的二阶微扰修正只有 n±2 能级和 n±4 能级有贡献，进而我们就能够得到能级 En

直到二阶微扰的结果，

En/(h̄ω) = λ 2 1
64

[(n−3)(n−2)(n−1)n− (n+1)(n+2)(n+3)(n+4)]

+λ 2 1
2
[(n− 1

2
)2(n−1)n− (n+

3
2
)2(n+1)(n+2)]

+n+
1
2
+λ

3
2
(n2 +n+

1
2
)

= n+
1
2
+λ

3
2
(n(n+1)+

1
2
)−λ 2 1

8
(2n+1)(17n(n+1)+21).
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这里我们已经恢复了量纲。很显然，这个结果有其适用范围，它只对比较低的能级适用，

具体来说就是要求 n2λ ≪ 1。也即是说，对于非常高的激发态，微扰论的计算其实是失效

的。原因在于对于高激发态，振子的能量很高，因此振幅就会比较大，也即是说波函数在

X 取值很大的地方也会有非 0 值。而当 X 很大的时候，λX4 就会变得很重要，这时候它

就不再能当作微扰来看了，事实上，这时候这一项比标准的 X2 项更重要。因此，前面的

微扰论处理当然就失效了。

5.1.4 习题

1. 假设某两态系统的哈密顿量可以写成

H =

(
ε1 +aε bε

bε ε2

)
. (5.31)

式中 ε1 ̸= ε2，a,b 为实数，ε 非常小。(1). 请用二阶微扰算出系统的两个能量本征值。(2).
请求出以上哈密顿量的精确本征值，然后将它们按照 ε 进行级数展开，并将结果与二阶微
扰的结果进行比较。

2. 两个全同的零自旋玻色子放在一个无限深的方势阱中，阱内势能为零，阱外势能为
正无穷，势阱的宽度为 a。假设这两个粒子之间存在相互作用 V (x1,x2) = −V0aδ (x1− x2)。

(1). 忽略两粒子间的相互作用，请求出系统的基态和第一激发态 (包括能量本征值和相应
的本征波函数)。(2). 请用一阶微扰论计算相互作用对基态和对第一激发态的能量修正。

3. 一个刚性转子绕着固定的 z 轴转动，转动惯量为 I。现在用一个 x 方向的均匀电场

E 来扰动此系统，假设转子的电偶极矩大小为 D，请用二阶微扰论计算转动的能量本征值

和相应的本征波函数。

5.2 * 有效哈密顿量、简并微扰论以及不稳定态

上一节我们推导定态微扰论的相关公式时有一个关键性的假设，即假设我们考察的能

级 n 非简并，我们假设 |n⟩ 态和其余所有能态之间有一个有限的能隙 ∆。但其实有时候我
们也会碰到这种情况，即作为 H0 的本征态，我们所关心的这个能态 |n⟩其实是简并的，那
这个时候微扰论该怎么处理呢？这就是我们这一节要探讨的内容之一，通常称作简并定态

微扰理论。

简并定态微扰理论的核心思想是，消去量子态在简并子空间之外的分量，将问题约化

到简并子空间里来处理。这种降低希尔伯特空间的维数，将物理问题约化到物理上更相关

的希尔伯特子空间里来处理的思想其实很重要，它本身有很广泛的用途。在这一节中我们

将首先用有效哈密顿量的概念来介绍这一思想。然后将简并定态微扰理论作为有效哈密顿

量方法的一个应用。最后，作为有效哈密顿量方法的另一个应用，我们还将用它来讨论与

连续谱耦合的态的不稳定性。
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5.2.1 有效哈密顿量

在讨论简并微扰论之前，我们先来讨论一下所谓的有效哈密顿量方法。所谓的有效哈

密顿量就是在求解量子力学问题时，我们可以先把一部分我们不关心的量子态信息消去，

进而将系统约化到某个希尔伯特子空间上所得到的对系统的有效描述。

具体来说，假设我们要求解定态薛定谔方程

H|ψ⟩= E|ψ⟩. (5.32)

假设系统的整个希尔伯特空间可以分解成两个正交补空间，分别对应投影算子 P 和 P⊥，

它们满足

P+P⊥ = 1, (5.33)

此外还满足 PP⊥ = P⊥P = 0。因此我们可以将 |ψ⟩ 态正交分解成 |ψ⟩= P|ψ⟩+P⊥|ψ⟩，其
中 P⊥|ψ⟩ 的信息是我们不关心的，我们想推导的就是，消去 P⊥|ψ⟩ 以后，P|ψ⟩ 满足的方
程是什么？

为此，我们注意到，我们所要求解的定态薛定谔方程 (5.32) 可以重写为 H(P|ψ⟩)+
H(P⊥|ψ⟩) = E|ψ⟩, 分别用投影算符 P 和 P⊥ 作用在这个方程上，就可以得到

HPP(P|ψ⟩)+HPP⊥(P
⊥|ψ⟩) = E(P|ψ⟩)

, HP⊥P(P|ψ⟩)+HP⊥P⊥(P
⊥|ψ⟩) = E(P⊥|ψ⟩), (5.34)

式中 HPP = PHP 为哈密顿算符在 P 子空间里的作用，HP⊥P⊥ = P⊥HP⊥ 为哈密顿算符在

P⊥ 子空间里的作用，而 HPP⊥ = (HP⊥P)
† = PHP⊥ 将两个正交的子空间耦合了起来。

由 (5.34) 的第二个方程可以得到 HP⊥P(P|ψ⟩) = (E−HP⊥P⊥)(P
⊥|ψ⟩), 由于我们关心的

是 P 子空间里的物理，所以可以假设能量 E 和 HP⊥P⊥ 的所有本征值都不同，则我们就有
1

E−HP⊥P⊥
HP⊥P(P|ψ⟩) = (P⊥|ψ⟩)。将这个结果代入 (5.34)的第一个方程消去 (P⊥|ψ⟩)就可以

得到 (
HPP +HPP⊥

1
E−HP⊥P⊥

HP⊥P

)
(P|ψ⟩) = E(P|ψ⟩). (5.35)

换言之，假设对于任意探测能量 z= h̄ω 我们定义作用在 P子空间里的有效哈密顿量 Heff(z)

Heff(z) = HPP +HPP⊥
1

z−HP⊥P⊥
HP⊥P. (5.36)

那么满足这个有效哈密顿量本征方程 Heff(E)|φ⟩= E|φ⟩ 的本征值 E 就是原哈密顿量 H 的

本征值，而 |φ⟩ 就是 H 的相应本征态 |ψ⟩ 在 P 子空间里的投影，即 |φ⟩= P|ψ⟩。换言之，
对于探测能量 z = h̄ω，P 子空间里所有量子态的动力学都完全由有效哈密顿量 Heff(z) 决

定。

实际上，可以证明，

P
1

z−H
P =

1
z−Heff(z)

. (5.37)
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证明方法是: 在 P 和 P⊥ 两个正交子空间中，分别将哈密顿量 H 和投影算符 P 表示成如

下分块矩阵 (
HPP HPP⊥

HP⊥P HP⊥P⊥

)
,

(
1 0

0 0

)
. (5.38)

则 P 1
z−H P 就相当于 (

1 0

0 0

)(
z−HPP −HPP⊥

−HP⊥P z−HP⊥P⊥

)−1(
1 0

0 0

)
. (5.39)

最后，利用矩阵代数里分块矩阵求逆矩阵的方法 (见本小节最后) 就可以得到上式的结果
是 (

1
z−Heff(z)

0

0 0

)
. (5.40)

这就已经证明了我们需要的结果 (5.37)。

一个简单的例子

让我们来考察一个最简单的例子，假设某系统的哈密顿量 H 可以写成一个 2×2 的矩

阵，

H =

(
U t

t 0

)
. (5.41)

我们可以消去这个系统的第 1 行和第 1 列，从而得到一个作用在第 2 行第 2 列的子空间
里的有效哈密顿量 Heff(z)。由 (5.36) 式，我们有

Heff(z) =
t2

z−U
. (5.42)

如果我们要求原哈密顿量 H 的本征值 E，那根据有效哈密顿量方法，我们可以在约化后

的子空间里解方程 Heff(E)|ψ⟩= E|ψ⟩, 由于现在只有一行一列，所以本征值 E 必定满足

E = Heff(E) =
t2

E−U
, (5.43)

很显然，这个方程的确是原哈密顿量 H 的本征值方程。

就我们这个简单例子来说，方程 (5.43) 很容易精确求解。但这里我们想描述一种更具
一般性的求解方法，为此我们假设 t ≪U。这时候我们可以这样来求解 (5.43), 简单来说
即是迭代，首先，我们把 t 看成是一个微扰，很显然如果忽略这个微扰，那第 2 行第 2 列
子空间里的本征值将是 E = 0。因此我们将 E = 0 代入方程 (5.43) 右边，这样就会得到
E =− t2

U，接着再将 E =− t2

U 代入方程 (5.43) 右边, 近似就会得到 E =− t2

U + t4

U3，如此不断

迭代下去，就可以得到一个关于 t/U 的无穷级数，如果这个级数收敛，那它最终就会收敛

到真正的能量本征值。
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分块矩阵求逆公式

本小节用到分块矩阵求逆矩阵，这里给出公式，(
A11 A12

A21 A22

)−1

=

(
(A11−A12A−1

22 A21)
−1 −(A11−A12A−1

22 A21)
−1A12A−1

22

−A−1
22 A21(A11−A12A−1

22 A21)
−1 A−1

22 +A−1
22 A21(A11−A12A−1

22 A21)
−1A12A−1

22

)

式中 A11,A22,A12,A21 均为子矩阵。这个分块矩阵求逆矩阵的公式推导没有那么简单，但

是证明却很简单，直接验证就可以了。另外，如果多观察一下，比如观察指标的规律之类，

人们将会发现，这个公式其实是挺有规律的，不难记住。

5.2.2 简并微扰论

下面我们将上一小节的有效哈密顿量理论用于简并微扰论。为此我们取投影算符 P对

应于 H0 的某个简并度为 d 的简并能级所对应的简并子空间。不妨将这 d 个简并的能态记

为 |1⟩, |2⟩, ...|d⟩, 我们以 D = {i = 1,2,3, ...,d} 来表示这 d 个简并态的集合，我们记这 d 个

态所对应的 H0 本征值为 ε。那么投影算符 P 就可以写成

P =
d

∑
i=1
|i⟩⟨i|. (5.44)

同样，我们以 P⊥ 来表示 H0 的所有正交归一本征态中除了我们正在关心的这 d 个简并态

之外，其余所有本征态 (即 {|m⟩,m ∈D⊥}) 共同张成的希尔伯特子空间的投影算符，我们
记这些非简并本征态的 H0 本征值为 εm。如果按照我们在正文中所引入的记号，那显然有

P = PD，P⊥ = PD⊥。当然，P⊥ 和 P 之间就不再有任何简并了，而是有有限的能隙 ∆。另
外，由于 P 和 P⊥ 都是用 H0 的本征态定义的，所以很显然，P 和 P⊥ 均与 H0 对易。

现在我们加入微扰 V，因此完整的哈密顿量应该是 H = H0 +V。假设考虑到微扰以

后，原来 H0 的那个 d 重简并子空间分裂成了 H 的 d 个不同本征态 {|ψl⟩, l = 1,2,3...,d},
它们分别满足本征方程

H|ψl⟩= El|ψl⟩. (5.45)

我们将要做的，就是要研究如何用微扰展开的办法计算 El 和 |ψl⟩。
很显然，我们可以利用上一小节的有效哈密顿量方法先求解出 P|ψl⟩, 为此我们需要

先计算有效哈密顿量 Heff(z)。由于 HPP = PH0P+PV P = ε +VPP, HPP⊥ = PH0P⊥+PV P⊥ =

H0PP⊥+VPP⊥ =VPP⊥，同理 HP⊥P =P⊥V P=VP⊥P。因此我们很容易得到有效哈密顿量 Heff(z)

为

Heff(z) = ε +VPP +VPP⊥
1

z−HP⊥P⊥
VP⊥P. (5.46)

式中 HP⊥P⊥ = H⊥0 +VP⊥P⊥，其中 H⊥0 = P⊥H0P⊥。从而 P|ψl⟩ 满足的方程即是

Heff(El)(P|ψl⟩) = El(P|ψl⟩). (5.47)
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假设我们定义一个有效的“未微扰”哈密顿量 Heff,0, 和一个有效的微扰 Veff(El), 它们
的定义分别是

Heff,0 = ε +VPP, Veff(El) =VPP⊥
1

El−HP⊥P⊥
VP⊥P. (5.48)

从而，Heff(El) = Heff,0 +Veff(El)。那么关于 P|ψl⟩ 的方程 (5.47) 显然就可以根据标准的非
简并定态微扰论来求解。也即是说，我们可以首先在 P 子空间中求出 Heff,0 的 d 个本征态

|ϕl⟩,

Heff,0|ϕl⟩= ε̃l|ϕl⟩. (5.49)

一般来说，因为定义中包含了 V , 所以 Heff,0 的 d 个本征态通常就不再简并了, 那么下面我
们就可以将 Veff(El) 当成微扰，然后照搬上一节中发展的非简并微扰论的办法来求解方程

(5.47) 了。
比方说，如果保留到微扰小量 V 的二阶 (由于 Veff(El) 本身是 V 的二阶项，因此当然

就只需要算到 Veff(El) 的一阶微扰修正 ⟨ϕl|Veff(El)|ϕl⟩)，按照上面的方法我们可以得到

El = ε̃l + ∑
i, j∈D , m∈D⊥

⟨ϕl|i⟩⟨i|V |m⟩⟨m|V | j⟩⟨ j|ϕl⟩
ε− εm

. (5.50)

注意，上式右边的第二项我们代入了 El 的零阶近似，而 ε̃l 中是包含了 V 的一阶修正的，El

的 0阶近似应该是 ε。另外，这个式子中的 ⟨i|ϕl⟩是 |ϕl⟩在原来的简并基 {|i⟩, i= 1,2,3, ...,d}
中的分量形式。其实在关于简并微扰论的实际应用中，最有用也是用得最多的就是这个结

果。

以上就是一般性的简并微扰理论，我们最终是把它转变为非简并微扰的情形来处理

的。上面讨论的简并微扰理论有一种特别简单的情形，那就是一开始的时候 H0 的所有

本征态都简并，那这种情况很简单，即有 P = 1，P⊥ = 0, 由 (5.48) 式可以看出，这时候
Veff(El) = 0, Heff,0 = ε +V , 所以这时候只需要直接求 V 的本征态和本征值就可以了。

当然，前面还留有一个小问题，那就是逆算符 1
El−H⊥0 −VP⊥P⊥

如何处理。一般来说，我

们可以将它按照 VP⊥P⊥ 进行级数展开，从而得到

1
El−H⊥0 −VP⊥P⊥

=
1

El−H⊥0
+

1
El−H⊥0

VP⊥P⊥
1

El−H⊥0

+
1

El−H⊥0
VP⊥P⊥

1
El−H⊥0

VP⊥P⊥
1

El−H⊥0
+ ....

这里我们利用了关于可逆算符 A 的恒等式(
1
A
+

1
A

B
1
A
+

1
A

B
1
A

B
1
A
+ ...

)
(A−B) = 1

(A−B)
(

1
A
+

1
A

B
1
A
+

1
A

B
1
A

B
1
A
+ ...

)
= 1.
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在形式上，读者可以通过直接将这两个等式左边乘出来进而验证它们。不过，严格一点来

说，这两个等式仅在括号里的那个无穷级数收敛时才有意义，因此通常只在 B 是一个微扰

时才能这么做。很显然，这两个恒等式意味着

1
A−B

=
1
A
+

1
A

B
1
A
+

1
A

B
1
A

B
1
A
+ ... (5.51)

5.2.3 不稳定离散态

这一节我们将利用有效哈密顿量的方法处理一类普遍存在而又重要的物理现象，那就

是不稳定离散态。这类现象之所以普遍，首先是因为，由于和环境耦合，基本上所有束缚

系统的激发态都不稳定，都会衰变，从而都属于不稳定离散态。比方说，原子的激发态能

级就不稳定，会向低能级跃迁。其次，无论是粒子物理中，还是凝聚态物理中，都有大量

不稳定的粒子，比方说著名的上帝粒子 (Higgs) 粒子就是不稳定粒子，比方说凝聚态物理
里面大量的准粒子其实也都是不稳定粒子。这些不稳定的，会衰变成其它粒子的粒子其实

也都属于不稳定离散态。不过，对于这种不稳定粒子的情形，我们得稍微解释一下离散的

含义。虽然不稳定粒子的动量是连续的，但是，在单个这样的不稳定粒子的衰变过程中，

动量是守恒的，因此我们完全可以在一个总动量固定不变的子空间里来考察问题，而在保

持动量不变的前提下，单个不稳定粒子当然也是离散态。

离散态的衰变不稳定性其实有一个共同的本质，那就是它们和一个较宽的连续谱有耦

合。比方说原子向低能级跃迁放出光子，由于能量守恒，放出的这个光子的频率当然是分

立的，但是它从属于一个连续谱。一个静止的不稳定粒子衰变成多个粒子，比方说衰变成

两个粒子，这两个粒子的总动量保持是 0，但是它们各自的动量和能量分配都连续可变，
因此衰变的末态也是一个连续谱。总之，离散态之所以不稳定，都是因为它们可以衰变到

一个较宽的连续谱。

为了用有效哈密顿量的方法分析与连续谱耦合的离散态的不稳定性，我们记这些正

交归一离散态为 {|i⟩, i = 1,2,3, ..,N}, 记这些离散态张成的希尔伯特子空间为投影算符 P,
P = ∑N

i=1 |i⟩⟨i|。假设与这些离散态耦合的连续谱态张成了 P 的正交补空间 P⊥。假设在 P⊥

子空间上，有效哈密顿量中的 HP⊥P⊥ 可以表示成

HP⊥P⊥ =
∫

dαEα |α⟩⟨α|. (5.52)

从而 |α⟩ 构成 P⊥ 的正交基，满足正交归一关系

⟨α|α ′⟩= δ (α−α ′). (5.53)

这里指标 α 是用来标记这组连续谱态的抽象记号，它必须包含一个或多个连续指标，当
然，α 里面也可以包含离散指标，对于 α 里面有离散指标的情形，人们只需将正交归一关
系中相应的狄拉克 δ 函数理解成克龙内克 δ 符号，同时将相应的指标积分理解成离散求
和就可以了！

由于 |α⟩ 是连续谱态，Eα 当然是连续变量。很多时候，我们常常选能量本身作为 |α⟩
态的指标之一，这时候我们重新标记 |α⟩ 态为，|α⟩= |E,χ⟩, E 在数值上就等于 Eα，χ 是
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用来进一步区分 |α⟩ 态的其它指标。作了这样的指标变换以后，态空间微元 dα 一般就会
变换成

dα = ρ(E,χ)dEdχ, (5.54)

式中 ρ(E,χ) 是指标变换的雅可比行列式，也叫做态密度，因为它表示单位能量区间单位
χ 微元之内 |α⟩ 态的数目。
由于离散态和连续谱态之间有耦合，所以 (HP⊥P)

† = HPP⊥ ̸= 0。不妨记 ⟨i|HPP⊥ |α⟩ =
⟨i|H|α⟩=Aiα ,式中我们用到了 |α⟩在 P⊥中的投影是它本身，同样 |i⟩在 P中的投影也是它

本身的事实。并且，我们常常记 ∑N
i=1 |i⟩Aiα = Aα。因此 ∑N

i=1⟨α|HP⊥P|i⟩⟨i|= ∑N
i=1 A∗iα⟨i|= A†

α。

如此一来，根据 (5.36) 式，离散态子空间 P 上的有效哈密顿量 Heff(z) 就可以写成

Heff(z) = HPP +
∫

dα
AαA†

α
z−Eα

= HPP +
∫

dEdχρ(E,χ)
AE,χA†

E,χ

z−E
. (5.55)

很显然，如果探测能量 z = h̄ω 落在连续能谱之外，那上面的 (5.55) 式定义良好。但
是，如果探测能量 z = h̄ω 落在连续能谱的区间之内，那在 E = z 处，上面 (5.55) 的两
个式子右边的第二项都将没有定义。为了避免这种没有定义的困难，我们可以给探测能量

h̄ω 加一个无穷小的正虚部，即取 z = h̄ω+ = h̄ω + iε (至于为什么要这样处理我们稍后再
解释)，最后再取 ε → 0。利用数学公式 (式中 P 表示取主值部分)

lim
ε→0

1
x+ iε

= P
1
x
− iπδ (x), (5.56)

我们就可以将 Heff(h̄ω) 重写成

Heff(h̄ω) = HPP +∆(h̄ω)− h̄
i
2

Γ(h̄ω), (5.57)

式中，∆(h̄ω) 和 Γ(h̄ω) 均为作用在离散态子空间 P 上的厄米算符，它们分别是

∆(h̄ω) = P
∫

dEdχρ(E,χ)
AE,χA†

E,χ

h̄ω−E
= P

∫
dα

AαA†
α

h̄ω−Eα
, (5.58)

Γ(h̄ω) =
2π
h̄

∫
dχAE,χA†

E,χρ(E,χ)|E=h̄ω . (5.59)

可见，由于和连续谱的耦合，有效哈密顿量 Heff(h̄ω) 不再是一个厄米算符！尤其是，它有

了一个负虚部 −h̄ i
2 Γ(h̄ω), 下面我们将看到，这个负虚部的存在将意味着 P 子空间里的态

是不稳定的，会随着时间指数衰减，从而表现出衰变行为。

值得提及的是，在一些场合中，人们也常常将结果 (5.57) 中的 ∆(h̄ω)− h̄ i
2 Γ(h̄ω) 记作

Σ(h̄ω), 即 Σ(h̄ω) = ∆(h̄ω)− h̄ i
2 Γ(h̄ω)，称为自能。

在清楚地看到自能的负虚部会导致量子态的指数衰变之前，让我们先来理解前面碰到

(5.55) 式时，为什么要作 z = h̄ω + iε 的处理，这个无穷小的正虚部从何而来。为此，我们
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注意到，对于任何不显含时间的哈密顿量 H，当时间 t > 0 时，时间演化算符 e−iHt/h̄ 可以

表示成，

e−iHt/h̄ =
i

2π

∫ +∞

−∞
h̄dω

e−iωt

h̄ω + iε−H
. (5.60)

为了证明这个式子，我们将它作用在 H 的任意一个本征值为 E 的本征态 |E⟩ 上，这时候
方程 (5.60) 左边将给出时间演化因子 e−iEt/h̄, 而方程 (5.60) 右边的时间演化因子是积分

i
2π
∫ +∞
−∞ h̄dω e−iωt

h̄ω+iε−E。我们将这个积分的被积函数延拓到整个 ω 复平面上，注意到 t > 0,
所以被积函数在 ω 的下半平面指数衰减，这是因为在复下半平面 ω 有一个负虚数，从而
指数因子 e−iωt 呈现出指数衰减，特别是，在下半平面无穷远处的半圆上，e−iωt 将衰减为

0。因此，沿着实轴的积分 i
2π
∫ +∞
−∞ h̄dω e−iωt

h̄ω+iε−E 其实等于沿着实轴然后再加下半平面无穷远

处的半圆这样一个闭合围道 C 上的积分，如图 (5.1) 所示。从图 (5.1) 也可以清楚地看到，

Figure 5.1: ω 复平面上的围道积分，最终要取极点 E− iε 的虚部 ε → 0。

当将 ω 加上一个无穷小正虚部以后，围道积分 i
2π
∮

C h̄dω e−iωt

h̄ω+iε−E 将包含极点 E− iε, 从而
根据留数定理我们可以得到 i

2π
∫ +∞
−∞ h̄dω e−iωt

h̄ω+iε−E = e−iEt/h̄，刚好与方程 (5.60) 左边的结果
相同。由于方程 (5.60) 作用在任意一个能量本征态 |E⟩ 上都成立，而任意量子态一定能够
写成能量本征态的线性叠加，从而方程 (5.60) 作用在任意量子态上都将成立，从而方程本
身成立。

从上面对方程 (5.60) 的证明过程中我们清楚地看到，为了从 1
h̄ω−E 这样的表达式中得

到正确的量子态随时间的演化，我们必须给 h̄ω 加上一个无穷小的正虚部。这也就是我们
前面碰到 (5.55) 式时那样处理的原因。
现在我们来考察离散态子空间 P之内的量子态如何随时间演化，这时候决定时间演化

的当然是有效哈密顿量 Heff(h̄ω)。实际上，将量子态的时间演化方程 (5.60) 投影到 P 子空

间上，那么等式 (5.60)左边就变成 Pe−iHt/h̄P，而等式右边就是要算 i
2π
∫ +∞
−∞ h̄dωP e−iωt

h̄ω+iε−H P，

利用算符恒等式 (5.37)，这个式子的最终结果就是将哈密顿量 H 替换成有效哈密顿量

Heff(h̄ω + iε)，从而也就是计算积分

i
2π

∫ +∞

−∞
h̄dω

e−iωt

h̄ω−Heff(h̄ω + iε)+ iε

=
i

2π

∫ +∞

−∞
h̄dω

e−iωt

h̄ω−HPP−Σ(h̄ω)+ iε

=
i

2π

∫ +∞

−∞
h̄dω

e−iωt

h̄ω− (HPP +∆(h̄ω))+ h̄ i
2 Γ(h̄ω)+ iε

. (5.61)

对于这个积分，我们可以采用和上面一样的围道来处理。但是现在，由于自能 Σ(h̄ω) 有了

一个负虚部 −h̄ i
2 Γ(h̄ω)，情况就有了根本性的不同。为了看清楚这个不同，我们不妨假设
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Γ(h̄ω) 随着探测能量 h̄ω 的变化足够平缓，以致于近似可以看成与 ω 无关，记作 Γ。这时
候对 ω 的围道积分所包围的极点将有一个有限大的负虚部 − i

2 Γ, 根据留数定理，这个负
虚部最终将在积分 (5.61) 中贡献出如下因子

e−
1
2 Γt . (5.62)

很显然，这个因子就意味着，P 子空间里的这些态将随着时间指数衰减，典型的衰减时间

(称之为态的寿命)τ 为

τ =
1
|Γ|

. (5.63)

式中 |Γ| 表示算符 Γ 的某个本征值的大小。
以上就清楚地说明了，与连续谱的耦合的确将导致离散态发生衰变。在上面结果的

实际应用中，系统 H 往往可以分解成微扰之前的部分 H0 和微扰部分 V 之和。这时

候我们可以选 P 由 H0 的离散本征态张成，而 P⊥ 由 H0 的连续谱本征态张成，因此

HPP⊥ = PH0P⊥+PV P⊥ = H0PP⊥+PV P⊥ = VPP⊥，即 HPP⊥ = VPP⊥。因此，正是微扰 V 产

生了 H0 的两种不同谱态之间的耦合。同时，在这种情况下，为了保证 (5.52) 式依然成立，
我们还常常假定 VP⊥P⊥ = 0。

5.2.4 习题

1. 假设某系统的哈密顿量 H 可以写成如下矩阵，

H =


U 0 t t

0 U t t

t t 0 0

t t 0 0

 . (5.64)

(1). 请求出这个系统约化到右下角的 2× 2 子空间里的有效哈密顿量 Heff(z)。(2). 假设
t≪U , 请求出系统在 0附近的两个本征值 (计算到 t2/U2 阶为止)。(这个题目来自 Physics
StackExchange 上的提问。提示：不能直接代简并微扰论一节最终给出的二阶微扰公式，
得回到有效哈密顿量上想办法。)

2. 一个质量为 m 的粒子在势场 V (x,y) = 1
2 mω2(x2 + y2) 中运动，其中 ω 是常数。假

设给粒子加上一个小的微扰 V ′ = λxy。请证明这个微扰会使得系统第一激发态的两个简并

能态产生能级劈裂，请用二阶微扰论计算劈裂以后的能级分别为多少。

5.3 变分法在量子力学中的应用

5.3.1 变分法求基态能量

在量子力学中，求解一个系统的基态尤其是求解基态能量，有最为重要的作用。因为

一个系统的基态和低激发态常常决定了系统的宏观行为。但是，能够精确求解的量子力学
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系统少之又少。因此人们发展了一些对基态能量和基态波函数的近似计算方法，变分法就

是这些近似计算方法中最为重要的方法之一。

用变分法计算基态能量基于下面这个简单的定理。即对于任意量子态 |ψ⟩，我们有

E[ψ] =
⟨ψ|H|ψ⟩
⟨ψ|ψ⟩

≥ E0, (5.65)

式中，H 是系统的哈密顿量 (要求这个哈密顿量有下界，否则将不存在基态)，E0 就是系统

的基态能量，E[ψ] 表示依赖于量子态 |ψ⟩ 的一个能量泛函，式中的等号当且仅当 |ψ⟩ 是
系统基态时才能取到。

这个定理的证明非常简单。假设我们记 |n⟩(n ≥ 0) 为 H 的本征态，本征值为 En，

n = 0 对应的就是基态。则我们可以将 |ψ⟩ 展开为 |ψ⟩= ∑n ψn|n⟩, ψn 为展开系数。很显然

E[ψ] = ∑n En|ψn|2
∑m |ψm|2 , 注意到 En ≥ E0 就有，E[ψ]≥ E0

∑n |ψn|2
∑m |ψm|2 = E0, 定理因此成立。很明显，等

于号成立的充要条件是 ψn = 0,n ̸= 0, 这时候 |ψ⟩ 本身就是基态。
变分法的基本思想是，合理地猜测一组试探波函数，然后选取这组试探波函数中使得

能量泛函 E[ψ] 取值最低的一个，将之作为对基态波函数的近似，相应的能量泛函的值就

作为对基态能量的近似。很显然，根据刚才的定理，这样算出来的基态能量一定是偏高的，

因此为了得到更好的近似结果，人们通常是在一个逐步扩大的试探波函数集合中选取对基

态的近似，因此得到的基态能量近似值也将是逐步降低的，当这种降低趋向于收敛的时候，

我们就可以认为已经得到对基态和基态能量的很好近似了。在实际操作中，我们常常是让

试探波函数依赖于一些参数 λ1,λ2, ..., 用这个带参数的试探波函数计算能量泛函 E[ψ]，算

出来的当然就是一个依赖于这些参数的能量表达式 E(λ1,λ2, ...)，求这个表达式的最小值，

并得出最小值所对应的参数，则与最小值参数相应的试探波函数就可以看成是近似的基态

波函数，能量泛函的最小值就可以看成是近似的基态能量。同样，为了保证得到足够好的

近似，我们可以不断地增加参数，然后接着求新参数所对应的能量泛函最小值，直到这些

最小值趋于收敛。

求出足够好的近似基态以后，我们可以接着在与这个近似基态正交的子空间里按照同

样的办法求第一激发态波函数以及能量的近似。因为很显然，在与基态正交的子空间里有

一个和上面的定理完全类似的定理，只不过这时候不等号右边的下界是第一激发态的能量

E1。当然，按照这样的办法人们还可以逐步地对各个激发态都进行近似求解。不过，相比

较来说，近似求解基态是变分法用得最多的地方。

下面我们用变分法来近似求解氦原子的基态能级。我们假设氦原子核是不动的，位于

坐标原点，因此氦原子的哈密顿量是

H =− h̄2

2m
(∇2

1 +∇2
2)−

2e2

4πε0r1
− 2e2

4πε0r2
+

e2

4πε0r12
, (5.66)

式中 x1,x2 是两个电子的位置矢量，r1 = |x1|,r2 = |x2|，r12 = |x1− x2|。很显然氦原子的
哈密顿量可以看成是在两个相互独立的 He+ 离子的哈密顿量的基础上加上一个电子与

电子的相互作用项 e2

4πε0r12
。He+ 离子是一个类氢系统，其基态波函数在归一化以后是(

Z3

πa3
0

)1/2
e−Zr/a0 , 式中 Z 就是原子序数，对于 He+ 离子当然 Z = 2, a0 就是玻尔半径。
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因此，两个 He+ 离子 (共用同一个核) 的基态波函数当然就是

ψ(r1,r2) =
Z3

πa3
0

e−Z(r1+r2)/a0 . (5.67)

但是现在，由于电子与电子之间的库伦排斥相互作用，上面的 ψ(r1,r2) 当然不可能

是氦原子真正的基态波函数，但是我们不妨将它作为对氦原子基态的一个试探波函数。同

时，考虑到由于第二个电子的屏蔽效应，每个电子不再能感受到一个裸的氦原子核的库伦

场了，我们可以设想每个电子将感受到一个有效的原子序数 Z ̸= 2, 并通过变分法来确定
这个有效的 Z 值。也就是说，我们不妨将公式 (5.67) 中的 Z 变成一个参数，从而得到一

组试探波函数 ψ(r1,r2,Z)。计算相应的能量泛函

E(Z) =
∫

dτ1dτ2ψ(r1,r2,Z)
[
− h̄2

2m
(∇2

1 +∇2
2)−

2e2

4πε0r1
− 2e2

4πε0r2

]
ψ(r1,r2,Z)

+
∫

dτ1dτ2ψ(r1,r2,Z)
[

e2

4πε0r12

]
ψ(r1,r2,Z)

=−2(
1
2

mα2c2)[4Z−Z2− 5
8

Z]. (5.68)

式中 dτ 表示三维体积元，α = e2

4πε0h̄c ≃ 1/137 是精细结构常数，因此 1
2 mα2c2 = 13.6eV 是

里德堡能量。式中的计算只有
∫

dτ1dτ2ψ(r1,r2,Z)
[

e2

4πε0r12

]
ψ(r1,r2,Z) 稍微难一点点，不过

也无需用到任何特殊函数之类的东西，算是一道高数习题吧。

求表达式 E(Z) 的最小值得到 Z = 27
16 , 代入得到 E(Z) 的最小值约为 −77.5eV，这就是

我们用变分法求出来的氦原子基态能量。这个值比真实值 −78.6eV 略大，但是误差很小。

考虑到氦原子基态并没有精确解，因此我们能如此迅速地得到这样的近似结果，这已经足

以说明变分法的威力了。

5.3.2 定态作为能量泛函的极值状态

从上一节关于变分法的讨论中其实我们已经能够想见，能量本征态一定是能量泛函

E[ψ]的极值状态，基态更是整体的极小值状态。这里我们首先用数学推导来确认一下这一

点。假设 |ψ⟩ 态发生了一个无穷小变动，|ψ⟩ → |ψ⟩+ |δψ⟩, 式中 |δψ⟩ 表示一个正比于无
穷小量的任意状态。则能量泛函的改变量为

δ (E[ψ]) =
⟨ψ|H|ψ⟩+ ⟨δψ |H|ψ⟩+ ⟨ψ|H|δψ⟩+O((δψ)2)

⟨ψ|ψ⟩+ ⟨δψ |ψ⟩+ ⟨ψ|δψ⟩+O((δψ)2)
− ⟨ψ|H|ψ⟩
⟨ψ|ψ⟩

=
⟨δψ |H|ψ⟩+ ⟨ψ|H|δψ⟩−E[ψ](⟨δψ |ψ⟩+ ⟨ψ|δψ⟩)

⟨ψ|ψ⟩
+O((δψ)2)

=
⟨δψ |(H−E[ψ])|ψ⟩+ ⟨ψ|(H−E[ψ])|δψ⟩

⟨ψ|ψ⟩
+O((δψ)2). (5.69)

式中 O((δψ)2)代表高阶无穷小量。能量泛函的极值条件等价于 δ (E[ψ])表达式中的一阶小

量等于 0，从上面的表达式容易看出这又等价于 ⟨δψ |(H−E[ψ])|ψ⟩+⟨ψ|(H−E[ψ])|δψ⟩=
0 对于任意的无穷小变动 |δψ⟩ 都成立。不妨令 |φ⟩= (H−E[ψ])|ψ⟩, 因此一阶小量等于 0
的充要条件就变成 ⟨δψ |φ⟩+ ⟨φ|δψ⟩ = 0 对于任意的 |δψ⟩ 成立。取 |δψ⟩ = ε|φ⟩, 其中 ε
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为一个实无穷小量，则这个一阶小量等于 0 的条件又意味着，ε⟨φ|φ⟩= 0，而这又意味着

⟨φ|φ⟩= 0, 从而 |φ⟩= 0。也即是说，|ψ⟩ 是能量泛函的极值状态的充要条件是下式成立

(H−E[ψ])|ψ⟩= 0, (5.70)

由于 E[ψ] 是一个数，所以这一方程其实就是哈密顿算符的本征方程。因此，能量泛函取

极值的充要条件是 |ψ⟩ 是哈密顿算符的本征态，这时候能量泛函的值 E[ψ] 显然就等于相

应的本征值。

上面的这个结论通常也称之为里兹定理。它当然是对变分法的一个确认和补充。有时

候用拉格朗日乘子法来表述里兹定理也是很方便的，即能量本征态是下面的能量泛函 E[ψ]

在归一化约束 ⟨ψ|ψ⟩= 1 下的极值状态，

E[ψ] = ⟨ψ|H|ψ⟩. (5.71)

这样表述以后人们就可以用标准的约束下取极值的拉格朗日乘子法来处理这一极值问题。

当然，这样的处理和我们之前的处理完全等价。

有时候将能量泛函的表达式在坐标表象中用波函数的形式具体写出来也非常有用。我

们以哈密顿量 H =− h̄2

2m ∇2+V (x)为例来进行说明。很显然这时候 E[ψ] =
∫

dτψ∗(x)
[
− h̄2

2m ∇2 +V (x)
]

ψ(x)/(
∫

dτ|ψ(x)|2)。

对这个式子进行分部积分就可以得到 E[ψ] = {
∫

dτ
[

h̄2

2m |∇ψ(x)|2 +V (x)|ψ(x)|2
]
− h̄2

2m

∫
S(∞) dS⃗ ·

ψ∗(x)∇ψ(x)}/(
∫

dτ|ψ(x)|2)(式中 S(∞)表示空间的边界)。对于表达式中的边界项 h̄2

2m

∫
S(∞) dS⃗ ·

ψ∗(x)∇ψ(x)，假如我们考虑的是束缚态情形，或者是周期性边界条件的情形 (这相当于没
有边界)，那这个边界项其实就等于 0。在这种情况下我们就有

E[ψ] =

∫
dτ
[

h̄2

2m |∇ψ(x)|2 +V (x)|ψ(x)|2
]

∫
dτ|ψ(x)|2

. (5.72)

当然，人们也可以将这个能量泛函用拉格朗日乘子法来表述，这时候根据里兹定理，将能

量泛函在归一化约束之下对波函数 ψ(x) 进行变分求极值，我们就会反过来得到坐标表象
下的定态薛定谔方程。实际上，在某些比较复杂的坐标系中 (比如球坐标)，人们常常可以
先在这种坐标系下写出能量泛函 (5.72)(取波函数归一化约束), 然后再用拉格朗日乘子法
对波函数变分求出这种坐标下相应的定态薛定谔方程。相比于直接写这样的复杂坐标下的

定态薛定谔方程，这样处理的简捷之处在于，能量泛函 (5.72) 中只涉及到一阶偏导，而一
阶偏导在复杂坐标系中的表达形式远比直接写定态薛定谔方程时涉及的拉普拉斯算符 ∇2

这样的二阶偏导要好处理。

5.3.3 有关基态的几个定理

这一节，我们利用变分原理讨论几个有关于系统基态的一般性定理。首先我们证明对

于一大类量子力学系统，定态波函数总能取成实函数。这些系统就是具有如下形式定态薛

定谔方程的系统， [
− h̄2

2m
∂ 2

∂x2 +V (x)
]

ψ(x) = Eψ(x). (5.73)



5.3 变分法在量子力学中的应用 191

很显然对于任意满足上面方程的 ψ(x)，其复共轭 ψ∗(x) 也满足同样的方程，所以对于这
样的系统我们总是能重新将定态波函数选成 ψ(x)+ψ∗(x)或者 −i(ψ(x)−ψ∗(x)), 显然，这
样重新选择以后的定态波函数是实函数。特别的，这一类系统的基态波函数总能取成实函

数。

因此结合变分原理，系统 (5.73) 的基态就是使得下面的能量泛函取最小值的态。

E[ϕ ] =

∫
dx
[

h̄2

2m

(
∂ϕ
∂x

)2
+V ϕ 2

]
∫

ϕ 2dx
, (5.74)

其中 ϕ(x) 是一个任意的实波函数。
从这里我们能够得出一个定理，那就是系统 (5.73) 的基态波函数不能有节点，也就是

说，除了在空间边界处之外，基态波函数必定恒大于 0。因为假设基态波函数有像图 (10.1)
所示的节点的话，那就必定有一部分波函数的值是负的，根据能量泛函的表达式，这时候

我们完全可以把波函数的负值部分沿着自变量的 x 轴对折为正，就像图 (10.3) 所示的那
样，由于能量泛函 E[ϕ ] 对波函数以及波函数的导数的依赖都是平方型的，所以很显然这
样做对 E[ϕ ] 的值不会有任何影响。但是，一个类似于图 (10.3) 那样的波函数不可能对应
能量泛函的最小值，因为很显然图 (10.3) 中波函数的导数在节点处有突变，而这就意味着
我们可以将波函数作一个微小的改变，从而使得它在节点附近变得光滑，就像图 (5.4) 所
示的那样，很显然这种光滑化的小手续会明显地降低能量泛函中与导数相关的部分

(
∂ϕ
∂x

)2

在节点附近的值，并保持对能量泛函的所有其它贡献不变，因此通过这样的光滑化小手续

我们就可以进一步降低能量泛函的值。这也即是说，图 (10.3) 那样的波函数不可能对应能
量泛函的最小值，根据变分原理，从而它也就不可能是系统的基态，当然这也意味着，任

何像图 (10.1) 那样的波函数也不可能是系统的基态。因此，系统 (5.73) 的基态波函数必
定不能有节点。

上一段的定理有一个重要的推论。那就是系统 (5.73) 的基态不可能简并。因为否则的
话，假设 ϕ0(x) 和 ϕ ′0(x) 都是系统 (5.73) 的基态，则根据线性叠加原理 aϕ0(x)+bϕ ′0(x) 也
将是系统 (5.73) 的基态，这里 a,b 是两个任意的非 0 实数。很显然，由于 ϕ0(x) 和 ϕ ′0(x)
是两个不同的态，因此我们只要合适地选取叠加系数 a,b 就能让 aϕ0(x)+ bϕ ′0(x) 出现节
点。但根据上一段的定理，这将与 aϕ0(x)+bϕ ′0(x) 是系统 (5.73) 的基态相矛盾。从而这就
证明了系统 (5.73) 的基态不可能简并。

另外，假设 ϕn(x) 是系统 (5.73) 的某个取成实函数的激发态波函数。则由于激发态和
基态 ϕ0(x) 必定要正交，从而我们可以知道，激发态波函数 ϕn(x) 必定存在节点。因为否

则的话
∫

dxϕn(x)ϕ0(x)的被积函数将恒大于 0或者恒小于 0，那积分结果将不可能为 0，从
而与正交性相矛盾。

此外还有一个推论也值得一提，那就是假设我们所考虑的系统 (5.73) 是宇称守恒的，
即假设在空间反射 x→−x 之下有 V (−x) = V (x), 那系统的基态波函数 ϕ0(x) 将必定是偶

宇称的，即必定满足 ϕ0(−x) = ϕ0(x)。这是因为，如果 V (−x) =V (x)，那 ϕ0(−x) 也必定满

足基态的本征方程，但由于基态不简并，所以必有 ϕ0(−x) = αϕ0(x)。由于空间反射两次等

于不做任何操作，所以 α2 = 1，α =±1。但是由于 ϕ0(x) 没有节点，所以它在空间反射之
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Figure 5.2: 假设波函数有节点. 图片来源：费曼统计力学

Figure 5.3: 把波函数的负部分反射成正. 图片来源：费曼统计力学

Figure 5.4: 把反射后的波函数作微小的光滑化. 图片来源：费曼统计力学

下也不能改变符号，因此只可能是 α = 1，也即是说，ϕ0(−x) = ϕ0(x)。

以上所有的结论我们都是以单自由度系统为例来得到的，但显然这些结论全都可以推

广到类似下面那样的多自由度多粒子体系。[
−

N

∑
i=1

h̄2

2mi
∇2

i +∑
i< j

V (ri j)

]
ψ(x1,x2, ...,xN) = Eψ(x1,x2, ...,xN), (5.75)

这里我们假设的是一个 N 粒子系统，xi 是其中第 i 个粒子的位置矢量，V (ri j) 是两体相互

作用势能，其中 ri j = |xi−x j| 是两个粒子的空间距离。
另外，如果我们考虑的是 N 个完全相同粒子的全同多粒子体系，如果这时候系统的哈

密顿量依然具有 (5.75) 这样的形式的话 (当然这时候所有全同粒子的质量都是相同的，即
mi = m), 那我们还可以得出这种哈密顿量的基态波函数必定是一个全对称波函数，即在不
同粒子的位置作任意置换之下，波函数都保持不变。这是因为对于全同粒子，其哈密顿量

在不同粒子位置矢量的任意置换 σ 下都必定是不变的。因此假设 ψ0(x1,x2, ...,xN) 是哈密

顿量 (5.75) 的基态波函数，则 ψ0(xσ(1),xσ(2), ...,xσ(N))(式中 σ(i) 表示 i 在置换 σ 作用之
后的结果) 必然也是哈密顿量 (5.75) 的一个基态波函数。但是，由于哈密顿量 (5.75) 的基
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态必定不简并，所以必有 ψ0(xσ(1),xσ(2), ...,xσ(N)) = ασ ψ0(x1,x2, ...,xN), 本来根据全同性原
理4这样的 ασ 可能等于 ±1，但是由于基态波函数不能有节点，因此在坐标置换前后不能

改变符号，从而必有 ασ = 1 (这也告诉我们，反对称的空间波函数必定是有节点的)。也即
是说，对于任意置换 σ，哈密顿量 (5.75) 的基态波函数必定满足

ψ0(xσ(1),xσ(2), ...,xσ(N)) = ψ0(x1,x2, ...,xN), (5.76)

从而必定是一个全对称波函数。

强调一下以上这些定理的适用范围：1. 它们只适用于空间波函数，因此不能包括自旋
自由度。比方说，考虑到自旋自由度，一个理想的非相对论性氢原子的基态波函数也是二

重简并的。2. 一般来说不能有磁场，因为否则哈密顿量 (5.75) 中出现的空间梯度 ∇ 就应
该替换成 ∇− iq

h̄ A⃗(x)(式中 A⃗(x) 是矢量势，q 是粒子的电荷)，因此相应的定态波函数就无
法取成实函数。3. 不适用于粒子数目超过一定限度的全同费米子体系。比方说对于三个
1/2 自旋的全同费米子体系，由于它们的自旋波函数无法完全反对称化，从而为了满足全

同性原理，这种体系的空间波函数也不能做到全对称化，即使对于基态波函数也一样，因

此这种体系当然是不满足以上定理的。一般的，对于多费米子体系，即使有时候可以完全

将自旋自由度和空间自由度分离开来，但由于半整数自旋的自旋波函数一般来说不能做到

完全反对称化 (当粒子数目超过一定数量时)，因此它的空间波函数也不能是全对称的，从
而这就违反了上面证明的定理。或者你也可以说，对于这样的体系，人们的确能求出哈密

顿量 (5.75) 的一个全对称能量最低态波函数，但是由于这一波函数不能满足全同性原理，
从而实际上是非物理的。4. 以上定理只适用于有限自由度的系统，在 N→ +∞ 时可能不
成立。5. 最后，严格来说，由于我们使用的能量泛函的表达形式没有包含边界项，因此这
些定理只适用于束缚态，或者通过周期性边界条件将空间边界去除的情形。

两个例子

氢分子的基态波函数能很清楚地说明上面的这些定理。假设我们分别称氢分子的两个

质子为 a 和 b，由于质子比电子重很多，我们不妨假设这两个质子是不动的，两者之间的

距离为 R。两个电子，电子 1和 2，绕着这两个质子运动，这就构成了一个氢分子系统。很

明显，这个氢分子系统的哈密顿量就属于 (5.75) 这样的类型，现在我们来分析这个系统的
基态。由于质子对电子的库伦吸引力 (质子与电子间的库伦势能为负)，为了保持最低的能
量，电子 1 和 2 应该尽量靠近质子 a 和 b。但是，如果两个电子同时靠近一个质子的话，

那这两个电子之间就离得太近了，这时候由于电子与电子之间的库伦排斥力 (电子与电子
间的库伦势能为正)，系统的能量反而会比较高。所以为了尽量降低系统的能量，最后的情

4根据全同性原理，所有的电子都完全不可区分，因而是全同的。类似的，所有的光子也是全同的，所有的

质子同样是全同的。全同粒子可以分成两类，像光子这样的自旋为整数的粒子是全同玻色子，像电子这样的自

旋为半整数的粒子是全同费米子。对于全同玻色子体系，全同性原理要求系统的总波函数 (同时包括空间变量
和自旋变量的波函数) 在这些全同粒子的任意置换下保持不变，人们称这样的波函数为全对称波函数。对于全
同费米子体系，全同性原理要求系统的总波函数在这些全同费米子的奇置换下出负号，在偶置换下保持不变，

人们称这样的波函数为全反对称波函数。有时候人们可以用全反对称的空间波函数乘上全对称的自旋波函数，

或者用全对称的空间波函数乘上全反对称的自旋波函数来构造全同费米子的总波函数。
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况一定是，每一个电子分别围绕一个质子。但这样一来，系统好像就变成两个独立的氢原

子放在一起了，问题就在于，为什么这两个氢原子能进一步降低能量，进而结合成氢分子

呢？

原因在于，两个电子在两个质子上的配置有两个可能性：电子 1围绕质子 a电子 2围
绕质子 b，以及电子 1 围绕质子 b 电子 2 围绕质子 a(如图 (5.5) 所示), 相应的波函数我们
分别记为 |A⟩= ψab(x1,x2) 和 |B⟩= ψab(x2,x1)，式中 x1 和 x2 分别是电子 1 和电子 2 的位
置矢量。很显然，由于两个质子之间以及两个电子之间都没有什么区别，所以这两种可能

Figure 5.5: 氢分子的两种可能性

性的地位完全平等，它们对应的系统能量可以记为 E0，当两个质子之间的距离足够大时，

E0 就等于两个独立的氢原子的能量之和。但是，|A⟩ 和 |B⟩ 都是一种过于简化的描述，它
们都不是氢分子系统的基态，E0 也不是基态的能量，不过系统的基态可以用一个以 |A⟩ 和
|B⟩ 为基的有效哈密顿量来描述。在这个有效描述中，HAA = HBB = E0 可以看作有效哈密

顿量的对角项，但是，这个有效哈密顿量还有两个非 0 的非对角项 HAB 和 HBA。这是由

于，每个电子除了要受到其围绕的质子的库伦吸引之外，它还要受到另一个距离较远的质

子的库伦吸引，因此尽管电子与电子之间的库伦排斥力造成了一个不小的势垒，|A⟩ 和 |B⟩
这两种可能性之间依然有一定的概率幅通过量子隧穿效应相互转变。和任何典型的隧穿效

应一样，这种隧穿效应也会产生一个负的非对角有效哈密顿量，这就是 HAB 和 HBA，我们

不妨记 HAB = HBA =−J(J > 0)。因此氢分子系统真正的基态可以通过求解下面的有效哈密
顿量来得到， (

E0 −J

−J E0

)
, (5.77)

这个哈密顿量的两个能量本征值分别为 Eg = E0− J,Ee = E0 + J, 相应的两个本征态分别为
|g⟩= 1√

2
(|A⟩+ |B⟩), |e⟩= 1√

2
(|A⟩− |B⟩)。或者也可以写成

|g⟩= 1√
2
[ψab(x1,x2)+ψab(x2,x1)], |e⟩= 1√

2
[ψab(x1,x2)−ψab(x2,x1)]. (5.78)

上面的分析告诉我们两个结论：第一，两个氢原子可以通过交换电子 (即上面描述的
量子隧穿) 进一步将能量降低 −J，从而结合成一个氢分子。第二，氢分子的基态波函数

|g⟩ = 1√
2
[ψab(x1,x2)+ψab(x2,x1)], 很显然是一个对称波函数。正是在这里，这个结论和我

们前面证明的一般性定理完全吻合。并且从这个基态波函数很容易看出，基态上的这两个

电子实际上都是被两个质子共享的。

但是，由于电子是费米子，所以我们还得验证刚才得到的基态空间波函数 |g⟩ 是否能
满足全同性原理。答案是可以，因为现在只涉及到两个电子，所以对于对称的空间波函数，
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我们完全可以通过将自旋波函数构造成反对称的自旋单态来满足全同性原理。因此上面的

分析其实是告诉我们，氢分子基态上的两个电子其实处于自旋单态，并且由于它们被两个

质子共享，所以就在两个质子间形成了一个典型的共价键 (如图 (5.6) 所示)，前面的 −J

就是这个共价键的键能。而对于另外一个能量为 E0 + J 的态 |e⟩, 很显然它的空间波函数
是反对称的，因此为了满足全同性原理，相应的电子自旋波函数就只能取自旋平行的对称

三重态。因此，如果从电子自旋的视角来看待之前的有效哈密顿量，那它告诉我们的显然

是，两电子自旋反平行 (自旋单态) 时能量较低，而自旋平行时能量较高。换言之，这个有
效哈密顿量描述的是两电子自旋的反铁磁相互作用。

Figure 5.6: 氢分子

与氢分子这个例子略微有些相关的，我们举一个前面的那些定理不适用的例子，那就

是铁磁体的基态。对于铁磁体而言，当它处于基态时，任意两个相邻格点上的电子自旋

都是平行的 (为简单起见我们假设每一个格点上只有一个电子围绕着格点上的这个原子运
动)，但这就是铁磁体难以理解的地方。因为根据我们上面对氢分子的分析，通常而言相邻
两个电子自旋反平行才会使得系统能量比较低，为什么铁磁体的自旋反而会平行呢? 有一
种物理上的解释是这样的：注意到铁磁体都是导体，所以除了围绕各自原子运动的电子之

外，整个铁磁体中一定还存在传导电子，由于传导电子在整个铁磁体中运动，所以应该看

成是被所有格点共享的。现在，由于泡利不相容原理，每个格点上的电子自旋会趋向于与

传导电子的自旋反平行，但传导电子被所有格点共享了，因此这就意味着所有格点上的电

子要自旋平行 (如图 (5.7) 所示)，这就导致了铁磁体的出现。这种自旋平行化的出现显然
意味着相邻格点上的电子的空间波函数不可能是对称的，这正好是不满足我们前面证明的

那些定理的一个例子。但这完全是因为我们现在处理的体系涉及到的电子 (费米子) 数目
太多 (多于三个电子)，超出了定理的适用范围，属于我们前面已经注明过了的定理不适用
的情形。

Figure 5.7: 铁磁体通过共享的传导电子而自旋平行
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5.3.4 相变与对称性自发破缺

这一节我们将在变分法的近似下发展一个关于量子相变的物理图像。这一节的处理方

式和例子基本上来自于文小刚老师关于拓扑序的一门在线课程的 PPT。
通常来说，一个量子系统总会依赖于一些外界参数，不妨象征性地将这些参数记为 g，

比方说它可能是某个与系统耦合的外场等等。因此，这个量子系统的哈密顿量就将是 g 的

光滑函数，不妨记为 Hg。之所以强调是光滑函数是因为任何物理上合理的哈密顿量都会

有比较良好的数学性质，因此它们对物理参数的依赖都应该是光滑的。

现在假设我们用一组合理的试探波函数 |Ψϕ ⟩ 来近似求解 Hg 的基态能量，这里 ϕ 表
示试探波函数里的未定参数。假设 |Ψϕ ⟩ 已经归一化好了，那么我们将得到一组能量泛函
Eg(ϕ)，

Eg(ϕ) = ⟨Ψϕ |Hg|Ψϕ ⟩. (5.79)

作为合理的试探波函数，它们的数学性质当然也应该比较良好，因此 |Ψϕ ⟩ 对参数 ϕ 的依
赖也将是光滑的。因此，Eg(ϕ) 将同时是系统参数 g 和试探参数 ϕ 的光滑函数。

但是，Eg(ϕ) 还不是系统的基态能量。按照变分法，为了得到系统基态能量的近似值，
我们还需要求 Eg(ϕ) 关于 ϕ 的最小值，假设这个最小值在 ϕ = ϕm(g) 时取到，那基态能量

的近似值 E(g) 实际上是

E(g) = Eg(ϕm(g)). (5.80)

注意到 ϕm(g) 一般来说也依赖于系统参数 g(在物理上这就相当于在不同物理条件 g

之下系统的基态会不一样), 所以最后我们得到的基态能量近似值 E(g) 作为 g 的函数就可

能完全不同于原来的 Eg(ϕ)。特别的，经过变分法的最终手续以后会产生这样一种可能性，
即 E(g) 作为 g 的函数不再是光滑的了，比方说它的某阶导数可能在某个参数点 gc 变得

不连续。在物理上，这就相当于说，随着外界物理参数的变化，系统的基态能量在 gc 处

出现了某种奇异性 (即使系统的哈密顿量 Hg 关于 g 光滑)，物理学家常常称这种奇异性的
出现为系统发生了相变。

为了帮助读者看清这种可能性是如何发生的，我们不妨举一个简单的例子。假设有某

个量子系统，我们用一组合理的试探波函数 |Ψϕ ⟩ 计算得出能量泛函为 Eg(ϕ) = (ϕ 2 +g)2。

很显然这个函数对于系统参数 g和试探参数 ϕ 来说都光滑。现在让我们求 Eg(ϕ)关于 ϕ 的
最小值，很显然当 g≥ 0时，ϕm = 0, 因此这时候有 E(g) = g2，而当 g < 0时，ϕm =±

√
−g,

很明显这时候 E(g) = 0。因此最终我们得到的基态能量函数 E(g) 是关于 g 的一个分段光

滑函数，很显然这个分段函数整体上是不光滑的，它的二阶导数在 g = gc = 0 处不连续。

对于这样一个系统，我们就说它在 gc = 0 处发生了相变，由于是基态能量的二阶导数出现

了不连续，所以这样的相变也被称为二级相变。

仔细观察上面这个例子出现奇异性 (即相变) 的基本机制。我们就会发现，关键点就
在于随着参数 g 由大于 0 变为小于 0，Eg(ϕ) 关于 ϕ 的极小结构出现了突变。具体来说就
是，当 g≥ 0 时，Eg(ϕ) 关于 ϕ 只有一个极小点，即 ϕm = 0, 但是当 g < 0 时，Eg(ϕ) 关于
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ϕ 的极小点劈裂成了两个，即 ϕm =+
√
−g 和 ϕm =−

√
−g。正是这种极小结构的突变导致

了二级相变。

不妨再举一个一级相变的例子，看看和二级相变有什么不同。比方说对于某个量子

系统我们算出来 Eg(ϕ) = ϕ 4/4+ gϕ 3/3− ϕ 2/2, 很显然这个函数既是 g 的光滑函数又是

ϕ 的光滑函数。但其实这个系统在 g = gc = 0 处也有相变。为了看清楚这一点，我们

不妨考察 g 在 0 附近时的情况，这时候，Eg(ϕ) 的两个极小点近似为 (保留到一阶小量)
ϕm1≈− g

2−1和 ϕm2≈− g
2 +1,相应的两个极小值约为 (保留到一阶小量)Eg(ϕm1)≈− 1

4−
1
3 g,

Eg(ϕm2)≈− 1
4 +

1
3 g。显然，当 g > 0时，ϕm1 对应真正的最小值，因此这时 E(g)≈− 1

4−
1
3 g，

反过来，当 g < 0 时，ϕm2 对应真正的最小值，因此这时 E(g)≈− 1
4 +

1
3 g。很显然，这样算

出来的基态能量 E(g) 也是一个分段光滑函数，它在 g = 0 处不光滑，因为它的一阶导数

在 g = 0 处不连续。人们常常把这样的一阶导数不连续的相变称作一级相变。观察这种相

变发生的原因，我们会发现是因为 Eg(ϕ) 关于 ϕ 有多个极小值点，而随着系统参数 g 的

变化 (由 g > 0 变到 g < 0)，整体的最小值点在不同的极小之间发生了切换 (由 ϕm1 切换

到了 ϕm2)。这种极小切换就会导致一级相变。
但是，我们刚才给出来的两个例子都不是真正算出来的例子。也即是说，我们并没有

给出实现这些例子的量子系统，而只是直接给出了两个能够说明相变现象的函数 Eg(ϕ)。
对真正量子系统的具体计算研究发现，对于有限的系统，比方说自由度数目有限的系统，

只要试探波函数真正合理，最后得到的 E(g) 实际上通常都是整体光滑的，通常不会有真

正的量子相变。人们真正感兴趣的 E(g) 的奇异性和量子相变其实都是发生在无限大的量

子系统中。当然，对于无限大的量子系统，其基态能量 E(g) 会正比于系统的体积 V，因

此也是趋于无穷的，所以这时候更合适的研究对象其实应该是能量密度, 因为即使系统体
积趋于无穷，其能量密度总还是有限的。也就是说，我们要定义一个能量密度泛函 εg(ϕ),

εg(ϕ) = Eg(ϕ)/V, (5.81)

然后用 εg(ϕ) 来进行我们刚才所做过的那些分析。相应的基态能量密度 ε(g) 就是

ε(g) = εg(ϕm(g)), (5.82)

ε(g) 关于参数 g 的奇异性就意味着相变。当然，我们之前通过例子发现的相变机制依然可

以照搬过来，只要将能量换成能量密度就可以了。值得说明的是，无限大系统并不是物理

学家凭空构想出来的，实际上，任何一块宏观材料由于包含了巨量的原子分子，因此都可

以近似地看成是无限大系统，要研究材料的宏观性质就必须研究无限大系统，这其实就是

物理学家为什么对无限大系统感兴趣的基本原因。

下面我们举一个真正量子系统的例子。假设有 N 个 1/2 自旋等间距地排布在一个圆

周上 (因此第 N + 1 个自旋其实就是第 1 个自旋)。假设相邻两个自旋之间的相互作用为
−σ x

i σ x
i+1, 其中 σ x

i ,σ
y
i ,σ

z
i 是第 i 个自旋的三个泡利算符。假设整个系统处在一个 z 方向的

磁场中，因此这个磁场和每一个自旋的相互作用能可以写成 −gσ z
i，参数 g 正比于磁场强

度，不妨假设 g > 0。因此，整个系统的哈密顿量 Hg 可以写成

Hg =−∑
i
(σ x

i σ x
i+1 +gσ z

i ). (5.83)
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这样一个系统通常被称为横场伊辛模型，它实际上是一个可以精确求解的模型，不过我们

这里是想用它来讨论变分法的应用，而不是要讨论它的精确求解。注意到在绕着 z 轴的

180度旋转之下，σ z
i → σ z

i , σ x
i →−σ x

i , σ y
i →−σ y

i。很显然 (5.83)式给出的哈密顿量在这个
180 度旋转之下是不变的，因此这个操作是系统的一个对称性。实际上，这个绕 z 轴 180
度旋转的对称性可以用幺正变换 U = ∏i exp(iπ 1

2 σ z
i ) 来表示。

注意到 g→∞时系统的状态完全由 z方向的磁场决定，因此这时候的基态为 ∏i(| ↑i⟩),
而 g = 0 时，系统有两个简并的基态 ∏i(| →i⟩) 和 ∏i(| ←i⟩) (这里 | →i⟩= 1√

2
(| ↑i⟩+ | ↓i⟩)，

|←i⟩= 1√
2
(| ↑i⟩−| ↓i⟩)为 σ x

i 的两个本征态)。所以对于一般情形的基态，我们可以取归一化
的试探波函数 |Ψϕ ⟩= ∏i |ψi⟩, |ψi⟩= cos ϕ

2 | ↑i⟩+sin ϕ
2 | ↓i⟩。注意到 σ z| ↑⟩= | ↑⟩,σ z| ↓⟩=−| ↓⟩,

σ x| ↑⟩= | ↓⟩,σ x| ↓⟩= | ↑⟩,易有 ⟨ψi|σ z
i |ψi⟩= cos2 ϕ

2 −sin2 ϕ
2 = cosϕ , ⟨ψi|σ x

i |ψi⟩= 2sin ϕ
2 cos ϕ

2 =

sinϕ。进而可以得到能量密度泛函，

εg(ϕ) = ⟨Ψϕ |Hg|Ψϕ ⟩/N

=−∑
i

[
⟨ψi|σ x

i |ψi⟩⟨ψi+1|σ x
i+1|ψi+1⟩+g⟨ψi|σ z

i |ψi⟩
]
/N

=−(sin2 ϕ +gcosϕ). (5.84)

我们按照 g 从大到小的顺序画了几幅 εg(ϕ) = −(sin2 ϕ + gcosϕ) 作为 ϕ 的函数图像
(如图 (5.8)、(5.9)、(5.10)所示)。很显然，当 g≥ 2时，εg(ϕ)只有一个极小值点，即 ϕ = 0,
因此这时候基态能量密度 ε(g) = −g。但是当 g < 2 时，εg(ϕ) 的极小值点劈裂成了两个
ϕ = ϕm = arccos(g

2), 以及 ϕ =−ϕm =−arccos(g
2), 这时候 ε(g) =−(1+ g2

4 )。这种极小劈裂

的情况正符合我们前面关于二级相变机制的讨论。从基态能量密度的表达式也可以直接看

出 ε(g) 在 g = 2 处的二阶导数不连续，因此正是一个二级相变。

这个例子其实揭示了由朗道发现的关于连续相变 (二级以上的相变) 的一个一般性机
制，那就是，连续相变所需要的能量泛函极小结构的突变常常都是由于对称性自发破缺带

来的。在我们这个例子中，在 g > 2 的相，变分法求出来的系统基态为 |Ψ0⟩= ∏i(| ↑i⟩), 这
个态在绕着 z 轴的 180 度旋转下变换为 |Ψ0⟩ →U |Ψ0⟩= ∏i(i| ↑i⟩) = iN |Ψ0⟩(非指标的那个
i 为虚数单位), 可见变换前后的基态只差一个相位，在物理上它们描述的是同一个量子态，
因此这也就是说，在 g > 2 相中，基态保持了绕 z 轴的 180 度旋转对称性。但是，对于
g < 2 的相，变分法求出来的基态是简并的两个 (这里严格来说要取 N→ ∞ 的无限大系统
极限)，分别是 |Ψϕm⟩ 和 |Ψ−ϕm⟩, 而且人们很容易计算出这两个态在绕 z 轴的 180 度旋转
之下是如何变换的，|Ψϕm⟩ →U |Ψϕm⟩= iN |Ψ−ϕm⟩, |Ψ−ϕm⟩ →U |Ψ−ϕm⟩= iN |Ψϕm⟩。可见，这
两个基态单独都不保持绕 z 轴的 180 度旋转对称性，而是在这个旋转操作下互相变为对
方。但是，一个真实的系统只可能处在两个简并基态中的某一个，但是不管真实系统是处

在 |Ψϕm⟩ 还是 |Ψ−ϕm⟩，它都破缺了这个绕 z 轴的 180 度旋转对称性。因此这就是一个典型
的，哈密顿量有一个对称性，但是系统基态却破缺了这个对称性的例子，这就叫做对称性

自发破缺。我们这个例子正好演示了二级相变和对称性自发破缺的密切联系，这种联系正

是朗道首先指出的，朗道的这个理论后来成为了理解凝聚态系统不同相和相变的基础，因

此成为凝聚态物理的一块基石，并且还给粒子物理学家带来了极大的启发，间接促成了基

本粒子标准模型中的希格斯机制的提出。



5.3 变分法在量子力学中的应用 199

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

Figure 5.8: Fig of −(sin2 ϕ +3cosϕ)

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

Figure 5.9: Fig of −(sin2 ϕ +2cosϕ)
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Figure 5.10: Fig of −(sin2 ϕ +0.7cosϕ)

上面例子中对称相和对称破缺相的不同还可以通过一个物理量直接显示出来，那就是

通过 σ x
i 在基态上的期望值。利用 ⟨Ψϕ |σ x

i |Ψϕ ⟩= ⟨ψi|σ x
i |ψi⟩= sinϕ 人们很容易得到，在对

称相，⟨Ψ0|σ x
i |Ψ0⟩= 0，而在对称破缺相 ⟨Ψ±ϕm |σ x

i |Ψ±ϕm⟩=±sinϕm =±
√

1− g2

4 ̸= 0。在

凝聚态物理中，通常把这样的能够区分对称相和对称破缺相的物理量称之为序参量。

最后我们简单提一下，横场伊辛模型的精确求解发现，真正的相变点其实在 g = 1 处，

而不是变分法发现的 g = 2 处，而且这实际上是一个量子临界点。很显然，我们的变分法

近似没有发现这一点。这主要是因为，在我们用变分法求横场伊辛模型基态的时候，我们

是将所有的量子效应用一个整体的参数 ϕ 来平均了，而并没有将各种量子涨落包括进来，
但是对于 g = 1 的量子临界点来说，各个尺度上的量子涨落都很重要，因此我们的变分法

近似不能发现它也并不奇怪。这也清楚地说明了变分法毕竟只是一种近似方法，它并不能

解释所有的量子现象。

5.3.5 习题

1. 请用试探波函数 ψλ = e−λ r 估算氢原子基态的能量，并和精确结果比较。
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2. 假设在中心力场中运动的粒子受汤川势的相互作用，势能为

V (r) =−A
e−µr

r
, (5.85)

式中 A > 0，从而这是一个吸引势。请通过取试探波函数 ψλ = e−λ r 确定这系统存在束缚

态的一个充分条件。

3. 两个离子可以通过共享一个电子进而降低能量形成共价键。最简单的例子是氢分
子离子 H+

2 ，它是两个质子共享一个电子。假设质子静止不动，则系统的哈密顿量可以写

成

H =
p2

2m
− e2

4πε0

[ 1
|x|

+
1

|x−R|
− 1

R

]
. (5.86)

式中 p 是电子的动量，x 是电子的位置矢量，R 是两个质子之间的距离。假设取试探波函
数

ΨR = ψ(x)+ψ(x−R), with ψ(x) =

√
1

πa3
0

e−r/a0 . (5.87)

并注意到下面的积分

u(R) =
∫

d3xψ(x)ψ(x−R) =
(
1+

R
a0

+
R2

3a2
0

)
e−R/a0

v(R) =
∫

d3x
ψ(x)ψ(x−R)

|x|
=

1
a0

(
1+

R
a0

)
e−R/a0

w(R) =
∫

d3x
ψ2(x)
|x−R|

=
1
R
− 1

R

(
1+

R
a0

)
e−2R/a0 . (5.88)

请利用这些结果证明，哈密顿量在试探波函数上的平均能量 E(R) 与氢原子基态的能量 E0

之间的差可以写成

E(R)−E0 =
e2

4πε0

( 1
R
− v(R)+w(R)

1+u(R)

)
. (5.89)

请画出 E(R)−E0 作为横坐标 R 的函数的数值曲线，并以此估算氢分子离子的键能。[这个
题目来自 David Tong 的课程习题]



6. * 量子力学中的对称性

本章我们首先利用维格纳的定理定义了量子变换的概念，它可以看成是经典力学中正

则变换的量子力学对应物。然后我们研究了时间平移变换、空间平移变换、以及空间旋转

变换，并以此一般性地定义了任何量子系统的总动量算符和总角动量算符。进而一般性地

推导了这些算符之间的代数关系，特别是一般性地得到了角动量算符的代数关系。

本章的核心之一是介绍连续对称性与守恒定律之间的深刻联系。也就是量子力学版本

的诺特定理。根据这个定理，能量守恒定律源自于时间平移对称性，动量守恒定律源自于

空间平移对称性，而角动量守恒定律源自于空间旋转对称性。另外，电荷守恒定律和电荷

量子化则源自于一个抽象的 U(1) 相位对称性。当然，除此之外，我们也深入讨论了伽利

略协变性。

我们也讨论了对称性与能级简并之间的深刻联系。

最后，本章还讨论了空间反演对称性以及相应的宇称守恒。特别的，我们介绍了李政

道和杨振宁发现的弱相互作用下宇称不守恒。当然，我们也讨论了时间反演对称性，证明

了 Kramer 定理。
描述对称性的基本数学语言是群论。本章我们也简要性地介绍了群论和群表示论的基

本思想。其中群表示是本章的一个核心数学概念。
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6.1 量子变换

一个量子系统所有可能量子态的集合构成希尔伯特空间 H。在物理上，我们常常默

认量子态已经归一化了，但即使对于已经归一化的量子态 |ψ⟩，它其实也并不唯一确定，
因为根据态叠加原理，eiθ |ψ⟩ 和 |ψ⟩ 描述的是同一个量子态！所以，严格来说，一个量子
态其实是希尔伯特空间归一化矢量的一个等价类，满足 eiθ |ψ⟩ ∼ |ψ⟩，∼ 表示等价关系。
根据量子力学的玻恩规则，对于处在 |ψ⟩ 态上的系统，我们在 |ϕ⟩ 态上测到它的概率

为 |⟨ϕ |ψ⟩|2，其中两个量子态的内积 ⟨ϕ |ψ⟩ 也称之为概率幅，因为它的模方给出了概率。
在量子力学中，概率 (而不是量子态) 才是我们在物理上真正测量的东西。

量子变换

一个重要的问题是，在什么变换下，作为物理可观测量的概率将保持不变呢？对这个

问题的回答就引出了我们所谓量子变换的概念1。所谓的量子变换我们指的是希尔伯特空

间 H 到其自身的一个映射，假设在这个映射的作用下，|ψ⟩ → |ψ ′⟩，|ϕ⟩ → |ϕ ′⟩，那么我
们要求映射前后的玻恩概率保持不变，即

|⟨ϕ ′|ψ ′⟩|2 = |⟨ϕ |ψ⟩|2. (6.1)

维格纳 (Wigner) 有一个著名的定理2说，量子变换要么是希尔伯特空间的幺正变换，

要么就是反线性反幺正变换，此外没有其它的可能性。幺正变换我们在第二章中就已经很

熟悉了，最重要的例子比如有时间演化算符 U(t2, t1)。那么什么是反线性反幺正变换呢？首

先，作用在希尔伯特空间的算符 Θ, 如果满足下面的关系，它就是一个反线性算符，

Θ(α|ψ⟩+β |ϕ⟩) = α∗Θ|ψ⟩+β ∗Θ|ϕ⟩, (6.2)

式中 α,β 为两个复叠加系数。任何反线性反幺正变换 Θ 首先是一个反线性算符，其次，
它还满足

⟨Θϕ |Θψ⟩= ⟨ψ|ϕ⟩= ⟨ϕ |ψ⟩∗. (6.3)

注意，对于反线性算符，我们不能将之理解为一个矩阵 (因为矩阵一定是线性的)！因
此反线性算符只能向右边的量子态作用，诸如 ⟨ϕ |Θ 这样的表达式是没有意义的，因为它
不能理解为行矢量乘上矩阵。这就是式 (6.3) 中我们要把第一个表达式写成 ⟨Θϕ |Θψ⟩ 的
原因，它表示 Θ|ψ⟩ 与 Θ|ϕ⟩ 的内积。由于反线性算符不能理解为矩阵，所以它的厄密共
轭的定义也与线性算符不同，而且反线性算符的厄密共轭也不能理解为复共轭加转置，因

为它根本不能理解为矩阵，所以当然谈不上转置。反线性算符 Θ 的厄密共轭算符 Θ† 定义

1值得提醒读者的是，量子变换这个名称还不是通用的，更多的书称之为对称变换。我们这里称之为量子变

换是想稍微拓展一下这个概念的应用范围。
2关于维格纳 (Wigner)这个定理的严格证明，我们推荐读者参考：Steven Weinberg,《The Quantum Theory

of Fields》，Volume I，第二章的 Appendix A。
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为 (形式上和线性算符的厄密共轭定义相差一个整体的复数共轭，因为它的反线性本身包
含了一个复数共轭)

⟨ϕ |Θψ⟩= ⟨Θ†ϕ |ψ⟩∗. (6.4)

根据这个定义 ⟨Θϕ |Θψ⟩ = ⟨ϕ |ψ⟩∗⇔ ⟨ϕ |Θ†Θψ⟩∗ = ⟨ϕ |ψ⟩∗，即 Θ†Θ = 1，所以所谓的反幺

正算符其实就是满足和幺正算符类似的 Θ† = Θ−1 的反线性算符。

很显然，幺正变换乘以幺正变换，结果必定还是幺正变换，而反幺正变换乘以反幺正

变换结果也是幺正变换，只有幺正变换乘以反幺正变换结果才可能是反幺正变换。关于这

几点的证明我们留给读者。正因为如此，任何反幺正变换总是能写成某个幺正变换和另一

个反幺正变换的乘积。

操作诱导的量子变换

量子变换常常由对系统的操作诱导产生。比方说，我们将系统作一个旋转 R, 这就会
诱导一个幺正的量子变换 U(R)，它描述系统旋转之后的量子态与旋转之前的量子态之间

的联系。对于考察量子系统的对称性而言，我们所要考察的对系统的操作都是可逆的，而

且满足一种乘法合成规则。也即是说，如果先对系统进行操作 T1，接着再对它进行操作

T2，最终的效果就等价于直接进行某个操作 T3，我们将 T3 写成 T3 = T2T1。因此，两个先

后进行的操作的合成就定义了一种操作间的乘法，其中先进行的操作写在乘号右边，后进

行的操作写在左边。通常来说，这种乘法并不满足交换律 (类似于矩阵乘法)，比方说，先
将系统绕 x 轴旋转 90 度 (记作 Rx(90))，接着再将系统绕 y 轴旋转 90 度 (记作 Ry(90))，
其结果 Ry(90)Rx(90) 显然与相反操作顺序的结果 Rx(90)Ry(90) 不同。我们可以将一个操

作 T 的逆操作记作 T−1，按照操作乘法，它显然满足 T T−1 = T−1T = 1。这里 1 就表示
恒等操作，也就是不进行任何操作 (很显然，恒等操作所诱导的量子变换一定是恒等变换，
也就是恒等算符)。这样的定义了乘法运算的可逆操作的集合就构成了数学上所谓的群。
抽象一点来说，一个群是一个集合，它的每一个元素就称为一个群元。群的要义有三

点：其一，群元之间定义了某种乘法; 其二，每一个群元都有一个逆元；其三，群本身在乘
法运算下是封闭的，即任何两个群元相乘结果必定依然是一个群元。根据这个定义，我们

将限于考察那些能构成一个群的对量子系统的操作，以后我们都会默认这一点。

对于我们考察的这类操作而言，每一个对系统的操作都会诱导一个幺正或者反幺正的

量子变换。假设记 T1 操作的量子变换为 U(T1)，T2 操作的量子变换为 U(T2)，T1 和 T2 的合

成操作 T2T1 诱导的量子变换为U(T2T1)。那么根据定义，在 T1 操作之下，原来的量子态 |ψ⟩
将变换为 |ψ⟩→U(T1)|ψ⟩, 紧接着再进行操作 T2，这个量子态就会接着变换为 U(T1)|ψ⟩→
U(T2)U(T1)|ψ⟩, 所以先后进行 T1、T2 操作总的效果是将 |ψ⟩ 变换为 |ψ⟩→U(T2)U(T1)|ψ⟩。
另一方面，根据定义，合成操作 T2T1 将会把 |ψ⟩ 变换为 |ψ⟩→U(T2T1)|ψ⟩。根据操作合成
的定义，这两个结果应该是一样的，也即是说，我们应该有 U(T2T1)|ψ⟩=U(T2)U(T1)|ψ⟩。
但是，这里有一个微妙的细节，由于量子态对应的希尔伯特空间矢量不唯一确定，而是可

以相差一个相位，所以严格来说，我们不能说 U(T2T1)|ψ⟩ 必须和 U(T2)U(T1)|ψ⟩ 相等，而
只能说，这两者最多相差一个相位，即 U(T2T1)|ψ⟩ = eiω(T2,T1)U(T2)U(T1)|ψ⟩, 由于 |ψ⟩ 是
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一个任意的态，因此我们就有

U(T2T1) = eiω(T2,T1)U(T2)U(T1). (6.5)

方程 (6.5) 最关键的地方就在于，它告诉我们，操作诱导的量子变换将保持操作的乘
法结构！数学上人们称这种保持一个群的乘法结构的诱导关系为群的表示，因此操作所诱

导的量子变换构成了操作群在希尔伯特空间的表示。同样，微妙点在于，这种对乘法结构

的保持可以相差一个相位，所以人们通常称方程 (6.5) 这样的群表示关系为投影表示。读
者无需追究投影这一名称的来源，只需记住投影表示满足 (6.5) 这样的方程就可以了。不
过，很多情况下，投影表示的相因子 ω(T2,T1) 其实都可以取为零，我们将在本章的正文部

分默认这一点，不过，在本章中间的补充内容中，我们考察了一个 ω(T2,T1) 不能取为零的

例子3。

假设我们的操作 T (θ) 依赖于某个连续参数 θ , θ = 0 表示恒等操作。比方说，θ 可
以是绕某个固定轴的旋转角度。如此一来我们就可以把这些操作所诱导的量子变换记作

U(T (θ)), 又时候也简记为 U(θ)。由于 U(0) = 1 是一个幺正变换，而随着参数的连续调节，

U(θ) 可以连续地变化为 U(0) = 1，所以，U(θ) 也必定为一个幺正变换 (反幺正变换涉及
复共轭，而幺正变换不涉及，因此反幺正变换不可能连续地变化为幺正变换)。因此，依
赖于连续参数并且包含恒等变换的量子变换必定为幺正变换，我们常常称这样的幺正变换

为连续的幺正变换。而任何依赖于连续参数的反幺正变换往往总能写成一个连续的幺正变

换乘以一个分立的反幺正变换。因此，在物理上真正独立存在的反幺正变换其实都是分立

的，或者说离散的，在量子力学中，它其实就是所谓的时间反演变换，在量子场论中更著

名的就是所谓的 CPT 变换。当然，反幺正变换是特殊的，因为它们并不是我们真正可以
对量子系统实施的操作，我们定义它们完全是因为我们可以从中引出时间反演对称性或者

CPT 对称性的概念。
现在，假设连续参数 θ 为一个无穷小量，θ = ε。因此幺正变换 U(ε) 就可以泰勒展开

为

U(ε) = 1+ iεG+ ... (6.6)

其中算符 G 就称作连续幺正变换 U(θ) 的生成元。很显然，U(ε) 也可以近似写成 U(ε) =
exp(iεG)。利用幺正性 U†(ε)U(ε) = 1，我们容易有 (1− iεG† + ...)(1+ iεG+ ...) = 1, 比较
等式左右两边的 ε 一次项，就有

G† = G. (6.7)

也即是说，连续幺正变换的生成元必定为厄米算符，因此也就是一个物理量。

量子变换在算符上的作用

3关于 ω(T2,T1)何时可以取为零的讨论，读者可以参考 Steven Weinberg,《The Quantum Theory of Fields》，
Volume I，第二章的 2.7 节。
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前面我们定义量子变换的时候，是将它作用在系统的量子态上。但其实，我们也可以

等价地认为量子变换对系统量子态没有作用，而是对物理量的算符有作用。具体来说，考

察一个量子变换 U，再考察一个任意的算符 A。在物理上，我们关心的其实总是算符的矩

阵元，为此我们考察算符 A 在系统量子态 |ψ⟩ 和 |ϕ⟩ 之间的矩阵元 ⟨ϕ |A|ψ⟩。由于在量子
变换之后 |ψ⟩ →U |ψ⟩, |ϕ⟩ →U |ϕ⟩，所以在量子变换的作用下矩阵元 ⟨ϕ |A|ψ⟩ 将变换为

⟨ϕ |A|ψ⟩ → ⟨ϕ |U−1AU |ψ⟩. (6.8)

很显然，为了满足这个物理矩阵元的变换关系，我们完全可以等价地认为量子变换对系统

量子态没有作用，而是会将算符 A 变换为

A→U−1AU. (6.9)

当然，严格来说，上面处理的只是幺正量子变换，对于反幺正量子变换 Θ, |ψ⟩→Θ|ψ⟩,
|ϕ⟩ → Θ|ϕ⟩, 情况略微有些不同。这时候，在变换之下 ⟨ϕ |A|ψ⟩ → ⟨Θϕ |A|Θψ⟩。由于 A 是

一个普通的算符，所以我们有 ⟨Θϕ |A|Θψ⟩ = ⟨Θψ|A†|Θϕ⟩∗。而根据 (6.4) 式，我们又有
⟨Θψ|A†|Θϕ⟩= ⟨ψ|(Θ†A†Θ)|ϕ⟩∗。所以最终我们得到，在反幺正变换 Θ 之下，

⟨ϕ |A|ψ⟩ → ⟨ψ|(Θ†A†Θ)|ϕ⟩. (6.10)

我们发现，反幺正变换把左矢 ⟨ | 变成了右矢 | ⟩，把右矢变成了左矢，同时它在算符上的
等价作用为

A→Θ−1A†Θ, (6.11)

式中我们利用了 Θ† = Θ−1。很显然，如果 A 是厄密算符，那 (6.11) 式在形式上和幺正变
换的 (6.9) 式就是一样的。

根据量子变换作用在系统量子态但是不作用在物理量算符上的观点，我们实际上是认

为，我们的操作是“转动”了系统，但是没有“转动”实验室里测量系统的仪器，从而物

理量算符不变。而根据量子变换作用在物理量算符而不作用在系统量子态上的观点，我们

是等价地认为，我们的操作是将实验室里的仪器作了一个反方向的“旋转”，同时保持待

测系统原地不动，从而算符按照 (6.9) 式变换，而系统的量子态不变4。

根据算符 A 的本征方程 A|a⟩ = a|a⟩，结合 (6.9) 式容易看出来，在量子变换的作用
下，算符 A 的本征值 a 不会变，但是本征态 |a⟩ 将变为 U−1|a⟩(物理上这是因为仪器反方
向“旋转”了)。如果对于一个原来处于 |ψ⟩ 态的系统，我们计算测到 A 的值为 a 的概

率 pa = |⟨a|ψ⟩|2，那么在量子变换之下对于这个概率将如何变化我们有两种等价的观点：
其一，是认为算符 A 不变 (从而它的本征态 |a⟩ 也不变)，但是系统的量子态 |ψ⟩ 变换为
|ψ⟩ →U |ψ⟩，根据这一观点 pa 将变换为 |⟨a|ψ⟩|2→ |⟨a|U |ψ⟩|2。其二，我们也可以认为系
统的量子态 |ψ⟩ 没变，但是作为物理量的算符 A 按照 (6.9) 式变换了，从而本征态 |a⟩ 将

4其实还有一种与这两种观点并不等价但同样成立的观点，也是人们常常采用的，即认为我们同时将系统和

仪器作了一个同方向的同步“转动”。当然很多书在采用这种观点的时候忽略了对它背后的这一物理本质的强

调。读者可以自行写出在这种观点下，系统量子态和算符该如何变换的相应公式。
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变为 U−1|a⟩，即 ⟨a| 将变为 ⟨a|U，根据这一观点，pa 依然将变换为 |⟨a|ψ⟩|2→ |⟨a|U |ψ⟩|2。
很显然，两种不同观点完全等价。

方程 (6.9) 可以让我们看到，量子变换其实是经典力学中的正则变换在量子力学中
的对应物。为了看清楚这一点，我们假设 U 是一个连续的幺正变换 U(θ)，我们来考察
无穷小变换 U(ε) = exp(iεG/h̄)。记某物理量 A 在这一无穷小量子变换的作用下变换为

A→ A′ = U−1(ε)AU(ε), 记变换前后物理量 A 的无穷小改变为 δA = A′−A。则根据 (6.9)
式，我们将有 δA = (1− iεG/h̄+ ...)A(1+ iεG†/h̄+ ...)−A = ε[G,A]/(ih̄), 即

δA = ε[G,A]/(ih̄). (6.12)

熟悉分析力学的读者很快就能明白，只要我们将算符对易子 [G,A]/(ih̄) 对应于分析力学中

的泊松括号 [G,A]PB, 那么方程 (6.12) 就正好是分析力学中的无穷小正则变换的方程5

δA = ε[G,A]PB. (6.13)

其中 G 就叫做无穷小正则变换的生成元。

在分析力学中，如果一个正则变换保持系统的哈密顿量不变，我们就称它为力学系统

的一个对称性。如果力学系统有一个连续的对称性从而使得哈密顿量在无穷小正则变换 G

下保持不变 (为简单起见，假设 G 不显含 t，即 ∂G
∂ t = 0)，即 δH = ε[G,H]PB = 0，从而

[G,H]PB = 0，则根据力学量 G 的哈密顿运动方程 dG
dt = [G,H]PB, 我们必有 dG

dt = 0，也即是

说连续对称性的生成元 G 必定是一个守恒量。这就是分析力学中连续对称性与守恒量之

间的密切联系，通常人们是在拉格朗日量的框架下讨论它的，称之为诺特定理。后文中我

们将看到连续对称性与守恒量之间的这一普遍联系在量子力学中依然成立。

最后，我们来初步验证一下算符对易子 [G,A]/(ih̄)与泊松括号 [G,A]PB之间的对应关系

(如果是从经典泊松括号出发再对应到量子的算符对易子，人们就称这样的过程为正则量
子化)。我们以一维运动的粒子为例，这时候在量子力学中我们有算符对易关系 [X ,P] = ih̄，

而在分析力学中我们有泊松括号 [X ,P]PB = 1，很显然 [X ,P]/(ih̄) = [X ,P]PB。所以，对于

这一简单的 G = X , A = P 的情形我们就验证了量子与经典之间的这一对应关系，更一般

地，注意到分析力学中的所有物理量都是正则坐标和正则动量的函数，人们可以进一步证

明，对于任何这样的物理量 G 和 A，在 h̄→ 0 的经典极限下均有 [G,A]/(ih̄) = [G,A]PB。由

于本书并不想强调正则量子化的观点，也不想深入探讨量子力学与经典力学之间的对应关

系，所以我们将忽略这个数学证明。

6.1.1 习题

1. 设 A、B 为两个算符，λ 为一个参数，请证明

eλABe−λA = B+[A,B]λ +
1
2!
[A, [A,B]]λ 2 +

1
3!
[A, [A, [A,B]]]λ 3 + .... (6.14)

5参见 Goldstein H. Classical Mechanics. Third ed. 第 9 章-9.6 节.
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6.2 时间平移、空间平移、空间旋转

这一节我们考察对量子系统的三种常见操作，时间平移、空间平移，以及空间旋转。

我们主要考察这三种时空操作所诱导的连续幺正量子变换。

6.2.1 时间平移

我们来考察对量子系统的时间平移操作 Tτ，假设在这样的时间平移操作之下，t 时刻

的系统被平移到 t +τ 时刻，即系统的时间坐标从 t 平移到了 t +τ，Tτ : t→ Tτt = t +τ。我
们记表示这个时间平移操作的量子变换为 U(τ)。很显然时间平移操作具有可加性，因此

U(τ1)U(τ2) =U(τ1 + τ2). (6.15)

具有这种性质的算符 U(τ) 必定具有如下形式

U(τ) = exp
(
iHτ/h̄

)
, (6.16)

其中厄米算符 H 就是时间平移的生成元，其物理意义我们马上就会清楚。

现在，我们将时间平移算符 U(τ) 作用在系统 t 时刻的某个态 |ψ(t)⟩ 上，并记这种量
子变换的结果为一个新的态 |ϕ(t)⟩, |ϕ(t)⟩=U(τ)|ψ(t)⟩。由于 U(τ) 相应于把 t 时刻的系统

平移到 t + τ 时刻，因此平移以后 t 时刻的态 |ϕ(t)⟩ 必定就是平移前 t− τ 时刻的态 (此前
t− τ 时刻的系统刚好平移到 t 时刻)，也就是 |ψ(t− τ)⟩，因此我们有

U(τ)|ψ(t)⟩= |ψ(t− τ)⟩= |ψ(T−1
τ t)⟩. (6.17)

在上式中取 τ = t, 我们就可以得到

|ψ(t)⟩= exp
(
− iHt/h̄

)
|ψ(0)⟩, (6.18)

很显然，这正是量子态的时间演化方程，从而前面引入的时间平移生成元 H 就是系统的

哈密顿算符！

我们把通常的算符称之为薛定谔绘景中的算符，比如本书前面碰到的位置算符、动量

算符等等都是薛定谔绘景中的算符。薛定谔绘景中的算符通常不随时间演化 (除非这个算
符的表达式本身显含时间 t), 随时间演化的是量子态。但是，考虑一个薛定谔绘景中的算
符 A 在 t 时刻的某个矩阵元 ⟨ψ2(t)|A|ψ1(t)⟩, 利用量子态的时间演化关系我们发现这个矩
阵元可以重写为

⟨ψ2(t)|A|ψ1(t)⟩= ⟨ψ2(0)|exp
(
iHt/h̄

)
Aexp

(
− iHt/h̄

)
|ψ1(0)⟩

= ⟨ψ2(0)|AH(t)|ψ1(0)⟩. (6.19)

式中我们引入了一个新的算符 AH(t), 其定义为

AH(t) = exp
(
iHt/h̄

)
Aexp

(
− iHt/h̄

)
. (6.20)

方程 (6.19) 告诉我们，对于计算真正可测量的物理量的矩阵元而言，我们既可以用通常的
薛定谔绘景中的算符 A，然后认为是量子态在随时间演化，也可以等价地认为量子态永远
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都固定在 t = 0 时刻不变，但是物理量要重新表示成一个新的随时间演化的算符 AH(t)。如

果将系统所有的算符都作 (6.20) 式这样的变换，那我们就进入了所谓的海森堡绘景，在海
森堡绘景中，量子态不随时间演化，但是算符要按照 (6.20) 式这样随时间演化。AH(t) 这

样的算符就称为海森堡绘景中的算符。

值得强调的是，薛定谔绘景和海森堡绘景是量子力学的两种等价描述。应用的时候我

们选取其中之一就可以了。

有了海森堡绘景，我们就可以将时间平移的量子变换U(τ)等价地作用在算符上了。事
实上，在海森堡绘景中，由于量子态不随时间演化，所以再将时间平移算符作用上去就没

有意义了。相反，这时候随时间演化的是 AH(t)这样的算符。所以我们应该等价地将时间平

移的量子变换作用在 AH(t) 上，变换以后的新算符 BH(t) 就是 BH(t) =U−1(τ)AH(t)U(τ)。
完全类似于前面关于量子态的讨论，由于量子变换 U(τ) 是将 t− τ 时刻的系统平移到 t

时刻，所以变换之后 t 时刻的算符 BH(t) 应该等于变换之前 t − τ 时刻的算符，也就是
AH(t− τ), 因此即有

U−1(τ)AH(t)U(τ) = AH(t− τ) = AH(T−1
τ t). (6.21)

在上式中取 τ = t，我们马上即有

AH(t) = exp
(
iHt/h̄

)
AH(0)exp

(
− iHt/h̄

)
. (6.22)

这正是海森堡绘景的算符随时间演化的关系。

6.2.2 空间平移

下面我们考察对系统的空间平移操作 Ta, Ta 的定义是将系统的空间坐标平移 a，具体
来说就是，在 Ta 的作用之下，系统中任意一个位于 x 的粒子将被平移到 x+ a，Ta : x→
Tax = x+a。我们记空间平移操作诱导的量子变换为 U(a)。根据狭义相对论，时间坐标和
空间坐标会构成一个四维矢量，注意到两个四矢量的内积具有 a0b0−a ·b 的形式，而由于
时间平移操作 U(τ) 具有 exp(iτH/h̄) 的形式，所以空间平移 U(a) 必定具有 exp(−ia ·P/h̄)

的形式，即

U(a) = exp(−ia ·P/h̄). (6.23)

其中厄米算符 P 就是空间平移的生成元。而且，由于时间平移的生成元 H 是系统的总能

量算符，所以空间平移生成元 P 必定是系统的总动量算符，这是因为根据狭义相对论，总
能量和总动量会构成一个四维矢量。一个系统的总动量算符是空间平移的生成元，这就是

量子物理中对系统动量的一般性定义，它不仅适用于非相对论粒子的量子力学，而且在量

子场论中也依然成立。

根据矢量的合成规则我们知道 U(a)U(b) =U(a+b) =U(b)U(a), 也即

U(a)U(b) =U(b)U(a). (6.24)
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式中 a、b 为任意矢量。分别取 a = ε1、b = ε2 为两个无穷小矢量，从而有 U(ε1)U(ε2) =

U(ε2)U(ε1)⇒ (1− iε1 ·P/h̄)(1− iε2 ·P/h̄) = (1− iε2 ·P/h̄)(1− iε1 ·P/h̄), 从而即有 (ε1 ·P)(ε2 ·
P) = (ε2 ·P)(ε1 ·P), 由于 ε1、ε2 为两个任意的无穷小矢量，从而即有

[Pi,Pj] = 0. (6.25)

式中 Pi, i = 1,2,3 代表总动量算符 P 的三个直角坐标分量。对于点粒子情形，方程 (6.25)
是我们早就知道的，但是，上面给出的是一个最具一般性的推导，即使在量子场论中它依

然成立。

下面我们回到非相对论点粒子情形，这时候粒子的位置坐标就成了一个定义良好的算

符 (在量子场论中，由于粒子数不守恒，粒子可以产生湮灭，一个粒子可以转变成多个不
同粒子，因此粒子的位置坐标不再是定义良好的算符)，为了简单起见，不妨假设整个系
统只有一个粒子，记它的位置算符为 X，位置坐标本征值为 x，相应的坐标表象波函数为
ψ(x) = ⟨x|ψ⟩。则根据空间平移的定义 ϕ(x) =U(a)ψ(x)为空间平移以后的粒子波函数，由
于平移以后 x 点的粒子必定来自于平移之前 x−a 点的粒子，所以 ϕ(x) 必定等于平移之
前 x−a 点的波函数 ψ(x−a)，从而即有

U(a)ψ(x) = ψ(x−a) = ψ(T−1
a x). (6.26)

等价的，我们也可以认为空间平移算符 U(a) 作用在粒子的坐标算符 X 上，作用以后
X 将变换为 X→U−1(a)XU(a)。我们知道，这种作用相当于将测量粒子坐标的坐标系 (仪
器的一部分) 向反方向平移 −a，这时候粒子坐标将变换为 x→ x+a，因此位置算符的变
换关系实际上必然为 X→ X+a。也即是说，我们必有

U−1(a)XU(a) = X+a. (6.27)

同时，由于空间平移对于粒子的动量不会有任何影响，所以我们还必然有

U−1(a)PU(a) = P. (6.28)

由于动量算符都相互对易，所以 P与 U(a) = exp(−ia ·P/h̄)必然相互对易，所以 (6.28)
式将自动得到满足。为了看清 (6.27) 式会告诉我们什么结果，我们取 a = ε 为一个无穷小
矢量，从而 (6.27) 式等价于 (1+ iε ·P/h̄)X(1− iε ·P/h̄) = X+ε，比较这个式子左右两边的
一阶无穷小项，就有 i[ε ·P/h̄,X] = ε, 注意到 ε 为任意无穷小量，所以这个结果等价于

[Xi,Pj] = ih̄δi j. (6.29)

这当然是我们熟知的量子力学对易关系，我们只是用一种更具一般性的方式再一次导出它

而已。在坐标表象中，为了满足这样的对易关系，我们可以取 P =−ih̄∇(注意我们这里假
定只有一个粒子，因此系统的总动量也就是这个粒子的动量)，从而 U(a) = exp(−a ·∇)，因

此如果方程 (6.26) 能够满足，那我们将有

exp(−a ·∇)ψ(x) = ψ(x−a). (6.30)
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但这其实是一个数学恒等式，为了看清楚这一点，我们将 exp(−a ·∇) 泰勒展开为 exp(−a ·
∇) = ∑+∞

n=0
1
n!(−a ·∇)n, 从而上面等式的左边就成为 exp(−a ·∇)ψ(x) = ∑+∞

n=0
1
n!(−a ·∇)nψ(x),

根据函数的泰勒展开公式，这个结果正好等于右边的 ψ(x−a)。从而方程 (6.26) 的确能够
成立。

6.2.3 空间旋转

角动量算符代数关系

现在我们来考察对系统的空间旋转操作 R，它将会把系统内的某点 x 旋转到 x′ = Rx,
x′ 和 x 之间满足如下关系 

x′

y′

z′

=

 R




x

y

z

 (6.31)

式中 R 代表 3×3 的正交旋转矩阵，满足 RT R = RRT = 1，(x,y,z)T 代表 x 的三个坐标分
量，(x′,y′,z′)T 代表 x′ 的三个坐标分量。也即是说，旋转操作和 3×3 的正交旋转矩阵一

一对应。先后两个旋转操作的合成就对应相应两个正交旋转矩阵的矩阵相乘，而所有旋转

操作所构成的旋转群，就对应于所有正交旋转矩阵按照矩阵乘法所构成的群，通常记这个

群为 SO(3) 群，称为三维空间旋转群。

我们记旋转操作 R 所诱导的幺正量子变换为 U(R)。首先考察绕 z 轴的 θ 角旋转
Rz(θ)。假设先绕 z 轴旋转 θ1，接着再绕 z 轴旋转 θ2，显然总的效果相当于绕 z 轴旋转

θ1 +θ2，因此我们有 Rz(θ2)Rz(θ1) = Rz(θ1 +θ2)。类似的，对于相应的希尔伯特空间幺正量

子变换而言，必有

U
(
Rz(θ2)

)
U
(
Rz(θ1)

)
=U

(
Rz(θ1 +θ2)

)
. (6.32)

这种可加性意味着，U
(
Rz(θ)

)
必定可以写成

U
(
Rz(θ)

)
= exp

(
− iθJz/h̄

)
, (6.33)

式中厄密算符 Jz 为绕 z 轴旋转的生成元，为了看清楚 Jz 的物理含义，我们注意到这里的

绕 z 轴的转角 θ 可以看成是一个广义坐标，Rz(θ) 就可以看成是沿着这个坐标的“平移”，
如此一来 U

(
Rz(θ)

)
就是这个“平移”所诱导的量子变换，从而根据上一节对空间平移的

讨论，U
(
Rz(θ)

)
必定具有 (6.33) 式这样的形式，式中的 Jz 就是与绕 z 轴的这个坐标 θ 相

对应的系统“总动量”，那也就是绕 z 轴的总角动量，因为与角度坐标对应的“动量”其

实就是角动量。所以，绕 z 轴旋转的量子变换的生成元 Jz 就是系统绕 z 轴的总角动量！

类似的，我们也可以分别考察系统绕 x 轴和绕 y 轴的旋转，并得到

U
(
Rx(θ)

)
= exp

(
− iθJx/h̄

)
, U

(
Ry(θ)

)
= exp

(
− iθJy/h̄

)
. (6.34)

式中生成元 Jx、Jy 分别是系统绕 x 轴和绕 y 轴的总角动量。这其实就是关于一个量子系

统的总角动量算符的一般性定义，它不仅适应于单个粒子，也适应于多粒子体系，甚至适

用于量子场论。



6.2 时间平移、空间平移、空间旋转 211

我们很容易写出 Rx(θ)、Ry(θ) 和 Rz(θ) 的具体表达式。比方说，Rz(θ) 的表达式为

Rz(θ) =


cosθ −sinθ 0

sinθ cosθ 0

0 0 1

 . (6.35)

类似的，结合 x,y,z 坐标轴的右手关系，人们也很容易写出 Rx(θ) 和 Ry(θ)。
为了导出角动量算符所满足的代数关系式，我们现在来考察无穷小转动，即假设 θ = ε

为一无穷小量。则保留到 ε 的二阶项为止，我们有

Rz(ε) = 1+ ε


0 −1 0

1 0 0

0 0 0

+ ε2Cz. (6.36)

等式右边第一项的 1 代表 3× 3 的单位矩阵，等式右边第三项的 Cz 是一个与 ε 无关的
3×3 矩阵，其具体形式与我们将要进行的推导无关。类似的，我们有

Rx(ε) = 1+ ε


0 0 0

0 0 −1

0 1 0

+ ε2Cx. (6.37)

以及

Ry(ε) = 1+ ε


0 0 1

0 0 0

−1 0 0

+ ε2Cy. (6.38)

利用这些式子我们容易将表达式 Ry(−ε)Rx(−ε)Ry(ε)Rx(ε) 计算到 ε 的平方阶 (更高阶全
部忽略)，结果为

Ry(−ε)Rx(−ε)Ry(ε)Rx(ε) = Rz(−ε2). (6.39)

我们知道旋转操作所诱导的幺正量子变换必定构成旋转群的表示，也即是说，幺正量

子变换 U(R) 将保持矩阵 R 之间的乘法关系。从而根据上面的 (6.39) 式，我们必定有

U
(
Ry(−ε)

)
U
(
Rx(−ε)

)
U
(
Ry(ε)

)
U
(
Rx(ε)

)
=U

(
Rz(−ε2)

)
. (6.40)

注意到 exp
(
− iεJ/h̄

)
= 1− iεJ/h̄− 1

2 ε2J2/h̄2 + ..., 代入上面的 (6.40) 式，并比较等号两边
关于 ε2 的项，我们就可以得到

[Jx,Jy] = ih̄Jz. (6.41)

利用三个直角坐标间的轮换关系 x→ y,y→ z,z→ x，我们可以类似地得到

[Jy,Jz] = ih̄Jx, [Jz,Jx] = ih̄Jy. (6.42)
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利用列维-西维塔符号 εi jk 以及求和约定 (后文也将一直使用求和约定)，我们也可以将这
几个式子统一写成

[Ji,J j] = ih̄εi jkJk. (6.43)

这就是角动量算符的基本代数关系。注意，和总动量算符不同，总角动量算符不同分量之
间是不可对易的。

矢量算符

我们知道，旋转操作 R 所诱导的量子变换 U(R) 可以等价地认为是作用在物理量算符

上。假设我们有一个矢量算符 V, 其三个直角坐标分量为 Vi, i = 1,2,3，则在量子变换 U(R)

的作用下这些分量将变换为 Vi→U−1(R)ViU(R)。在物理上，这也就是保持量子系统不动，

而将我们观测系统的仪器反向旋转，特别是将测量系统各物理矢量分量的直角坐标系反向

旋转。由于这样的坐标系反向旋转，矢量分量 Vi, i = 1,2,3 将变换为，Vi→ Ri jVj(式中 Ri j

是 3×3 的旋转矩阵 R 的矩阵元), 从而我们必有

U−1(R)ViU(R) = Ri jVj. (6.44)

由于各种书的定义略有区别，初学者往往搞不清，(6.44)这样的式子是应该写成 (6.44)
式这种形式还是应该写成 U−1(R)ViU(R) = (R−1)i jVj 的形式 (或者等价地 U(R)ViU−1(R) =

Ri jVj 的形式)。下面我们提供一个实质性的数学判断方式。
假设我们将表达式 (6.44) 错误地写成了

U−1(R)ViU(R) = (R−1)i jVj, (6.45)

我们该如何发现错误呢？方法很简单，我们可以考虑接连进行的两个旋转操作 U(R1) 和

U(R2)，根据错误表达式 (6.45)，在 U(R1) 作用下我们将有

U−1(R1)ViU(R1) = (R−1
1 )i jVj, (6.46)

接着再对这个式子进行 U(R2) 作用，从而就有

U−1(R2)U−1(R1)ViU(R1)U(R2)

=(R−1
1 )i jU−1(R2)VjU(R2), (6.47)

再次利用 (6.45) 式就有

U−1(R2)U−1(R1)ViU(R1)U(R2)

=(R−1
1 )i jU−1(R2)VjU(R2)

=(R−1
1 )i j(R−1

2 ) jkVk, (6.48)

整理一下，我们可以将这个式子重写为(
U(R1)U(R2)

)−1Vi
(
U(R1)U(R2)

)
=
(
(R2R1)

−1)
ikVk, (6.49)
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利用 U(R1)U(R2) =U(R1R2), 这也就是(
U(R1R2)

)−1Vi
(
U(R1R2)

)
=
(
(R2R1)

−1)
ikVk. (6.50)

但这个最终的式子肯定是错的！原因在于 U(R) 构成了旋转群的表示，而表示的要义就在

于保持乘法关系，但是从 (6.50) 中我们清楚地看到，等式左边两个旋转矩阵的乘法关系是
R1R2，但右边的乘法关系却是 R2R1，两边的乘法关系反过来了，这就不符合群表示的数学

定义，因此 (6.50) 式是错的！从而作为出发点的 (6.45) 式也必定是错的！
相反，完全类似的推导过程，但是假如我们的出发点是正确的 (6.44) 式，那最终我们

将得到 (
U(R1R2)

)−1Vi
(
U(R1R2)

)
= (R1R2)ikVk. (6.51)

很显然，这里乘法关系完全对得上，没有任何错误。总之，在我们确立 (6.44) 式这一类方
程时，实质性的要点是要确保 U(R) 构成一个群表示！

回到 (6.44)式。我们取 R为绕 z轴的无穷小旋转 Rz(ε),利用U
(
Rz(ε)

)
= 1− iεJz/h̄+ ...，

我们就可以由 (6.44) 式得到

(1+ iεJz/h̄)Vi(1− iεJz/h̄) = Rz(ε)i jVj. (6.52)

代入 (6.36) 式，并比较上面方程左右两边关于 ε 的项，就可以得到

[Jz,Vx] = ih̄Vy, [Jz,Vy] =−ih̄Vx, [Jz,Vz] = 0. (6.53)

同理，我们也可以进一步考虑绕 x 轴和绕 y 轴作无穷小旋转的情形，最终的所有结果可以

归纳如下

[Ji,Vj] = ih̄εi jkVk. (6.54)

(6.54) 式就是矢量算符与角动量算符之间的代数关系式，反过来，满足这样的代数关
系的算符 Vi 就是矢量算符。比较 (6.54) 式和 (6.43) 式，我们发现，角动量算符 Ji 本身其

实就是一种特殊的矢量算符，这正好印证了角动量是一个矢量。从而我们可以对角动量算

符使用矢量形式 J。进而我们又可以一般性地把绕 n 轴 (n 为单位矢量) 旋转的量子变换
写成

U(n,θ) = exp(−iθn ·J/h̄). (6.55)

另外，我们也知道，一个系统的总动量算符 P 必定是矢量算符，从而我们必有

[Ji,Pj] = ih̄εi jkPk. (6.56)

轨道角动量

以上所有代数关系都是一般性的，我们前面谈论的始终是一般性的抽象的角动量算

符。现在我们开始来研究一些具体的角动量算符。首先是轨道角动量算符。我们将以单粒
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子体系为例，这时候我们其实已经知道轨道角动量算符的表达式为 L = X×P。但这是沿
用了经典力学中对轨道角动量的定义。现在我们有了关于角动量的一般性量子力学定义，

我们想试试能不能从这些一般性的量子力学结果中推导出这个轨道角动量算符的表达式。

为此，我们将具体地选取坐标表象来处理问题。

在坐标表象中，当我们将系统旋转 R 时，系统的波函数将变换为 ψ(x)→ ψ ′(x) =
U(R)ψ(x)。旋转以后 x 点的波函数 ψ ′(x) 必定来源于旋转之前 R−1x 点的波函数 ψ(R−1x)
(因为原来的 R−1x 点刚好旋转到 x 点)，即 ψ ′(x) = ψ(R−1x)，从而我们必有

U(R)ψ(x) = ψ(R−1x). (6.57)

人们可以验证这一方程的确符合 U(R) 是旋转群的表示。相反，如果人们将这样的方程写

成 U(R)ψ(x) = ψ(Rx), 那就会和群表示相矛盾！
现在，我们考虑将系统绕 n 轴旋转一个无穷小角度 ε，则粒子的坐标将旋转为 x→

x+ εn×x。根据 (6.55) 式，这时候相应的幺正变换为 U(n,ε) = exp(−iεn ·J/h̄) = 1− iεn ·
J/h̄+ ..., 从而方程 (6.57) 将变成

(1− iεn ·J/h̄)ψ(x) = ψ(x− εn×x). (6.58)

根据泰勒展开，这个等式右边是 ψ(x− εn×x) = ψ(x)− (εn×x) ·∇ψ(x) = ψ(x)− εn · (x×
∇)ψ(x), 与等式 (6.58) 左边相比较我们就能得到，J =−ih̄x×∇, 这正是我们想要推导的轨
道角动量算符的表达式，不过为了强调它是轨道角动量算符，我们常常将之记为 L，从而
我们就用量子力学的办法推导出了

L =−ih̄x×∇. (6.59)

算符 L 既然是角动量算符，那它当然满足角动量算符的一般代数关系 (6.43)，我们可
以将这个代数关系重写如下

[Li,L j] = ih̄εi jkLk. (6.60)

不过，在这一特殊情况下，这一代数关系也可以根据 L = X×P 的构造直接验证。

自旋角动量

我们知道除了轨道角动量以外，电子还有一个内禀的自旋角动量，相应的角动量算符

为 S，它当然也满足代数关系 (6.43)，通常写作 [Si,S j] = ih̄εi jkSk。实际上我们在第二章中

就是从这一代数关系出发开始讨论电子自旋算符和泡利算符的。不过，当时我们无法给出

这一代数关系的推导，这个缺陷到现在才算补上。

假设我们仅仅关心电子的自旋，那么量子态就一定能写成 |ψ⟩ = ψ↑| ↑⟩+ψ↓| ↓⟩ 的形
式，式中 ψ↑,ψ↓ 是两个复的叠加系数。根据 (6.55) 式，当我们将系统绕 n 轴旋转 θ 角时，
自旋量子态 |ψ⟩ 将变换为

|ψ⟩ → exp
(
− iθn ·S/h̄

)
|ψ⟩= exp

(
− i

1
2

θn · σ⃗
)
|ψ⟩. (6.61)
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当然，我们也可以在 {| ↑⟩, | ↓⟩} 表象中将电子的自旋态表示成列矢量
(ψ↑

ψ↓
)
，人们通常称这

一两分量列矢量为旋量，或者自旋波函数。很显然，当我们将系统绕 n 轴旋转 θ 角时，旋
量将变换为 (

ψ↑
ψ↓

)
→ exp

(
− iθn ·S/h̄

)(ψ↑
ψ↓

)
= exp

(
− i

1
2

θn · σ⃗
)(ψ↑

ψ↓

)
. (6.62)

当然，现在式中的 S 应该理解为 2×2 的表示矩阵，式中的 σ⃗ 应该理解为泡利矩阵。我们
之所以没有更换记号是因为人们很容易根据上下文确定这些东西是抽象的算符还是矩阵。

根据我们在第三章习题中的一个结果，

exp
(
− i

1
2

θn · σ⃗
)
= cos(

θ
2
)− i(n · σ⃗)sin(

θ
2
). (6.63)

因此，exp
(
− i 1

2 2πn · σ⃗
)
= −1!, 也就是说，对于电子自旋态而言，旋转 2π 角会出一个负

号，而不是不变。只有旋转 4π 角才能保证自旋态不变，因为 exp
(
− i 1

2 4πn · σ⃗
)
= 1。也即

是说，考虑到自旋，电子要旋转 720 度 (而不是 360 度) 才能回到原初的状态！从经典物
理的角度来看，这当然是不可思议的。

电子总角动量

现在，我们同时考虑电子的自旋自由度和空间自由度，根据第 3 章中所学的知识我们
知道，这时候电子的波函数应该推广成两分量的旋量波函 Ψ(x) =

(ψ↑(x)
ψ↓(x)

)
。注意, 旋量波函

数 Ψ(x) 有双重身份，它既是一个旋量，同时又是空间坐标的波函数。因此，结合 (6.57)
式和 (6.62) 式我们可以知道，当我们将系统绕 n 轴旋转 θ 角时，旋量波函数将变换为

Ψ(x)→U(n,θ)Ψ(x) = exp(−iθn ·J/h̄)Ψ(x)

= exp
(
− iθn ·S/h̄

)
Ψ
(
R−1(n,θ)x

)
. (6.64)

式中 R(n,θ) 表示绕 n 轴旋转 θ 角的 3×3 正交旋转矩阵。

如果我们取 θ = ε 为一个无穷小旋转，那根据上面的 (6.64) 式，我们就有

(1− iεn ·J/h̄)Ψ(x) = (1− iεn ·S/h̄)Ψ(x− εn×x). (6.65)

将 Ψ(x− εn×x) 泰勒展开，并比较上面式子左右两边的 ε 相关项，我们就可以得到

J = S+(−ih̄x×∇) = S+L. (6.66)

这个式子告诉我们，电子的总角动量其实是轨道角动量与自旋角动量的和！当然，其实自

旋角动量 S 和轨道角动量 L 作用的对象并不相同，自旋角动量是作用在两分量旋量空间，
而轨道角动量是作用在坐标空间。
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6.2.4 习题

1. 空间标度变换可以定义为 x→ eλ x，其中 λ 为一个实参数。(1) 请证明相应的希尔
伯特空间量子变换可以写成 e−iλD 的形式，其中 D 称为尺度变换生成元。(2) 请导出对易
子 [D,P] 和对易子 [D,J]。

2. 在球坐标中，波函数可以写成 ψ(r,θ ,ϕ) 的形式，根据绕 z 轴的旋转变换在波函数

上的作用

e−iφLz/h̄ψ(r,θ ,ϕ) = ψ(r,θ ,ϕ −φ), (6.67)

请导出球坐标中轨道角动量算符 Lz =−ih̄ ∂
∂ϕ。

3. 假设我们定义空间平移算符 U(a)在位置本征态上的作用为 U(a)|x⟩= |x+a⟩。并定
义U(a)ψ(x)= ⟨x|U(a)|ψ⟩。请据此从数学上证明：(1) U(a)ψ(x)=ψ(x−a)。(2) U−1(a)XU(a)=
X+a。

4. 我们知道空间旋转变换在电子自旋量子态上的作用为 exp
(
− i 1

2 θn · σ⃗
)
, 但是我们也

可以利用三个欧拉角将任意一个旋转变换写成，exp
(
− i 1

2 ασz
)

exp
(
− i 1

2 βσy
)

exp
(
− i 1

2 γσz
)
，

请在数学上将这两种不同的写法联系起来。

5. 对于轨道角动量算符 L = X×P，请利用对易关系 [Xi,Pj] = ih̄δi j 验证角动量的代数

关系 [Li,L j] = ih̄εi jkLk。

6. 我们可以将 3×3的正交旋转矩阵 R(n,θ)写成 R(n,θ) = exp(−iθn ·L /h̄)。请证明：

(1)(Li) jk =−ih̄εi jk。(2) 请验证矩阵 L 满足角动量代数关系 [Li,L j] = ih̄Lk。(3) 请证明
坐标的无穷小旋转 x→ exp(−iεn ·L /h̄)x 可以写成 x→ x+ εn×x。

6.3 对称性

到现在为止，虽然我们已经讲述了空间平移和空间旋转等操作，以及它们诱导的量子

变换。但是我们并没有处理空间平移对称性和空间旋转对称性，实际上，我们还没有涉及

对称性。那么，什么是量子系统的对称性呢？首先，对称性当然相应于对量子系统进行一

个变换，因此对称性必须对应于量子变换。其次，这样的量子变换必须保持系统的动力学

规律不变，我们称之为对称变换。如果我们讨论的是包含时间平移对称性在内的时空对称

性，那这第二点要求常常可以放松为，这样的量子变换构成时空对称群的表示。这一要求

的含义是，我们的量子系统的动力学规律在时空对称操作下是协变的 (而不一定不变)。但
是，在这一节的正文中，我们讨论的实际上都是动力学规律不变的情形，不过在后面的补

充内容中，我们讨论了一个动力学规律协变的例子，即非相对论系统的伽利略推动对称性。
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6.3.1 对称性与守恒定律

在量子力学中，所谓的动力学规律，其实就是指量子态的演化规律。这里我们假设系

统的哈密顿量 H 不显含 t，从而量子态从 0 时刻到 t 时刻的演化规律就是

|ψ(t)⟩= e−iHt/h̄|ψ(0)⟩. (6.68)

假设 U(T ) 为系统的对称变换 (这一对称变换由对系统的对称操作 T 诱导)，在它的作用
下 |ψ(0)⟩ 将变换为 |ψ ′(0)⟩，|ψ ′(0)⟩=U(T )|ψ(0)⟩，类似的，|ψ(t)⟩ 将变换为 |ψ ′(t)⟩ (从而
U(T ) 不包含时间反演，关于时间反演对称性我们后面会单独讨论), |ψ ′(t)⟩ =U(T )|ψ(t)⟩。
所谓的对称变换保持系统的动力学规律不变，指的就是变换以后的 |ψ ′(0)⟩ 和 |ψ ′(t)⟩ 之间
同样按照下式演化

|ψ ′(t)⟩= e−iHt/h̄|ψ ′(0)⟩. (6.69)

显然这个方程意味着U(T )|ψ(t)⟩= e−iHt/h̄U(T )|ψ(0)⟩,代入 |ψ(t)⟩的演化规律即有，U(T )e−iHt/h̄|ψ(0)⟩=
e−iHt/h̄U(T )|ψ(0)⟩, 也即

U(T )e−iHt/h̄ = e−iHt/h̄U(T ). (6.70)

也即是说，对称变换需要和时间演化算符对易。将 e−iHt/h̄ 泰勒展开到 t 的一阶项并代入

(6.70) 式就有

U(T )H = HU(T ). (6.71)

即对称变换必定和哈密顿算符对易，或者等价地说哈密顿算符在对称变换下不变，即

U−1(T )HU(T ) = H。

很明显，时间平移算符 U(τ) 与 e−iHt/h̄ 显然对易。因此这就告诉我们，哈密顿量

不显含 t 的系统必定有时间平移对称性。而且很显然，对于这样的系统，如果我们计算

哈密顿算符 H(也即能量算符) 在任意两个态 |ψ(t)⟩ 和 |ϕ(t)⟩ 上的矩阵元，那么显然有
⟨ϕ(t)|H|ψ(t)⟩= ⟨ϕ(0)|H|ψ(0)⟩ 不依赖于时间 t，也即是说，系统的能量是守恒的。看出这

一点的更快方式是注意到 H 在海森堡绘景里面依然是 H, 从而海森堡绘景的能量算符 H

不随时间演化，这就说明了系统的能量守恒。总之，有时间平移对称性的系统，就必定有

能量守恒。

时间平移对称性当然是连续对称性。现在，假设我们考察的对称性是一个任意的连续

对称性，我们考虑无穷小对称变换 U(ε) = 1+ iεG+ ..., 式中 G 为这个连续对称变换的生

成元。代入 (6.71) 式，并比较方程两边有关 ε 的项，我们马上就能得到

[G,H] = 0. (6.72)

即连续对称性的生成元必定与系统的哈密顿算符对易。当然，正如我们会在补充内容中看

到的，对于对称变换使得动力学规律协变的情形，情况可能会有些不同。(6.72) 式就告诉
我们，算符 G 在海森堡绘景中依然为 G, 从而海森堡绘景中的连续对称性生成元不随时间
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演化，这就意味着，G 是一个守恒量。因此，任何连续对称性的生成元都是守恒量。连续

对称性与守恒量之间有对应关系，这当然就是量子力学版本的诺特定理！

因此，如果系统有空间平移对称性，那么必定有

[P,H] = 0, (6.73)

同时系统总动量 P 必定是守恒量。反过来也一样，如果 [P,H] = 0，那系统就必定有空间

平移对称性，这是因为这时候空间平移变换 U(a) = e−ia·P/h̄ 必定和时间演化算符对易。同

样的，如果系统有空间旋转对称性，那就必定有

[J,H] = 0, (6.74)

同时系统的总角动量 J 必定守恒。反过来，如果 [J,H] = 0，那系统就必定有空间旋转对称

性。

下面我们给出一个具体的具有空间平移对称性的例子。考虑一个多粒子体系，假设不

存在外场，并且粒子间的相互作用势能仅仅依赖于它们的相对位置，也就是仅仅依赖于粒

子之间的坐标差。一个具体的例子是具有如下哈密顿量的多粒子体系

H = ∑
n

P2
n

2mn
+ ∑

n<m
V (Xn−Xm), (6.75)

式中 Xn 为第 n 个粒子的位置算符，Pn 为第 n 个粒子的动量算符。由于空间平移算符

U(a) = e−ia·P/h̄(P = ∑n Pn 为系统总动量算符) 有如下代数关系

U−1(a)XnU(a) = Xn +a, U−1(a)PnU(a) = Pn. (6.76)

所以很显然，U−1(a)HU(a) = ∑n
P2

n
2mn

+∑n<mV
(
(Xn−a)− (Xm−a)

)
= H，从而这样的系统

具有空间平移不变性，其总动量 P 必定守恒。
至于具有空间旋转对称性的例子，氢原子就是一个很好的例子。这是因为氢原子的库

伦势场是一个中心力场，它是球对称的，因此当然在空间旋转之下保持不变。从而对于氢

原子，必定有 [L,H] = 0, 角动量必定守恒。这其实就是为什么我们在求解氢原子的时候用
角动量量子数 l 和 m 来标记系统量子态的原因，因为角动量守恒意味着这些量子数是所

谓的“好量子数”。

实际上，任何一个孤立系统都有时间平移对称性、空间平移对称性以及空间旋转对称

性，从而其总能量、总动量以及总角动量都必然是守恒的。能量守恒、动量守恒、以及角

动量守恒其实源于时空的性质，因此它们才是自然界中最为基本的规律。

6.3.2 相位不变性与电荷守恒

除了能量守恒、动量守恒以及角动量守恒之外，自然界的另一条基本守恒定律是电荷

守恒。为了从基本的微观层次讨论电荷守恒的起源，我们需要从微观粒子谈起，物质世

界是由微观粒子组成的，而每一个微观粒子都具有一个确定的电荷。用量子力学的话来

说，微观粒子是电荷的本征态。假设我们考虑一个任意的多粒子态，它由带电量分别为

q1,q2, ...qN 的 N 个粒子组成6，现在我们忽略每一个粒子的其它量子数，将这个多粒子态
6在量子场论中，由于真空极化所产生的屏蔽效应，我们在不同的距离上测量粒子的电荷结果其实稍有区

别，这里的电荷是指在离粒子足够远时测得的。
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简记为 |q1,q2, ...qN⟩(粒子的种类和数目 N 都可变), 它当然是电荷的一个本征态。实际上，
任何多粒子态都是电荷的本征态，电荷本身已经成了我们对微观粒子定义的一部分。

现在，对于任意多粒子态 |q1,q2, ...qN⟩，我们可以定义一个相位变换

|q1,q2, ...qN⟩ → eiq1αeiq2α ...eiqNα |q1,q2, ...qN⟩. (6.77)

我们将会看到，如果这样的相位变换是世界的对称性，那就必然有电荷守恒。为了看清楚

这一点，我们定义电荷算符在任意多粒子态 |q1,q2, ...,qN⟩ 上的作用为

Q|q1,q2, ...qN⟩= (
N

∑
n=1

qn)|q1,q2, ...qN⟩, (6.78)

这样的式子其实就给出了电荷算符 Q 的定义。根据 (6.78) 式，我们可以将相位变换 (6.77)
重写成 |q1,q2, ...qN⟩ → eiαQ|q1,q2, ...qN⟩, 这样重写以后的方程显然对于所有的多粒子态都
成立，因此它也对希尔伯特空间的任意量子态 |ψ⟩ 成立 (因为世界由微观粒子组成，任意
量子态都必定是一些多粒子态的线性叠加)，从而原来的相位变换 (6.77) 即相应于希尔伯
特空间的幺正变换

|ψ⟩ → eiαQ|ψ⟩. (6.79)

如果我们的世界在形如 (6.77) 式的相位变换下对称，那就等价于说，幺正变换 (6.79)
是世界的一个对称性。由于相位参数 α 连续可变，所以这当然是一个连续对称性。根据我
们在上一小节中关于对称性与守恒定律的讨论。这一连续对称性就意味着

[Q,H] = 0. (6.80)

从而电荷算符 Q 是一个守恒量。

由于 Q 是守恒量，在时间演化之下，它的本征值必定要保持不变。假设某个时间演化

过程使得多粒子态 |q1,q2, ...qN⟩ 演化成了多粒子态 |q′1,q′2, ...,q′M⟩。那 Q 的本征值保持不变

就意味着 ∑N
n=1 qn = ∑M

m=1 q′m。这就是我们通常所说的电荷守恒。总之，我们对电荷守恒起

源的解释是，因为我们的世界具有 eiαQ 的对称性，或者说我们的世界具有某种相位对称

性。

那们，为什么我们世界的电荷是量子化的呢？也就是说，为什么所有带电粒子的电荷

都是某个最小电荷单元的整数倍呢？解释也很简单，取决于对称变换 eiαQ 的相位参数，如

果相位参数 α 的取值范围是整个实轴，那就不会有什么电荷量子化。这时候我们称相应
的相位对称性为具有对称群 R∗，R∗ 就是非零实数的集合，它在实数乘法下构成一个群，
R∗ 的群元就是 eα。但是，如果相位参数 α 具有某种周期性，比方说周期为 2π/e, 那就
必然有电荷量子化。因为这时候我们将有 ei(2π/e)Q = ei0·Q = 1。从而 Q 的本征值只可能取

ne,n ∈ Z，这就是电荷量子化，e 就是最小的电荷单元！这时候我们称相应的相位对称性为

具有对称群 U(1)，它的群元是 eieα。

所以，之所以我们有电荷守恒和电荷量子化，是因为我们的世界具有某种 U(1) 对称

性！
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6.3.3 对称性与能级简并

前面我们学习氢原子的时候曾经发现，不考虑自旋，氢原子的能级简并度为 n2。这些

能级简并从何而来呢？回答是，从对称性中来。

为了理解这一点，假设我们考虑一个量子系统的某个能级 E, E 就是这个能级的能量

本征值，本征方程为

H|ψE⟩= E|ψE⟩, (6.81)

式中 |ψE⟩ 为任意一个本征值为 E 的本征态。假设系统有对称性 U(T ), T 表示对系统的

对称操作，它们构成一个对称群 G，U(T ) 就是这个对称群在希尔伯特空间的表示。当然，

HU(T ) =U(T )H。

现在，我们将U(T )作用在 |ψE⟩上，得到一个新的态U(T )|ψE⟩，由于我们有 H
(
U(T )|ψE⟩

)
=

U(T )H|ψE⟩= E
(
U(T )|ψE⟩

)
, 所以很显然，(U(T )|ψE⟩) 也是系统的一个本征值为 E 的能量

本征态。由于这里的 T 是任意的，只要是对称操作群 G 中的一个群元即可，所以一般来

说，总有某个 T 会使得
(
U(T )|ψE⟩

)
与 |ψE⟩ 是两个不同的态。因此，一般来说，由于对称

群 G 的存在，能级 E 将会是简并的，我们记所有简并态所张成的希尔伯特子空间为 HE。

很显然，上文的 |ψE⟩属于HE 中的某个任意矢量，而且对于任意的 T ∈G ,
(
U(T )|ψE⟩

)
也是HE 中的矢量。因此也就是说，HE 在所有可能的对称变换 U(T )的作用下封闭！这就

意味着，我们可以将任意对称变换 U(T ) 限制在 HE 之内，限制以后的 U(T ) 依然是 HE

空间上的一个对称变换。数学家称这样的 HE 空间为对称群 G 的表示空间。因为当我们

将 G 在整个希尔伯特空间的表示 U(G ) 限制在这个子空间 HE 以后，我们依然会得到 G

的一个表示 (因为限制以后的 U(G ) 在 HE 上的作用封闭)，虽然这个表示要小一些7。所

以对于一个有对称性的系统，简并子空间将构成对称群的表示空间。
上面我们发现，将整个希尔伯特空间限制到简并子空间 HE 以后，我们会得到对称群

G 的一个小一些的表示。但是，表示空间 HE 可能依然不是最小的，也就是说，我们能

够把 HE 正交分解成多个 (比方说 N 个) 更小的子空间，并且使得每一个这样的子空间都
依然是对称群 G 的表示空间，也即是说，可以让 HE 正交分解以后的这些子空间在任意

U(T ) 的作用下自身都保持封闭。我们记分解以后的第 i 个子空间为 HE,i, 并要求它同时
是对称群 G 的表示空间 (在任意 U(T ) 作用下具有封闭性)，则我们可以把这样的正交分
解表示成如下方程

HE = HE,1⊕HE,2⊕ ....⊕HE,N , (6.82)

人们称 HE 可以分解为 N 个子空间 HE,i, i = 1,2, ...,N 的直和。可以想象，我们可以将这

种正交分解过程进行到底，使得最终分解出来的每一个子空间 HE,i 本身是“最小”的，也

就是说，HE,i 不再能进一步正交分解成更小的子空间的直和，并同时让这些更小的子空间

在任意 U(T ) 作用下都具有封闭性。这时候，最终的这些表示空间 HE,i 就称为不可约表

示空间，可以说不可约表示空间就是构成群表示空间的“原子”。而我们将 U(G ) 限制在

这些不可约表示空间上所得到的群表示就称之为对称群 G 的不可约表示！总之，不可约

7指表示空间维数小一些。
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表示空间的要点在于：第一，它在群作用下具有封闭性，是表示空间。第二，它不能进一

步分解成更小的表示空间。

比方说，我们已经知道，氢原子具有旋转对称性，因此它任意第 n能级的简并空间Hn

都必须是旋转对称群 (也就是 SO(3)群)的表示空间, 这里 n表示氢原子的主量子数，相应

的能量本征值为 En = E1/n2。但是，Hn 本身不是旋转对称性的不可约表示空间。旋转对称

性的不可约表示空间的角动量大小得保持恒常，也就是说，旋转对称性的不可约表示空间

得是 L2 算符的简并空间。从前面对氢原子的学习中我们知道，L2 的本征值为 l(l +1)h̄2,
每一个不同的量子数 l(l 称作角动量量子数)对应一个不同的本征值。而且我们还知道，L2

的本征态空间是简并的，所有 l 量子数相同，但是 m 量子数 (m 称作磁量子数，它由 Lz

的本征值 mh̄ 确定) 不同的态都具有相同的 L2 本征值 l(l +1)h̄2，我们通常记这些简并态

为 |lm⟩ 态。L2 的简并空间简并度为 2l+1，因为给定 l，m 有 2l+1 个不同取值。所有这

2l+1 个正交归一的 L2 简并态 |lm⟩,m = 0,±1, ...,±l 就张成了旋转对称性的一个不可约表

示空间，因此，旋转对称性的不可约表示空间可以用量子数 l 来标记。从对氢原子的学习

中我们还知道，对于每一个氢原子能级 n，l 可以有 n 个不同取值，l = 0,1, ...,n−1, 它们
的能量本征值都是简并的。因此我们知道，氢原子能级的简并子空间 Hn 可以分解成 n 个

旋转群的不可约表示空间 Hn,l 的直和，即

Hn = Hn,0⊕Hn,1⊕ ...⊕Hn,l⊕ ...⊕Hn,n−1. (6.83)

对于每一个其简并能级可以作形如 (6.82)式这样分解的量子系统，我们可以设想给它
加上一些微扰 V，如果这些微扰保持系统原来的对称性，也就是说，微扰 V 与任意对称变

换 U(T ) 对易，则微扰以后的系统哈密顿量 H +V 将依然与 U(T ) 对易。从前面第五章的

学习中我们知道，微扰可以使得简并能级产生分裂，一般来说，这将导致原来相互简并的

N 个不可约表示空间 HE,i, i = 1,2, ...,N 的能量本征值产生分裂。但是，假如 H +V 依然

与所有的 U(T ) 对易，那微扰以后系统的能级一般来说依然会存在简并，其简并子空间依

然能够分解成不可约表示空间的直和，从而这也就是说原来的不可约表示空间 HE,i 在微

扰以后将会依然简并 (因为它无法再分解)。可以设想，在一些相当一般性的对称微扰 (这
些微扰都与任意对称变换 U(T ) 对易) 之下，所有可能分裂的能级都将分裂开来，最终系
统的每一个能级简并空间将正好包含对称群 G 的仅仅一个不可约表示空间。只要微扰不

破坏系统原来的对称性，那这些不可约表示空间的能级简并就将无法被分裂。

对于氢原子来说，我们可以设想给它加上一个相当一般性的球对称微扰 εV (r), 由于
球对称，这样的微扰当然保持系统原来具有的旋转对称性。在这样的微扰作用下，氢原子

的能级将变成 En,l, 也就是说，不同 l 量子数的态将不再简并。因此，这时候每一个系统能

级的简并空间将对应唯一一个旋转对称性的不可约表示空间 Hn,l。也就是说，在一般性的

球对称微扰 εV (r) 之下，原来 (6.83) 式中氢原子的 n 个相互简并的不可约表示空间现在

会完全分裂开来。

那么，是不是任意的球对称微扰都会使得氢原子相互简并的不可约表示空间分裂开来

呢？答案是否定的，所有 ε 1
r 类型的微扰 (也就是所有库伦势型的微扰) 都不能使得 (6.83)

式的 n 个简并不可约表示空间分裂开来！这是因为，对于任意库伦势型的相互作用势能，
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系统的对称性将不止是 SO(3) 的旋转对称性，而是有一个更大的隐藏对称性，即所谓的

SO(4) 对称性，因为对于库伦势型的相互作用势能，系统不止角动量会守恒，而且它的龙

格-楞茨矢量 (Runge-Lenz vector)8也将会守恒，加上龙格-楞茨矢量所对应的算符，系统
的对称性就会从原来的 SO(3) 扩大为 SO(4)。而对于这个更大的 SO(4) 对称性来说，Hn,l

空间太小了无法保证封闭性，只有整个 Hn 才是一个不可约表示空间。因此，只要不破坏

SO(4) 对称性，我们就无法将 Hn 空间里的简并分裂开来。

当然，我们也可以进一步破坏氢原子的球对称性，比方说，我们给氢原子加上一个 z

方向的均匀磁场，这时候系统就没有整个三维空间的旋转对称性了，而仅仅只有绕 z 轴的

旋转对称性，这种轴对称性我们称之为 SO(2) 对称性。加上一个 z 方向的均匀磁场破坏

原来的 SO(3) 对称性以后，原来的 SO(3) 不可约表示空间 Hn,l 中的 2l +1 个简并态就会

分裂开来，氢原子在均匀磁场中的这种能级分裂就是著名的塞曼效应。所以，对于氢原子

来说，原来我们有一个很大的 SO(4) 对称性，它给出了氢原子能级的 n2 重简并，但是，

加上一个非库伦势型的球对称微扰以后，SO(4) 对称性就被破坏了，系统的对称性将变成

SO(3) 空间旋转对称性，相应的能级简并度就是 2l +1，进一步加上一个 z 方向的均匀磁

场将 SO(3) 对称性破坏到 SO(2) 轴对称性以后，2l + 1 重的能级简并也没有了，所有的

|nlm⟩ 态的能量都将分裂开来，这就是塞曼效应。整个逐次破坏对称性的过程可以表示为
如下数学方程

SO(4)⊃ SO(3)⊃ SO(2), (6.84)

其中 SO(4)⊃ SO(3) 这样的表达式表示 SO(4) 对称性包含 SO(3) 对称性，所以这个方程从

左到右就是一个不断破坏和降低对称性的过程。

因此，对称性总会导致能级简并，而一般来说只有破坏对称性才能降低这种能级简并。

6.4 补充内容：伽利略推动 (Boost)

在正文中我们集中处理的是保持动力学规律不变的对称性。如果这样的对称性是一个

连续对称性，那这就要求它相应的量子变换的生成元和哈密顿量对易。但是我们也说了，

对于包含时间平移对称性的时空对称群，我们实际上只需要求物理规律协变，也就是只需

要求这些对称性的量子变换构成时空对称群的表示，严格来说实际上是只需构成投影表

示。非相对论的伽利略对称群就是这样的一个时空对称群。这个对称群由时间平移、空间

平移、空间旋转、以及伽利略推动 (Boost) 生成。其中，时间平移、空间平移、空间旋转
我们其实都已经在正文中研究过了。这个里主要是要讨论伽利略推动对称性，当然，我们

将仅仅只考虑孤立系统的伽利略推动对称性。

在非相对论力学中，我们知道，对于一个孤立系统，假设它由 n 个粒子组成，我们可

以对它进行一个伽利略推动 (Boost)，推动之后，系统中任意一个粒子 a 的坐标将变换为

xa→ xa +vt, 因此这个粒子的动量将变换为 pa→ p′a = pa +mav，式中 v 为伽利略推动的
速度。我们知道，对于孤立系统，这样的伽利略推动是一个对称操作，它就是著名的伽利

略协变性。

8假设系统的势能为 − c
r , 则龙格-楞茨矢量的定义为 M = p×L

m − c
r x。
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伽利略推动的特殊之处就在于，它一定会影响系统的哈密顿量 (或者说系统的能量)。
为了考察这种影响，我们将哈密顿量中的动能项写成 p2

2m +∑a
p̃2

a
2ma

, 式中 p 为系统的总动量，
m 为系统的总质量，而 p̃a = pa−mavc(vc 为质心的速度) 为粒子 a 在质心系中的动量，因

此动能算符分解出来的这两项分别代表质心的动能和系统在质心系中的动能。很显然，由

于 pa 的变换与 mavc 的变换刚好抵消，因此在伽利略推动之下，p̃a 将保持不变，从而系

统在质心系中的动能也将保持不变。同时，对于孤立系统，系统的势能只依赖于不同粒子

之间的相对位置，因此显然也是伽利略推动不变的。因此，在伽利略推动之下，系统的哈

密顿量中仅仅只有质心的动能是会变的，我们不妨将哈密顿量 H 重写为

H =
p2

2m
+Hc, (6.85)

式中 Hc 表示系统在质心系中的能量，对于孤立系统，它在伽利略推动之下保持不变，在

物理上，这一点非常好理解，因为孤立系统的质心系当然与伽利略推动无关。

在量子力学上，我们记任意一个伽利略推动为幺正变换 U(v) = exp
(
iv ·K

/
h̄), 式中 K

为这个伽利略推动的生成元，由于伽利略推动与时间坐标 t 有关，因此一般来说，K 可能
依赖于 t。注意到在伽利略推动之下，系统总动量将变换为 p→ p+mv, 所以我们有

U−1(v)PU(v) = P+mv, (6.86)

式中 P 表示系统的总动量算符。为了满足这个方程，我们必有

[Ki,Pj] = ih̄mδi j. (6.87)

为了考察 K 与哈密顿量 H 的对易关系，我们首先注意到，由于孤立系统质心系的哈

密顿量 Hc 与伽利略推动无关，因此很显然 K 与 Hc 对易，[K,Hc] = 0。注意到哈密顿算符

H = P2

2m +Hc, 所以由 (6.87) 式我们可以得到

[K,H] = ih̄P. (6.88)

(6.87) 式和 (6.88) 式告诉我们，伽利略推动虽然是一个对称操作，但是它的生成元与哈密
顿量 H 并不对易。虽然如此，但正如我们后面将会表明的，这并不会破坏对称性与守恒

量之间的普遍性联系。

除了 (6.87) 式和 (6.88) 式这两个代数关系之外，注意到伽利略推动速度 v 的矢量叠
加性，我们有 U(v1)U(v2) =U(v1 +v2) =U(v2)U(v1)。也即是说，任意两个伽利略推动都

可对易，从而我们有

[Ki,K j] = 0. (6.89)

另外，注意到 K 是一个矢量算符，所以我们当然也有代数关系

[Ji,K j] = ih̄εi jkKk, (6.90)

这里我们已经默认了求和约定。
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代数关系 (6.87)、(6.88) 以及 (6.89)、(6.90), 再加上我们在本章正文中推导的 J、P 以
及 H 这些算符之间的代数关系，就构成了所谓的伽利略对称性的代数关系。而伽利略对

称性就是孤立的非相对论量子系统最一般的连续的时空对称性。

伽利略对称性可以看成是狭义相对论的庞加莱对称性在低速下的极限形式，因此它的

这些生成元都可以推广到相对论情形，比方说伽利略推动在相对论中就相应于洛伦兹推动

(它生成的就是著名的洛伦兹变换)。不过，相对论情形的代数关系需要作一些修正，比方
说，在相对论情形，[Ki,K j] ̸= 0, 而大致是 [Ki,K j]∼−ih̄εi jkJk/c2, 其中 c 为光速。实际上在

相对论情形我们通常会选取不同的单位重新定义 K，大体上，相对论中的洛伦兹推动生成
元相当于非相对论中的 cK。而相对论中的 Ki、K j 之间的这个非零对易子所带来的物理效

应就是所谓的托马斯进动。

回到我们的伽利略推动。什么样的生成元 K 能满足代数 (6.87)、(6.88) 以及 (6.89)、
(6.90) 呢？由于系统的总动量 P 也即是质心的动量，所以很显然，系统质心的位置算符
Xc 与质心动量算符 P 之间有代数关系，[Xc,i,Pj] = ih̄δi j。由此我们很容易验证，如果取

K = mXc，那么代数关系 (6.87)、(6.88)以及 (6.89)、(6.90)都能得到满足，其中证明 (6.88)
式能满足需要用到质心位置算符 Xc 与质心系的哈密顿量 Hc 对易 (这是因为在质心系中，
质心位置其实确定为零)。

但是，能满足代数关系 (6.87)、(6.88) 以及 (6.89)、(6.90) 的 K 并不唯一，注意到孤
立系统的总动量守恒 [P,H] = 0，很容易验证 mXc + f (t)P 同样满足这组代数关系。这里
f (t) 可以是关于 t 的一个任意函数。那么我们应该选哪个算符作为我们的伽利略推动生成

元 K 呢？
为了确定 K, 我们需要进一步考察伽利略推动在位置算符上的作用。由于在伽利略推

动之下，质心位置将变换为 xc→ xc +vt，所以我们还有算符方程

U−1(v)XcU(v) = Xc +vt. (6.91)

为了满足这个方程，必有 [Ki,Xc, j] = ih̄δi jt，因此我们只能取

K = mXc−Pt. (6.92)

这个算符的特殊之处在于，它显含时间坐标 t。

为了进一步验证对称性与守恒量之间的关系，我们可以变换到海森堡绘景，

KH = mXH
c −Pt. (6.93)

式中 XH
c 表示海森堡绘景中的质心位置算符9。利用定义式 KH = eiHt/h̄Ke−iHt/h̄，以及代数

关系 [mXc,H] = ih̄P，以及孤立系统的 [P,H] = 0, 我们也可以将海森堡绘景的 KH 重写为，

KH = mXc. (6.94)

注意,Xc 其实是一个在薛定谔绘景中定义的算符，因此它肯定不随时间演化，这里我们只

是发现它刚好可以用作海森堡绘景中的 KH 而已。可见，KH 不随时间演化，因此它是一

9注意，由于 [P,H] = [J,H] = 0，所以海森堡绘景中的总动量算符和总角动量算符均与薛定谔绘景中的相应

算符相同。
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个守恒量！由于伽利略推动是系统的一个对称性，那么其生成元 KH 当然应该是一个守恒

量。我们只不过是再一次验证了对称性与守恒量之间的普遍联系。虽然我们所考察的这个

对称性有些特殊，它的生成元与哈密顿算符并不对易，但是，对称性与守恒量之间的普遍

联系在这里依然成立。

我们已经得到了伽利略对称性的代数关系。但是，到现在为止我们还没有在量子力学

的层次上严格验证它们的确能生成孤立系统的伽利略协变性。也就是说，我们还没有验证

幺正算符 U(v) 能和时间平移算符 U(τ), 空间平移算符 U(a)(其实更一般的还要包括空间
旋转幺正算符 U(R)) 一起构成伽利略对称群的表示。为此，我们首先来考察一下在孤立系
统情形下，伽利略协变性对伽利略推动算符与时间平移算符的对易关系有何要求。然后我

们再验证前面得到的代数关系的确能满足这样的要求。

我们考察系统的任意一个动量本征态 |p1,p2, ...,pn⟩，然后将伽利略推动 U(v) 和时间
平移算符 U(τ) = exp

(
iHτ/h̄

)
先后作用到这个态上。首先，考察 U(τ)U(v)|p1,p2, ...,pn⟩,它

等于 U(τ)|p′1,p′2, ...,p′n⟩= exp{i(p′2
2m +Hc)τ/h̄}|p′1,p′2, ...,p′n⟩, 式中 p′ 为伽利略推动之后的系

统总动量，显然 p′ = p+mv, 因此即有

U(τ)U(v)|p1,p2, ...,pn⟩= exp{i(p′2

2m
+Hc)τ/h̄}|p′1,p′2, ...,p′n⟩. (6.95)

再考察U(v)U(τ)|p1,p2, ...,pn⟩，对于孤立系统，由于 Hc与K对易，因此即有U(v)U(τ)|p1,p2, ...,pn⟩=
U(v)exp{i( p2

2m +Hc)τ/h̄}|p1,p2, ...,pn⟩= exp{i( p2

2m +Hc)τ/h̄}|p′1,p′2, ...,p′n⟩, 即

U(v)U(τ)|p1,p2, ...,pn⟩= exp{i( p2

2m
+Hc)τ/h̄}|p′1,p′2, ...,p′n⟩. (6.96)

比较 (6.95) 式和 (6.96) 式，我们可以得到

U(τ)U(v)|p1,p2, ...,pn⟩

=exp{i(p′2

2m
− p2

2m
)τ/h̄}U(v)U(τ)|p1,p2, ...,pn⟩

=U(v)U(τ)exp
(
iP ·vτ/h̄+ i

1
2

mv2τ/h̄
)
|p1,p2, ...,pn⟩. (6.97)

式中总动量算符 P 作用在动量本征态上的结果就是总动量 p。由于 (6.97) 式对于任意动
量本征态都成立，也就是在整个动量表象中都成立，因此如果我们的孤立系统有伽利略变

换协变性，那就必须满足算符等式

U(τ)U(v) =U(v)U(τ)exp
(
iP ·vτ/h̄+ i

1
2

mv2τ/h̄
)

= exp
(
i
1
2

mv2τ/h̄
)
U(v)U(τ)U(−vτ). (6.98)

可见，作为一种时空对称性，伽利略推动与时间平移算符不对易，(6.98) 式其实就是在这
种不对易的情形下，对于孤立系统，伽利略协变性强加给我们的一个具体要求。等式 (6.98)
右边的 U(−vτ) 表示空间平移操作，其定义为 U(a) = exp(−ia ·P/h̄), 它的作用是将系统平
移到 x→ x+a 处。很容易验证，等式 (6.98) 左右两边的作用都是将系统变换到 t→ t + τ、
x→ x+vt 时空位置，因此这个等式正是伽利略协变性的要求。当然，在这里我们发现等
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式中还多出了一个相因子 exp
(
i 1

2 mv2τ/h̄
)
, 它正是我们在正文中提到的对称群的投影表示

相因子。

另一方面，根据 Baker-Campbell-Hausdorff 公式，我们有

eAeB = eBeAe[A,B]+
1
2 [[A,B],A+B]+.... (6.99)

由此我们容易得到算符恒等式，

U(τ)U(v) =U(v)U(τ)×

exp
(
− [H,K ·v]τ/h̄2− i

1
2

τ[[H,K ·v],Hτ +K ·v]/h̄3 + ....
)
. (6.100)

在这个算符恒等式中代入代数关系式 (6.87) 和 (6.88)，我们容易验证它正好给出 (6.98)
式，这正好符合孤立系统伽利略协变性的要求。所以我们得到的代数关系 (6.87) 和 (6.88)
的确生成了孤立系统的伽利略协变性。

6.4.1 习题

1. 我们可以定义一个任意的非惯性坐标变换 x→ x+d(t), 式中 d(t) 可以是 t 的任意

函数。对于这样的坐标变换，其诱导的希尔伯特空间量子变换 U [d(t)] 可以写成

U [d(t)] = eimḋ(t)·Xc/h̄e−id(t)·P/h̄e−i 1
2 m
∫ t

0 dsḋ2(s)/h̄. (6.101)

请验证：(1)U [d(t)] 在位置算符和动量算符上的作用能给出正确的变换关系。(2) 对于空间
平移和伽利略推动的特殊情形，U [d(t)] 分别和 U(a) 以及 U(v) 一致。

6.5 空间反演对称性与时间反演对称性

前面我们讨论的都是连续对称性。这一节我们主要讨论两个重要的离散对称性，即空

间反演对称性和时间反演对称性。这两个对称性都是时空对称性，我们可以将它们包含在

时间平移对称性里一起来考虑，而我们所谓的系统具有空间反演对称性或时间反演对称性

是指系统的动力学规律在空间反演或时间反演之下协变。比方说，我们可以将对系统的时

间平移操作 Tτ 与空间反演操作 P 放在一起构成一个时空对称群，所谓一个系统具有空

间反演对称性，即是要求对系统的空间反演操作所诱导的量子变换 Π = U(P) 与时间平

移算符 U(τ) 一起共同构成这个时空对称群的表示。类似的，我们也可以将时间平移操作
Tτ 与时间反演操作 T 放在一起构成一个时空对称群，而时间反演对称性就意味着，时间

反演操作所诱导的量子变换 Θ =U(T ) 与 U(τ) 一起共同构成这个时空对称群的表示。

6.5.1 空间反演对称性

空间反演变换

我们先来讨论空间反演对称性。但在讨论对称性之前，我们先来讨论对任何系统都可

以定义的空间反演操作 P，以及它所诱导的量子变换 Π =U(P)。当然，在空间反演操作

P 的作用下，空间坐标变换为 x→Px =−x。另一方面，通过前面的学习我们知道，任
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何量子系统都可以通过空间平移操作和空间旋转操作定义一个总动量算符 P 和总角动量
算符 J (它们不一定要守恒)。我们首先要确立的是，这些算符和空间反演算符 Π 之间的代
数关系。不过，在下面将要进行的讨论中，有一个微妙的问题值得预先指出，即对于连续

操作的量子变换，我们能够确定它们是幺正变换，但是，空间反演是一个离散操作，因此

我们并不能预先确立 Π 是幺正算符还是反幺正算符。
为了确立 Π 和 P 之间的代数关系，我们注意到，在空间平移操作 Ta 的作用下，空间

坐标变换为 x→ x+a，而在空间反演操作 P 的作用下，x→−x。因此 PTa 的联合作用

将会把 x 变换为 x→−(x+a) =−x−a。类似的，我们发现 T−aP 的联合作用也会将 x 变
换为 x→=−x−a，即 PTa = T−aP。由于量子变换是时空操作群的表示，所以这就意味

着，U(−a)Π 和 ΠU(a) 实际上是一样的，即

ΠU(a) =U(−a)Π. (6.102)

取 a = ε 为一无穷小平移，并将上面方程左右两边展开到 ε 的一阶项，就可以得到

Π(iP) =−(iP)Π. (6.103)

类似的，我们可以考虑绕 n轴的旋转操作和空间反演操作的联合作用。很显然，ΠU(n,θ)
的效果是将空间坐标变换为 x→−R(n,θ)x, 这和 U(n,θ)Π 的作用效果一样。因此我们有

ΠU(n,θ) =U(n,θ)Π. (6.104)

取 θ = ε 为一无穷小旋转就可以得到

Π(iJ) = (iJ)Π. (6.105)

但是，到现在为止我们还不能确定 Π 是幺正变换还是反幺正变换。为了确定这一点，
我们可以考虑一个非相对论单粒子系统，这时候，粒子的坐标算符 X 是一个定义良好的
算符。而且我们也知道，当我们考虑对系统的空间反演操作时，可以等价地将相应的量子

变换作用在 X 算符上，形如 X→Π−1XΠ。另一方面我们又知道，空间反演操作会将空间
坐标变换为 x→−x，因此坐标算符的变换关系必定是 X→−X。从而我们即有

Π−1XΠ =−X. (6.106)

另外我们也知道，动量正比于速度，也即正比于坐标对时间的导数，而空间反演当然不影

响时间，所以进一步我们即有

Π−1PΠ =−P. (6.107)

将这个式子和前面的 (6.103) 式比较，我们可以知道，Π 和虚数单位 i 一定可交换，即

Πi = iΠ，从而 Π 必定是一个线性算符而不可能是反线性算符，进而也就必定是一个幺正
算符。将这个结果代入 (6.105) 式，我们又可以得到

Π−1JΠ = J. (6.108)
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读者很容易看出来，最终我们得到的结果 (6.106)、(6.107)、(6.108) 与我们对空间反演的
物理直观结论完全一致。这些结果中，(6.107)、(6.108) 对于任何量子系统都普遍成立，因
为只要利用 Π 是一个线性算符 (而不是反线性算符)，那我们立马就能从前面的一般性结
果 (6.103) 和 (6.105) 中得到它们。当然，(6.106) 式只适用于非相对论量子力学，在量子
场论系统中是不适用的。

在非相对论量子力学中，根据 (6.106) 式和 (6.107) 式，我们很容易有

Π−1LΠ = L. (6.109)

又由于 J = L+S，进而根据 (6.108) 我们又可以进一步得到

Π−1SΠ = S. (6.110)

虽然都是矢量算符，但由于在空间反演之下，这些角动量算符的变换关系与通常的矢量算

符，比如动量算符、位置算符，相差一个负号，所以我们通常称角动量为赝矢量。除了角

动量以外，物理学中常见的赝矢量还有磁场强度 B。
对于非相对论量子系统，与前面讨论时间平移、空间平移、空间旋转时的推理一样，

我们也容易知道，在坐标表象中，Π 对波函数 ψ(x) 的作用必为

Πψ(x) = ψ(P−1x) = ψ(−x). (6.111)

一般地，我们注意到 Π2 与空间平移以及空间旋转等等所有这些时空操作都对易，而

且空间反演两次效果上相当于不作任何操作，所以通常来说，Π2 必定为 1，即

Π2 = 1, (6.112)

也即 Π−1 = Π。对于非相对论量子系统，我们其实很容易利用 (6.111) 式证明这个结果。
由于 Π2 = 1, 所以 Π 的本征值只能为 ±1, 这个本征值称之为宇称，+1 称为偶宇称，−1

称为奇宇称。而 Π 的本征态即是一个有确定宇称的量子态。
比方说，我们知道对于球谐函数而言将 rlYlm 在直角坐标中表达出来就是一个 l 阶

齐次函数，在 x→−x 的空间反演之下，这样的齐次函数当然会出一个 (−)l 因子，因此

Π(rlYlm) = (−)lrlYlm。但是，径向坐标 r = |x| 是空间反演不变的，因此这就意味着

ΠYlm(θ ,ϕ) = (−)lYlm(θ ,ϕ). (6.113)

这是坐标表象的写法，如果用抽象的写法那就是

Π|lm⟩= (−)l|lm⟩. (6.114)

可见，角动量算符的本征态 |lm⟩ 具有确定的宇称 (−)l。

再比方说，在单自由度线性谐振子中，由于 a ∼ (X + iP/mω), a† ∼ (X + iP/mω)，所

以很显然 Π−1aΠ =−a, Π−1a†Π =−a†。又于线性谐振子的基态波函数是一个高斯型函数，

是偶函数，所以为偶宇称，即

Π|0⟩= |0⟩. (6.115)
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又由于 |n⟩ ∼ (a†)n|0⟩, 所以 Π|n⟩ ∼Π(a†)nΠ−1|0⟩= (−)n(a†)n|0⟩，即

Π|n⟩= (−)n|n⟩. (6.116)

所以，线性谐振子的能量本征态也都有确定的宇称。

空间反演对称性和宇称守恒

前面我们讨论的仅仅只是空间反演变换，对任何量子系统我们都可以定义这样的变

换，那么什么情况下一个系统具有空间反演对称性呢？

为了弄清楚这个问题，我们可以将空间反演操作 P 和时间平移操作 Tτ 放在一起

构成一个时空对称群。所谓一个系统具有空间反演对称性即是幺正变换 Π 和 U(τ) 一
起共同构成这个时空对称群的表示。我们注意到 PTτ 的联合作用会产生时空坐标变换

t → t + τ,x→−x，同样 TτP 的联合作用也会产生同样的时空坐标变换, 即 PTτ = TτP。

因此，如果 Π 和 U(τ) 的确构成了这个时空对称群的表示，那 U(τ)Π 和 ΠU(τ) 就应该相
等，即

ΠU(τ) =U(τ)Π. (6.117)

取 τ = ε 为一个无穷小时间平移，并将上式左右两边展开到 ε 的一阶项，同时注意到 Π是
一个线性幺正算符，我们就可以得到

ΠH = HΠ. (6.118)

也即是说，如果系统具有空间反演对称性，则空间反演变换 Π 必定和 H 对易。反过来其

实也一样，如果幺正算符 Π 和 H 对易，则系统就具有空间反演对称性。

前面我们讨论连续对称性的时候曾经证明，系统的每一个连续对称性都会对应一条守

恒定律，这也就是著名的诺特定理。但是，现在空间反演变换 Π 是一个离散对称性。它有
没有相应的守恒定律呢？其实也是有的，因为很显然，这时候海森堡绘景中的空间反演算

符和薛定谔绘景的 Π 一样，也就是说，海森堡绘景中的空间反演算符不随时间演化，而
这就意味着 Π 本身是一个守恒量！注意，这里的情形和连续对称性情形有一个本质性的
不同，连续对称性情形的守恒量是对称变换的生成元，但是，这里的守恒量是对称变换本

身。对于连续对称性的生成元来说，它的本征值有一种可加性，比如能量算符 H 是时间

平移对称性的生成元，而对于一个多粒子态而言，不同粒子的能量当然是加在一起的，同

样，量子系统的动量算符是空间平移的生成元，而不同粒子的动量当然也是加在一起的。

但是，对于对称变换 Π 来说，它的本征值 (也就是宇称) 具有可乘性，而不是可加性。下
面我们会具体地说明这个问题。

首先，算符 Π 是一个守恒量意味着，如果系统初始时处于 Π 的本征态，有一个确定
的宇称，那么无论这个量子态如何演化，它将始终是 Π 的本征态，而且本征值 (也就是宇
称) 保持不变！这就是所谓的宇称守恒。因此，空间反演对称性意味着宇称守恒。

在粒子物理中，如果系统具有空间反演对称性，那我们就可以要求每一个粒子都是空

间反演算符的本征态，有一个确定的宇称，这就是粒子的内禀宇称。对于任意粒子 A, 它
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的内禀宇称 ηA 就是在 A 静止的参考系中，粒子量子态 |A⟩ 在 Π 作用下的本征值，即

Π|A⟩= ηA|A⟩, (6.119)

当然，通常来说 ηA 只能等于 +1 或者 −1。

假设我们有两个粒子 A 和 B，它们的内禀宇称分别为 ηA, ηB, 在这个两粒子系统的质
心系中，两粒子的相对轨道角动量量子数为 l。则在质心系中，我们可以标记这个两粒子

态为 |A,B, l⟩。|A,B, l⟩ 其实也是 Π 的本征态，其本征值我们先记为 η。下面我们将要说明
如何计算这个 η , 首先，Π 在 |A,B, l⟩ 态上作用时，它其实是同时对三个东西进行作用，第
一，它作用在 A 粒子上，得到内禀宇称 ηA，第二，它同样作用在 B 上，得到内禀宇称 ηB,
第三，但同时，Π 还作用在两粒子相对运动的空间波函数上，也就是相对运动的球谐函数
Ylm 上，得到宇称 (−)l。注意，由于 Π 是同时作用在这三个东西上，所以我们要把这三个
宇称乘起来，得到整个量子态 |A,B, l⟩ 的宇称 η , 即

η = ηAηB(−)l. (6.120)

这个例子就清楚地说明了什么是宇称的可乘性。

理论分析发现电子 e、质子 p、中子 n 的内禀宇称都是 +1, 即 ηe = ηp = ηn =+1。当

然，由于反粒子的量子数必定和粒子相反，所以它们的反粒子的内禀宇称就都是 −1。人

们知道，强相互作用有空间反演对称性，因此强相互作用过程必定宇称守恒。据此人们就

可以给各种强子 (包括质子、中子、π 介子等等，总之强子可以简单理解为多个夸克的束
缚态) 标定内禀宇称，比如说人们发现三种 π 介子 (π0、π+、π−) 的内禀宇称都是 −1，记

为 ηπ =−1。

宇称不守恒

在 1956 年之前，人们普遍相信，空间反演对称性是我们世界的一个基本对称性，就
和时间平移对称性、空间平移对称性以及空间旋转对称性一样基本。因此，那时候人们认

为宇称守恒是普遍成立的。但是，在 1940 年代，粒子物理学家发现了一件很困惑的事情，
他们发现有两个自旋为 0 的标量粒子，当时人们称其中之一为 τ 粒子，称另一个为 θ 粒
子，人们发现这两个粒子几乎在所有的方面都一样，有同样的质量同样的寿命等等，几乎

就像同一个粒子一样。但是，奇怪的是，人们发现 τ 粒子可以衰变成 3 个 π 介子10，而 θ
粒子只能衰变成两个 π 介子。当时人们认为，这就意味着两者必定是两个不同的粒子，因
为那时候人们相信宇称守恒普遍成立，因此如果一个标量粒子会衰变成 3 个 π 介子，那
它的内禀宇称就必定为 η3

π =−111，而如果一个标量粒子衰变成 2 个 π 介子，那它的内禀

10π 介子都是自旋为 0 的标量粒子。
11这时候 3 个 π 介子的轨道运动部分对宇称没有贡献。因为在衰变的标量粒子静止的参考系中，由于初态
总角动量为 0，角动量守恒意味着，3 个 π 介子的动量必定满足 p1 + p2 + p3 = 0，衰变矩阵元只能依赖于

p1 ·p2 等等诸如此类 3 者动量的标量积，而且不可能是 p1 · (p2×p3) 这样的赝标量，由于 p1 +p2 +p3 = 0，这

种赝标量实际上必定等于 0。空间反演变换虽然会将所有的动量 p 变成 −p，但是对于 p1 ·p2 这样的动量标

量积，在空间反演之下它们实际上是不变的。因此，3 个 π 介子的轨道运动对宇称没有贡献。
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宇称就必定为 η2
π =+1 12。+1 和 −1 当然是两个不同的量子数，因此，τ 粒子和 θ 粒子

必定不同。但为什么这两个不同粒子的其它方面都完全一样呢？物理学家们可不太相信巧

合。

1956 年李政道和杨振宁注意到，τ 粒子和 θ 粒子衰变成 π 介子的过程是属于所谓的
弱相互作用过程。而且他们还注意到，的确，电磁相互作用和强相互作用过程都宇称守恒，

但此前人们并没有用实验检验过弱相互作用过程中宇称是否守恒。所以，李政道和杨振宁

大胆地提出：τ 粒子和 θ 粒子可能根本就是同一个粒子，只是弱相互作用过程没有空间反
演对称性，在弱相互作用过程中宇称可能不守恒！因此前面关于这个粒子内禀宇称的那些

分析其实根本不成立。

李政道和杨振宁提出用 Co60→ Ni60 + e−+ν 这样一个弱相互作用导致的衰变过程来
检验他们的理论假设。在这样一个衰变过程中，初态的 Co60 静止但是有确定的自旋，不

妨设初态 Co60 的自旋沿 z 轴向上，记为 Sz，因此我们可以将初态标记为 |Co60,Sz⟩。实
验主要关心末态放出来的电子，假设其自旋为 sz，动量为 p，则我们可以将末态标记为
|e−,p,sz, ....⟩，省略号表示末态的其它粒子。假设弱相互作用算符为 H ′, 则衰变概率将正比
于 ∣∣∣⟨e−,p,sz, ....|H ′|Co60,Sz⟩

∣∣∣2. (6.121)

由于 Π2 = 1，而且如果弱相互作用有空间反演对称性，则有 ΠH ′ = H ′Π。因此

⟨e−,p,sz, ....|H ′|Co60,Sz⟩

=⟨e−,p,sz, ....|H ′Π2|Co60,Sz⟩

=⟨e−,p,sz, ....|ΠH ′Π|Co60,Sz⟩.

由于空间反演不改变粒子自旋，但是会将 p 变成 −p, 即 ⟨p|Π = ⟨−p|，所以上面的推导告
诉我们 ⟨e−,p,sz, ....|H ′|Co60,Sz⟩= ⟨e−,−p,sz, ....|H ′|Co60,Sz⟩，即有∣∣∣⟨e−,p,sz, ....|H ′|Co60,Sz⟩

∣∣∣2 = ∣∣∣⟨e−,−p,sz, ....|H ′|Co60,Sz⟩
∣∣∣2. (6.122)

因此，如果弱相互作用过程有空间反演对称性，则电子从 +p 和 −p 两个方向衰变出来的
概率将相等。如果我们在这两个相反方向上测到的电子数不同，那就不可能有空间反演对

称性。

同一年，吴健雄领导团队用高超的实验技巧证明，两个相反方向上衰变出来的电子数

真的不同，这就证实了李政道和杨振宁提出来的，弱相互作用没有空间反演对称性的理论

假设！

6.5.2 时间反演对称性

时间反演变换

现在我们来讨论时间反演变换 Θ。按照定义它是对系统的时间反演操作 T 所诱导的

量子变换, 其中 T : t→T t =−t。当然，任何量子系统都可以定义 P 和 J，我们首先关心
12和前一个注解一样，2 个 π 介子的轨道运动对于宇称也没有贡献。
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的就是，Θ 与它们之间的代数关系。不过，我们也要指出，由于 Θ 是一个离散的变换，所
以我们不能预先确定它是幺正的还是反幺正的 (当然实际上我们使用的符号已经暗示了答
案)。

首先，我们把时间反演操作 T 和空间平移操作 Ta 放在一起构成一个对时空坐标的操

作群，很容易验证 T Ta = TaT。因此，如果 Θ 和 U(a) 的确构成这些时空对称群的表示，
那我们将有

ΘU(a) =U(a)Θ. (6.123)

取 a = ε 为无穷小空间平移，然后将上式左右两边展开到 ε 的一阶项，我们就有

Θ(iP) = (iP)Θ. (6.124)

类似的，我们可以把时间反演操作和空间旋转操作放在一起，从而最终会有

ΘU(n,θ) =U(n,θ)Θ. (6.125)

取 θ = ε 为无穷小旋转，我们又可以得到

Θ(iJ) = (iJ)Θ. (6.126)

为了确定 Θ 是幺正变换还是反幺正变换，我们可以取一个非相对论单粒子系统，由
于在时间反演操作下，粒子的时空坐标变换为 t →−t,x→ x, 因此在时间反演之下，粒子
的动量将变换为 p→−p。因此，当我们等价地将 Θ 作用在厄密算符 P 上式，我们将有

P→Θ−1PΘ =−P. (6.127)

将这个结果与 (6.124)式比较，我们就能发现，Θ必定为一个反幺正算符，即必有 Θi=−iΘ。
将这个反线性关系代入 (6.126) 式，我们又可以得到

Θ−1JΘ =−J. (6.128)

这个式子告诉我们，在时间反演之下，粒子的角动量将会反转，这和我们的直观完全一致。

利用时间反演不改变粒子位置坐标，我们当然有 Θ−1XΘ = X, 结合 (6.127) 式即有

Θ−1LΘ =−L. (6.129)

由于对于带自旋的粒子 J = L+S，结合 (6.128) 式, 我们也将有

Θ−1SΘ =−S. (6.130)

这个式子告诉我们，在时间反演之下，粒子的自旋也会反转。

对于无自旋的非相对论粒子，其量子态可以在坐标表象中表示为

|ψ⟩=
∫

d3xψ(x)|x⟩. (6.131)
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式中 ψ(x) = ⟨x|ψ⟩ 为波函数。将 Θ 作用在这个式子两边，并注意到它的反线性性，以及
粒子位置坐标时间反演不变的 Θ|x⟩= |x⟩ 式，我们就有

Θ|ψ⟩=
∫

d3xψ∗(x)|x⟩. (6.132)

这个式子告诉我们，对于无自旋粒子，在坐标表象中，时间反演算符 Θ 其实就是复数共轭
算符 K (注意这里 K 不是伽利略推动生成元，而是表示对波函数取复数共轭)，即 Θ = K。

从这里我们很容易证明，对于无自旋的非相对论粒子

Θ2 = 1. (6.133)

这个结果很好理解，因为时间反演两次效果上看起来应该相当于不作任何操作。

粗略一看，(6.133) 式好像允许 Θ 算符以任何相因子 ζ 为本征值。因为如果 Θ|ζ ⟩ =
ζ |ζ ⟩, 则 Θ2|ζ ⟩ = ζ ∗Θ|ζ ⟩ = |ζ |2|ζ ⟩ = |ζ ⟩, 完全符合 (6.133) 式。但实际上，这样的本征值
ζ 并没有任何物理意义，因为我们可以重新定义 |ζ ′⟩ = ζ 1/2|ζ ⟩, 对于 |ζ ′⟩ 而言，Θ|ζ ′⟩ =
(ζ ∗)1/2Θ|ζ ⟩= (ζ ∗)1/2ζ |ζ ⟩= ζ 1/2|ζ ⟩= |ζ ′⟩。总之，对于时间反演算符，我们无需考虑类似
于“内禀宇称”那样的反演相因子。

但是，对于有自旋的情形，(6.133) 式实际上不成立。为了说清楚这个问题，我们首先
取坐标表象，从而可以将粒子的波函数表示成旋量波函数，我们假设 Θ 在旋量波函数上
的作用可以分解为

Θ = Y K. (6.134)

式中 K 就是反幺正的复数共轭算符，从而 Y 必然是一个幺正算符。注意到对于电子，在

这样的旋量波函数表象中，自旋算符都表示成了 2×2 的矩阵，具体来说，S = h̄
2 σ⃗，这里

σ⃗ 是泡利矩阵。注意到 σx,σz 都是实矩阵，而 σy 是一个虚矩阵，它满足 σ∗y =−σy。由此

可知

K−1SxK = Sx, K−1SyK =−Sy, K−1SzK = Sz. (6.135)

而另一方面我们也知道，在时间反演变换的作用下，Θ−1SΘ =−S，即

Θ−1SxΘ =−Sx, Θ−1SyΘ =−Sy, Θ−1SzΘ =−Sz. (6.136)

比较 (6.135) 式和 (6.136) 式可以知道，幺正算符 Y 必须满足，

Y−1SxY =−Sx, Y−1SyY = Sy, Y−1SzY =−Sz.. (6.137)

另一方面，我们注意到自旋是一个矢量算符，因此，它们必然满足

exp(iθn ·S/h̄)Si exp(−iθn ·S/h̄) = R(n,θ)i jS j. (6.138)

特别的，注意到绕 y 轴旋转 π 角会把一个 x 方向和 z 方向的矢量转到 −x 和 −z 方向，从

而我们有

exp(iπSy/h̄)Sz exp(−iπSy/h̄) =−Sz

exp(iπSy/h̄)Sx exp(−iπSy/h̄) =−Sx. (6.139)
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所以很显然，为了满足 (6.137) 式，我们可以取 Y = exp(−iπSy/h̄)。这也即是说，对于有

自旋的粒子，

Θ = exp(−iπSy/h̄)K. (6.140)

注意到 Sy 是纯虚的，所以 K 与 exp(−iπSy/h̄) 对易，从而对于有自旋的粒子易得

Θ2 = exp(−i2πSy/h̄)。由于 Jy = Ly + Sy, 而对于轨道角动量而言，旋转 2π 角相当于不变，
从而我们也可以把刚才的结果写成

Θ2 = exp(−i2πJy/h̄) =U(2π). (6.141)

也即是说，时间反演两次并不是等于 1，而是等价于 2π 角旋转！在非相对论量子力学中
(6.141) 是普遍成立的，它不仅适用于单粒子情形，也适用于多粒子情形。在相对论量子力
学中也有类似的式子，不过这时候 Θ 应该理解成 CT 变换，T 指的当然就是时间反演，而
C 则是电荷共轭，它的作用是把粒子变换成反粒子。而在量子场论中，同样有一个类似的
(6.141) 式，不过这时候 Θ 应该理解成 CPT 变换，即在相对论量子力学的 CT 变换基础
上再把空间反演变换 P 联合进来。

回到非相对论量子力学。对于无自旋的系统，旋转 2π 角当然和不作任何操作是一样
的，因此这时候 (6.141) 式就退回到之前我们得到的 Θ2 = 1。但是，对于单个电子这样的

自旋 1/2 粒子的系统，由于旋转 2π 角会多出一个负号, 所以 (6.141) 式告诉我们，

Θ2 =−1. (6.142)

很明显，这个结论不仅对单个电子的系统成立，对任意奇数个电子的系统也都成立 (因为
奇数个 −1 乘起来还是 −1)。

时间反演对称性

什么情况下，时间反演变换是量子系统的一个对称性呢？为了看清楚这个问题，我们

将时间反演操作 T 和时间平移操作 Tτ 放在一起构成一个时空对称群，所谓一个系统有时

间反演对称性，即是要求 Θ 和时间平移算符 U(τ) 一起构成这个时空对称群的表示。
我们注意到，在 T Tτ 的联合作用下，时间坐标将变换为 t→−(t + τ) =−t− τ。类似

的，我们也很容易发现 T−τT 的联合作用有同样的效果。因此

T Tτ = T−τT . (6.143)

如果 Θ 和 U(τ) 一起构成这个时空对称群的表示，那就必定有

ΘU(τ) =U(−τ)Θ. (6.144)

取 τ = ε 为无穷小时间平移，将上式两边展开到 ε 的一阶项，即有

Θ(iH) =−(iH)Θ. (6.145)
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注意到，Θ 为反线性算符，从而即有

ΘH = HΘ. (6.146)

也即是说，如果一个系统有时间反演对称性，那 Θ 必定与哈密顿量对易，反过来也一样，
如果时间反演变换 Θ 与哈密顿量对易，那系统就必定有时间反演对称性。

前面我们说了，Θ2 可能等于 1，也可能等于 −1。如果一个量子系统的 Θ2 =−1，而

且它有时间反演对称性，那这个系统的每一个能级都将有偶数重简并。这是因为，假设

|ψE⟩ 为系统的一个能量为 E 的哈密顿量本征态，满足 H|ψE⟩= E|ψE⟩。则由于 ΘH = HΘ,
|ψ ′E⟩ = Θ|ψE⟩ 也必定是 H 的一个能量为 E 的本征态。可以证明 |ψ ′E⟩ 必定和 |ψE⟩ 正
交，这是因为，由于 Θ2 =−1，即 Θ−1 =−Θ，所以 ⟨ψE |ψ ′E⟩= ⟨ψE |ΘψE⟩= ⟨Θ†ψE |ψE⟩∗ =
⟨ψE |Θ†ψE⟩= ⟨ψE |Θ−1ψE⟩=−⟨ψE |ΘψE⟩=−⟨ψE |ψ ′E⟩，即 ⟨ψE |ψ ′E⟩=−⟨ψE |ψ ′E⟩, 从而必有
⟨ψE |ψ ′E⟩= 0。因此 |ψE⟩ 和 Θ|ψE⟩ 就构成了二重简并。通常称这种偶数重简并为 Kramer
简并。

6.5.3 习题

1. 假设一个量子系统有空间反演对称性，再设 t = 0 时系统的初态 |ψ(0)⟩ 有确定的
宇称，请证明，系统任意时刻的量子态 |ψ(t)⟩ 都有确定的宇称，而且这个宇称恒定不变。

2. 我们可以定义一个沿着与 z 轴垂直的 x−y 平面作镜像反射的操作 Γz，它的定义是

Γz : x→ x,y→ y,z→−z。记 Γz 诱导的量子变换为 Mz =U(Γz), 请证明：(1) Mz 是一个幺

正变换。(2) 请导出 Mz 与 P 以及 J 之间的代数关系。(3) 系统具有 Mz 反射对称性的充要

条件是 [Mz,H] = 0。(4) 如果系统具有空间旋转对称性，请证明系统同时具有这种镜像反
射对称性 Mz 的充要条件是它有空间反演对称性。

3. 假设系统具有时间反演对称性，请证明，时间反演算符 Θ 的本征值不是守恒量。

4. 请证明处于外磁场中的带电粒子系统必定没有时间反演对称性。





7. 角动量理论与旋转群表示

这一章我们主要讲述一般性的角动量表示理论。内容包括角动量算符的本征值和本征

态，角动量的耦合规则，不可约张量算符等等。与此同时，我们也讲述了旋转群的不可约

表示，以及它们的直乘分解。其中，我们关于角动量耦合规则的证明很可能是文献中没有

出现过的。我们这个证明的好处是比较直观，也比较清晰。

除此之外我们还讨论了规范不变性与无质量粒子自旋之间的关系，解释了为什么光子

只有左旋和右旋两种偏振。我们还将这种讨论延伸到了引力子等类似情形。

最后，我们讨论了量子力学中的 2π 角旋转，介绍了超选择定则的概念。进一步，我
们也简单介绍了超对称的基本思想。
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7.1 角动量的本征值和本征态

7.1.1 角动量的本征值与本征态

上一章我们得到了角动量的基本代数关系，它可以写成

[Jx,Jy] = ih̄Jz, [Jy,Jz] = ih̄Jx, [Jz,Jx] = ih̄Jy. (7.1)

下面我们定义角动量矢量的平方 J2 = J2
x + J2

y + J2
z。则我们有 [J2,Jz] = [J2

x ,Jz] + [J2
y ,Jz] =

Jx[Jx,Jz]+[Jx,Jz]Jx+Jy[Jy,Jz]+[Jy,Jz]Jy =−ih̄(JxJy+JyJx)+ ih̄(JyJx+JxJy) = 0，即 [J2,Jz] = 0。

当然，z分量在角动量的 3个分量中并没有任何特殊的地方，所以这个结果也意味着 J2 与

角动量的任何一个分量均对易，

[J2,Jx] = [J2,Jy] = [J2,Jz] = 0. (7.2)

由于 J2 和 Jz 对易，所以我们可以求这两个算符共同的本征态。但是，由于 Jz 和 Jx、

Jy 均不对易，所以一般来说这个 Jz 的本征态无法同时是 Jx 或 Jy 的本征态。在物理上，这

就是说，我们最多可以同时测量 J2 和 Jz 的值，并以它们的值来标记一个系统的角动量量

子态。

假设归一化的量子态 |a,b⟩ 为 J2 和 Jz 共同的本征态，本征值分别为 ah̄2 和 bh̄, 即

J2|a,b⟩= ah̄2|a,b⟩, Jz|a,b⟩= bh̄|a,b⟩. (7.3)

由于角动量 J 的量纲就是 h̄ 的量纲，而 J2 的量纲就是 h̄2 的量纲，因此式中的 a,b 均无

量纲。由于

(a−b2)h̄2 = ⟨a,b|(J2− J2
z )|a,b⟩= ⟨a,b|(J2

x + J2
y )|a,b⟩ ≥ 0. (7.4)

所以很显然

a≥ 0, b2 ≤ a. (7.5)

即，给定一个 J2 的本征值，Jz 的本征值有上下限。

下面，引入两个重要的算符 J+ 和 J−，其定义是

J± = Jx± iJy. (7.6)

很明显，J+ 和 J− 都不是厄密算符，而是互为厄密共轭关系。由于 (7.2) 式，很显然，
[J2,J±] = 0。由此很容易验证，J±|a,b⟩ 仍然是 J2 的本征态，本征值依然为 ah̄2。另外，利

用基本代数关系 (7.1)，很容易验证

[Jz,J±] =±h̄J±. (7.7)

由此即有 Jz(J+|a,b⟩)= (J+Jz+[Jz,J+])|a,b⟩=(J+Jz+ h̄J+)|a,b⟩=(b+1)h̄(J+|a,b⟩),即 J+|a,b⟩
依然为 Jz 的本征态，但是本征值变成了 (b+1)h̄。由此可知 J+|a,b⟩ 必定正比于 |a,b+1⟩，
即 (式中 c+a,b 为复系数)

J+|a,b⟩= c+a,b|a,b+1⟩. (7.8)



7.1 角动量的本征值和本征态 239

正因为如此，人们常常说 J+ 是角动量的升算符，它在 Jz 本征态上的作用会将相应的量子

数升 1。完全类似的，人们也很容易验证，J− 是角动量的降算符，它在 Jz 本征态上的作

用会将相应的量子数降 1，即有

J−|a,b⟩= c−a,b|a,b−1⟩. (7.9)

另一方面，根据 J± 的定义我们很容易验证

J−J+ = J2− Jz(Jz + h̄), J+J− = J2− Jz(Jz− h̄). (7.10)

我们有 (7.8) 式，并且还可以得到它的厄密共轭方程 ⟨a,b|J− = (c+a,b)
∗⟨a,b+ 1|, 将这个共

轭方程和原方程 (7.8) 作内积即有 ⟨a,b|J−J+|a,b⟩= |c+a,b|2。代入 (7.10) 式，可知 |c+a,b|2 =
⟨a,b|J2− Jz(Jz + h̄)|a,b⟩= [a−b(b+1)]h̄2, 即

|c+a,b|
2 = [a−b(b+1)]h̄2. (7.11)

完全类似的，由方程 (7.9) 与其共轭方程的内积，我们可以得到

|c−a,b|
2 = [a−b(b−1)]h̄2. (7.12)

前面我们说了，给定 a, 则 b 的取值有上限，相应的 b 值我们记为 bmax。因此，当我

们不断用 J+ 作用在 |a,b⟩ 上，不断升高 b 时，我们最终一定会到达这个 bmax，这时候相

应的 |a,bmax⟩ 态就不可再升了，也即是说，

J+|a,bmax⟩= 0. (7.13)

将这个方程厄密共轭一下即有 ⟨a,bmax|J− = 0, 从而 ⟨a,bmax|J−J+|a,bmax⟩ = 0。代入 (7.10)
式即有

a−bmax(bmax +1) = 0. (7.14)

同样我们也知道，b 有一个下限 bmin, 当我们不断用 J− 作用在 |a,b⟩ 上，不断降低 b 时,
我们也一定会到达 bmin，这时候必有

J−|a,bmin⟩= 0. (7.15)

相应的共轭方程为 ⟨a,bmin|J+ = 0，从而 ⟨a,bmin|J+J−|a,bmin⟩= 0。代入 (7.10) 式即有

a−bmin(bmin−1) = 0. (7.16)

比较 (7.14) 式和 (7.16) 式，即有 bmax(bmax + 1) = bmin(bmin − 1), 这个式子等价于
(bmax +bmin)(bmax−bmin +1) = 0, 从而即有

bmin =−bmax. (7.17)
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另一方面，我们又可以从 |a,bmin⟩ 态出发，不断用升算符 J+ 作用上去，将 b 从 bmin 开始

逐步升高，每次作用升高 1，最终一直升高到 bmax，由此可见，bmax 与 bmin 之间只能相差

一个非负整数，设为 n ∈ Z+，即

bmax−bmin = n. (7.18)

由此结合前面得到的 bmin =−bmax，我们很容易解出 bmax =−bmin = n/2。记 n/2 = j 为一

个非负的整数或半整数 (即 j = 0,1/2,1,3/2,2, ...)，则我们得到

bmax = j, bmin =− j. (7.19)

代入 (7.14) 式马上得到

a = j( j+1). (7.20)

另外，对于一般性的 |a,b⟩ 态，由于 b 的值只能与 bmax 以及 bmin 相差一个整数，所以所

有可能的 b 都得是整数或半整数，记 b = m, 从角动量的升降过程可知，其可能的取值有
2 j+1 个，分别为

b = m =− j,− j+1,− j+2, ..., j−1, j. (7.21)

综上可知，我们完全可以将标记 J2 与 Jz 共同本征态的两个量子数 a,b 替换成量子数

j,m, 从而可以将 |a,b⟩ 态重记为 | jm⟩，它满足

J2| jm⟩= j( j+1)h̄2| jm⟩, Jz| jm⟩= mh̄| jm⟩. (7.22)

当然，作为厄密算符不同本征值的本征态，我们必有正交归一关系

⟨ j′m′| jm⟩= δ j′ jδm′m. (7.23)

给定 j 但是 m 不同的 2 j+1 个正交态对于 J2 来说都是简并的，这 2 j+1 个态通常称作角

动量的 (j) 多重态 (或者称为角动量的 2 j+1 重态), 它们的所有可能线性叠加就张成了 J2

的简并子空间 H j，H j 内的所有态都具有同样的角动量大小 (即 J2 的值均为 j( j+1)h̄2)。
在前面第 4 章中，对于轨道角动量 L 的本征值和本征态，我们得到过与 (7.22) 式和

(7.23) 式完全类似的式子，只不过在轨道角动量的情形，j 要替换成 l，并且只能取非负整

数，不能取 1/2,3/2, ... 这样的半整数。所以，第 4 章关于轨道角动量本征值本征态的结论
其实是 (7.22) 式的一个特例。(7.22) 式的另外一个特例是电子的自旋角动量，我们知道电
子自旋角动量 Sz 只能取 − 1

2 h̄和 +1
2 h̄,相应的 S2 = S2

x +S2
y +S2

z = 3(1
2 h̄)2 = 3

4 h̄2 = 1
2(

1
2 +1)h̄2,

所以很显然，自旋角动量相当于这里 j = 1
2 的情形，这就是为什么我们常常说电子的自旋

是 1
2，指的就是它的量子数 j 的值，不过，为了强调它是自旋量子数，人们常常将这个量

子数记为 s，对于电子自旋，s = 1
2。奇妙的是，电子的自旋是半整数我们之前完全是从斯

特恩-格拉赫实验的分析中得出的，但是现在，我们通过研究自旋角动量的一般性理论发
现，理论上果然可以允许这样的半整数量子化现象出现！
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电子自旋是角动量量子理论的一个特例这一事实使得人们想到，微观粒子的自旋除了

可以是 1
2 以外，也许还可能取其它值。的确，粒子物理的研究发现，有大量的粒子自旋量

子数 s = 0，称之为标量粒子，比方说 π 介子就是这样的粒子，再比方说所谓的“上帝粒
子”Higgs 粒子也是这样的标量粒子。而且，也存在矢量粒子，比方说光子就是一个矢量
粒子，它的自旋是 1，不过，根据我们刚才的分析，按照道理来说，s = 1 的话，那 m 的取

值应该有 3 个可能性，−1,0,+1，但是光子只有两种线性独立的偏振态，即左旋光和右旋

光，相应于 m = ±1，光子并没有 m = 0 的偏振态！从物理上说也即是，光波是横波，只

有两个横向分量，没有纵向分量。

回到我们的角动量理论。将 |a,b⟩ 态重记为 | jm⟩ 以后，前面的叠加系数 c+a,b 和 c−a,b 当

然也可以分别重记为 c+j,m 和 c−j,m, 而方程 (7.11) 和 (7.12) 就变成

|c+j,m|
2 = [ j( j+1)−m(m+1)]h̄2,

|c−j,m|
2 = [ j( j+1)−m(m−1)]h̄2. (7.24)

另外，由方程 (7.8) 和方程 (7.9) 我们可以得到

J−J+| jm⟩= c+j,mc−j,m+1| jm⟩. (7.25)

代入 J−J+ = J2− Jz(Jz + h̄) 即可得到

[ j( j+1)−m(m+1)]h̄2 = c+j,mc−j,m+1 (7.26)

现在，我们可以通过调节 j 相同 m 不同的各 | jm⟩ 态之间的相对相位，使得叠加系数
c+j,m 为非负实数。具体来说，我们首先调节 | j,− j+ 1⟩ 的相位，使得 c+j,− j > 0, 接着再进
一步调节 | j,− j+2⟩ 的相位，使得 c+j,− j+1 > 0, 如此逐步进行下去，直到 c+j, j−1 > 0，而由

(7.24) 式 c+j, j 显然等于 0，从而就完成了对 c+j,m 的相位调节。进一步，根据 (7.26) 式可知，
如果 c+j,m > 0，则必有 c−j,m+1 > 0，而由 (7.24) 式 c−j,− j 显然等于 0，这样所有的 c−j,m 也成

了非负实数。从而根据 (7.24) 式，我们立即有

c+j,m = h̄
√
[ j( j+1)−m(m+1)],

c−j,m = h̄
√
[ j( j+1)−m(m−1)]. (7.27)

也即

J+| j,m⟩= h̄
√
[ j( j+1)−m(m+1)]| j,m+1⟩,

J−| j,m⟩= h̄
√
[ j( j+1)−m(m−1)]| j,m−1⟩. (7.28)

根据 (7.22) 式和 (7.28) 式，很容易求出 J 任何分量的矩阵元 ⟨ j′,m′|J| j,m⟩, 由正交归
一关系 (7.23) 我们容易看出

⟨ j′,m′|J| j,m⟩ ∝ δ j′ j. (7.29)

由于量子数 j 决定了 J2 的本征值，或者说决定了角动量的大小 ( j 当然不能决定角动量的

“方向”, 这个“方向”由角动量在 z 轴上的投影 mh̄ 决定)，因此这也就是说，角动量算符
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在不同角动量大小的量子态之间的矩阵元必定为 0。因此，我们通常可以取定一个固定的
j 来考察角动量算符的表示矩阵，也即可以取定一个固定的 (j) 多重态来考察角动量算符

的表示矩阵。这是因为，根据 (7.22) 式和 (7.28) 式，J 在 | jm⟩ 态上的作用不会改变量子
数 j。并且，由于简并子空间 H j 中的任意态都可以写成 (j) 多重态的线性叠加，即对于

任意 |ψ⟩ ∈H j, 我们有 |ψ⟩= ∑+ j
m=− j ψm| jm⟩, 式中 ψm 为叠加系数。所以很显然，J 作用在

任何这样的态上，结果将依然是 H j 中的一个态。即任给 |ψ⟩ ∈H j, 必有 J|ψ⟩ ∈H j，或

者说简并子空间 H j 对于角动量算符的作用来说是封闭的。

另一方面，从 (7.22) 式可以看出，Jz 的矩阵元是对角的 (当然是实数)，因为我们的表
象就是 J2,Jz 的共同本征态表象。此外，从 (7.28) 式可以看出，J± 的矩阵元都是实数。进

而由于 Jx = (J++ J−)/2，所以 Jx 的矩阵元也都是实数。而由于 Jy = −i(J+− J−)/2, 所以
Jy 的矩阵元必定为纯虚数。

比方说，对于 j = 1/2 的情形，它的 (1/2) 多重态由 |12 ,−
1
2⟩, |

1
2 ,

1
2⟩ 两个态组成 (也叫

角动量 2 重态)，容易算得角动量算符的相应表示矩阵为

J(
1
2 )

x =

(
⟨1

2 ,
1
2 |Jx|12 ,

1
2⟩ ⟨ 1

2 ,
1
2 |Jx|12 ,−

1
2⟩

⟨1
2 ,−

1
2 |Jx|12 ,

1
2⟩ ⟨

1
2 ,−

1
2 |Jx|12 ,−

1
2⟩

)
=

h̄
2

σx

J(
1
2 )

y =

(
⟨1

2 ,
1
2 |Jy|12 ,

1
2⟩ ⟨ 1

2 ,
1
2 |Jy|12 ,−

1
2⟩

⟨1
2 ,−

1
2 |Jy|12 ,

1
2⟩ ⟨

1
2 ,−

1
2 |Jy|12 ,−

1
2⟩

)
=

h̄
2

σy

J(
1
2 )

z =

(
⟨1

2 ,
1
2 |Jz|12 ,

1
2⟩ ⟨ 1

2 ,
1
2 |Jz|12 ,−

1
2⟩

⟨1
2 ,−

1
2 |Jz|12 ,

1
2⟩ ⟨

1
2 ,−

1
2 |Jz| 12 ,−

1
2⟩

)
=

h̄
2

σz. (7.30)

式中 σx,σy,σz 为 3 个泡利矩阵。这个结果清楚地显示了，电子自旋的确是角动量一般理
论的一个特例。对于电子自旋来说，|12 ,−

1
2⟩ 态也就是 | ↓⟩ 态，而 |

1
2 ,

1
2⟩ 态也就是 | ↑⟩ 态。

规范不变性与自旋

自旋为 1的光子为什么只有 2个偏振分量 (左旋光和右旋光)而不是 3个分量呢？为什
么没有 m = 0的态呢？这不是和我们前面关于角动量的一般性结果矛盾吗？回答是，对于光

子，它的内禀角动量代数其实和我们上面分析用到的角动量代数有所不同。[Si,S j] = ih̄εi jkSk

这样的内禀角动量代数是对于有质量的，能够静止下来的粒子而言的。这时候我们可以取

粒子静止的参考系，在这个参考系里粒子的内禀角动量和通常的角动量一样，可以作三维

旋转，所以代数关系为 [Si,S j] = ih̄εi jkSk。但是，光永远不能静止下来，不存在一个光子静

止的参考系。因此对于任何观察者来说，光都有一个运动方向，光子内禀的运动只能绕着

其运动方向的旋转，不能作任意三维旋转。由于光子的内禀角动量算符只能沿着光子的运

动方向，所以不可能有自旋 0(因为自旋零一定是角动量指向了三维的其它方向，它在这个
方向上的投影才为 0)，因此就只有 m =±1 的左旋光和右旋光。并且，由于电磁场的规范

不变性，即使考虑到光与带电粒子的相互作用，这个结论也不会被改变。

类似的，引力子 (引力波的量子) 自旋是 2，但是由于引力子同样是光速运动，没有一
个静止参考系，因此它的 m 只能取 ±2，分别对应左旋引力子和右旋引力子。而且由于爱
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因斯坦等效原理导致的广义协变性 (这也是一种规范不变性)，即使考虑到引力子的自相互
作用以及引力与物质的相互作用，这个结论也不会被改变。

光子的自旋是 1，引力子的自旋是 2，它们都无质量，分别导致电磁场和爱因斯坦广
义相对论所描述的引力场。人们自然想问，有没有自旋为 3 的无质量粒子呢？如果有的话
岂不说明自然界中还存在一个更不可思议的力场。同样，有没有自旋为 4 甚至自旋更高的
无质量粒子呢？它们会不会对应一些更奇妙的力场呢？为什么实验中没有观测到这些力场

呢？回答是，这样的力场统统不存在，理论上可以证明自然界中不存在自旋为 3 或者更高
自旋的无质量粒子1，证明的基本思想其实很简单，即对于这样的粒子，找不到相应的规

范不变性可以让它们的质量在相互作用下保持为零。

7.1.2 * 旋转群的不可约表示

现在我们来考察旋转变换 U(n,θ) = exp
(
− iθn ·J/h̄

)
在 J2 的简并子空间 H j 中的作

用。由于这样的简并子空间在 J 的作用下封闭，所以我们很容易想到，H j 在任意旋转变

换 U(n,θ) 的作用下应该也封闭。证明其实也很简单，任取 |ψ⟩ ∈H j，根据简并子空间的

定义显然有 J2|ψ⟩= j( j+1)h̄2|ψ⟩，又由于 [J2,J] = 0，所以有 J2U(n,θ) =U(n,θ)J2, 从而
J2
(
U(n,θ)|ψ⟩

)
=U(n,θ)J2|ψ⟩= j( j+1)h̄2(U(n,θ)|ψ⟩

)
, 从而可知 U(n,θ)|ψ⟩ ∈H j。这就

证明了 H j 在任意旋转变换下都封闭。根据我们在上一章所学的知识，这也即是说，H j

构成了空间旋转群的表示空间。

而且，这样的表示空间 H j 必定是不可约表示空间。这是因为角动量升降算符的作用

可以将 H j 上的任何两个正交基矢 | jm⟩ 和 | jm′⟩ 联系起来。这就告诉我们，必定有一个
适当的旋转变换可以将 | jm⟩ 变换到 | jm′⟩，反过来也一样。因此，任何 H j 内部的更小的

子空间都无法在所有旋转变换的作用下保持封闭。也即是说，表示空间 H j 无法再分解成

“更小”的表示空间了，从而 H j 就是旋转群的不可约表示空间。

将旋转变换 U(R) 限制在不可约表示空间 H j 上，我们就可以得到旋转群的一个不可

约表示，记为 ( j) 不可约表示。取 (j) 多重态为 H j 的矢量基，我们就可以将 ( j) 不可约表

示所对应的矩阵形式写出来，它就是如下 (2 j+1)× (2 j+1) 的不可约表示矩阵

D( j)
m1m2(R) = ⟨ jm1|U(R)| jm2⟩. (7.31)

而且由于旋转变换本身是旋转群的表示，即U(R1)U(R2)=U(R1R2),我们有 ⟨ jm1|U(R1)U(R2)| jm3⟩=
⟨ jm1|U(R1R2)| jm3⟩，在U(R1)和U(R2)的中间插入H j空间上的封闭性关系 ∑m2 | jm2⟩⟨ jm2|=
1，即有

∑
m2

⟨ jm1|U(R1)| jm2⟩⟨ jm2|U(R2)| jm3⟩= ⟨ jm1|U(R1R2)| jm3⟩, (7.32)

用不可约表示矩阵来写即是

∑
m2

D( j)
m1m2(R1)D

( j)
m2m3(R2) = D( j)

m1m3(R1R2). (7.33)

1除非这些粒子根本不和任何东西 (包括它们自身) 相互作用，如果这样的话那它的存在对我们毫无意义，
我们也无法观测它们。
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很显然，旋转群的群乘法正好对应于不可约表示矩阵的矩阵乘法。实际上，由于旋转变换

U(R) 是幺正变换，相应的不可约表示矩阵一定是幺正矩阵，也即有

Dm′m(R−1) = D∗mm′(R). (7.34)

我们也有 U(R)| jm⟩= ∑m′ | jm′⟩⟨ jm′|U(R)| jm⟩= ∑m′ | jm′⟩D
( j)
m′m(R)，即

U(R)| jm⟩= ∑
m′
| jm′⟩D( j)

m′m(R). (7.35)

这正好反应了旋转群的不可约表示矩阵就是旋转变换在 H j 空间的 (j) 多重态表象中的表

示矩阵。

以上我们只谈到任意一个单独的不可约表示空间 H j，以及相应的不可约表示，而整

个希尔伯特空间当然可以正交分解成许多不可约表示空间的直和，即

H = ...⊕H j⊕ ...⊕H j′⊕ ... (7.36)

而旋转变换 U(R) 在整个希尔伯特空间上的作用就可以表示成一个很大的块对角化矩阵，

其中每一个对角块相应于一个不可约表示矩阵。块对角化的原因是，每一个不可约表示空

间在旋转变换的作用下都封闭，所以不同的不可约表示空间无法在旋转变换的作用下相互

过渡，因此就造成了块对角化，等价地说这也就是 ⟨ j′m′|U(R)| jm⟩ ∝ δ j′ j。

7.1.3 习题

1. 请证明 ⟨ jm|Jx| jm⟩ = ⟨ jm|Jy| jm⟩ = 0，并计算 ⟨ jm|J2
x | jm⟩ 和 ⟨ jm|J2

y | jm⟩。进而验证
角动量算符满足海森堡不确定关系。

2. (本题来源于 J.J.Sakurai, Jim Napolitano, Modern Quantum Mechanics, 习题) 对
于角动量的 j = 1 不可约表示。

1) 请显示计算如下 3×3 矩阵，

⟨ j = 1,m′|Jy| j = 1,m⟩.

2) 请证明在 j = 1 情形，

exp(−iJyβ/h̄) = 1− i
(Jy

h̄

)
sinβ −

(Jy

h̄

)2
(1− cosβ ).

3) 请利用上面结果证明，不可约表示矩阵 ⟨ j = 1,m′|exp(−iJyβ/h̄)| j = 1,m⟩ 为
1
2(1+ cosβ ) − 1√

2
sinβ 1

2(1− cosβ )
1√
2

sinβ cosβ − 1√
2

sinβ
1
2(1− cosβ ) 1√

2
sinβ 1

2(1+ cosβ )

 .

3. 试证如果 n, n′ 为三维空间的两个普通矢量 (不是算符), 则有

[J ·n,J ·n′] = ih̄(n×n′) ·J.

但如果 n, n′ 为两个矢量算符，请证明

[J ·n,J ·n′] =−ih̄(n×n′) ·J.
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7.2 角动量合成

我们经常会碰到将两个电子的自旋耦合在一起，或者将一个电子的轨道角动量与自旋

角动量耦合在一起的问题。这一节就是要研究如何一般性地处理这样的问题。为此，我们

假设一个系统的物理自由度可以分成两部分，这样的两部分可以是一个双电子系统的两个

电子，也可以是一个绕核运动的电子的自旋部分和轨道运动部分。为了表达清楚起见，我

们分别称这两部分为“粒子 1”和“粒子 2”。假设“粒子 1”的希尔伯特空间为 H1，“粒

子 2”的希尔伯特空间为 H2。再假设在“粒子 1”的 H1 上取矢量基 {|n1⟩,n1 = 1,2,3...}，
在“粒子 2”的 H2 上取矢量基 {|n2⟩,n2 = 1,2,3...}，则整个系统的任意量子态 |ψ⟩ 当然可
以写成矢量基 |n1⟩|n2⟩ 的线性叠加，从而具有下面的形式

|ψ⟩= ∑
n1,n2

ψn1,n2 |n1⟩|n2⟩. (7.37)

人们通常把所有这种形式的量子态所构成的希尔伯特空间称作 H1 与 H2 的张量积，记为

H1⊗H2。因此，我们这里整个系统的希尔伯特空间 H 就是，

H = H1⊗H2. (7.38)

7.2.1 角动量合成规则

当然，我们要处理的是角动量问题。因此假设“粒子 1”的角动量为 J1，“粒子 2”的
角动量为 J2，则系统的总角动量为

J = J1 +J2. (7.39)

由于 J1 和 J2 分别作用在两个不同的希尔伯特空间 H1 和 H2 上，所以这两个角动量算符

显然相互对易。

由于 J1、J2 相互对易，人们很容易看出 J2
1、J2

2、J1z、J2z 这四个算符两两对易。所以对

于描述整个系统的角动量量子态而言，我们可以取这四个算符共同的本征态，| j1 j2;m1m2⟩。
当然，我们可以将这四个算符分成“粒子 1”的算符和“粒子 2”的算符两部分，对于“粒
子 1”的算符 J2

1 和 J1z，其本征态为 | j1m1⟩。同样，对于“粒子 2”的算符 J2
2 和 J2z，其本

征态为 | j2m2⟩。这样整个系统的角动量本征态又可以写成 | j1m1⟩| j2m2⟩，也即是说

| j1 j2;m1m2⟩= | j1m1⟩| j2m2⟩. (7.40)

当然，给定 j1, m1 的取值范围是 − j1,− j1 +1, ..., j1−1, j1, 类似的，给定 j2, m2 的取值范

围是 − j2,− j2 +1, ..., j2−1, j2。

但是，我们显然也可以从整个系统总的希尔伯特空间 H 的角度来考察问题。这时候

可以证明，我们同样可以将描述整个系统角动量量子态的四个算符选为 J2
1、J2

2、J2、Jz，这

里 Jz 是总角动量 J 的 z 分量。要证明这种选择同样合适，只需证明这四个算符两两对易，

从而有共同的本征态。很显然，我们真正需要证明的是，J2
1 与 J2 对易，与 Jz 也对易，同

样 J2
2 也与 J2 对易，同时与 Jz 对易。
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由于 Jz = J1z + J2z，其中角动量代数关系告诉我们 [J1z,J2
1] = 0，而 J2z 与 J2

1 是相互独

立的自由度，所以显然也有 [J2z,J2
1] = 0。从而我们马上有 [Jz,J2

1] = 0。同理也有 [Jz,J2
2] = 0。

为了证明 J2 与 J2
1 对易，我们利用 J2 = (J1 +J2)

2 = J2
1 +J2

2 +2J1 ·J2。很显然，要证

明 J2 与 J2
1 对易，其实只需证明 J1 · J2 与 J2

1 对易，因为其它部分的对易子为 0 是显然
的。而由于角动量代数告诉我们 [J1,J2

1] = 0，而且 J2 与 J2
1 作用在两个不同的希尔伯特空

间上，从而也有 [J2,J2
1] = 0，因此 J1 ·J2 的确与 J2

1 对易。这就证明了 [J2,J2
1] = 0，类似的

也有 [J2,J2
2] = 0。

这样我们就证明了 J2
1、J2

2、J2、Jz 两两对易，从而有共同的本征态，记为 | j1 j2; jm⟩,
它满足

J2
1| j1 j2; jm⟩= j1( j1 +1)h̄2| j1 j2; jm⟩,

J2
2| j1 j2; jm⟩= j2( j2 +1)h̄2| j1 j2; jm⟩

J2| j1 j2; jm⟩= j( j+1)h̄2| j1 j2; jm⟩,

Jz| j1 j2; jm⟩= mh̄| j1 j2; jm⟩. (7.41)

因此为了表示整个系统的角动量量子态，我们有两种选择，其一是使用 | j1 j2;m1m2⟩，
其二是使用 | j1 j2; jm⟩。很显然，这两种选择有共同的 j1 和 j2，但是第一种选择 | j1 j2;m1m2⟩
是用两个“粒子”各自的 J1z 和 J2z 的本征态来描述系统，是角动量的无耦合表象。而第二

种选择 | j1 j2; jm⟩ 是用系统总的 J2 和 Jz 的本征态来描述角动量量子态，是角动量的耦合

表象。给定 j1, j2，我们有时候也将无耦合表象的 | j1 j2;m1m2⟩ 记为 |m1m2⟩ j1 j2，将耦合表

象的 | j1 j2; jm⟩ 记为 | jm⟩ j1 j2。给定 j1, j2 和一个可能的 j, 不同 m 的 2 j+1 个 | jm⟩ j1 j2 态

就构成了总角动量的一个 (j) 多重态。

既然只是不同的表象，| j1 j2;m1m2⟩ 和 | j1 j2; jm⟩ 当然是互为对方的线性组合的关系。
比方说，我们有

| j1 j2; jm⟩= ∑
m1,m2

| j1 j2;m1m2⟩⟨ j1 j2;m1m2| j1 j2; jm⟩. (7.42)

这里我们利用了无耦合表象的封闭性关系 ∑m1,m2 | j1 j2;m1m2⟩⟨ j1 j2;m1m2|= 1。式 (7.42) 中
的表象变换矩阵 ⟨ j1 j2;m1m2| j1 j2; jm⟩就是 Clebsch-Gordan系数，它常常也被记为C j1 j2( jm;m1m2)，

或者利用维格纳的 3− j 符号来标记，

⟨ j1 j2;m1m2| j1 j2; j3,−m3⟩= (−1) j1− j2−m3
√

2 j3 +1

(
j1 j2 j3

m1 m2 m3

)
. (7.43)

将 Jz 作用在 (7.42) 式左边，可以得到

Jz| jm⟩ j1 j2 = mh̄| jm⟩ j1 j2 = ∑
m1,m2

mh̄|m1m2⟩ j1 j2C j1 j2( jm;m1m2). (7.44)

但是由于 Jz = J1z + J2z，所以我们可以等价地用 J1z + J2z 作用在等式 (7.42) 的右边，从而
得到

Jz| jm⟩ j1 j2 = ∑
m1,m2

(m1 +m2)h̄|m1m2⟩ j1 j2C j1 j2( jm;m1m2). (7.45)
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将以上的两个结果相减就有

0 = ∑
m1,m2

(m1 +m2−m)h̄|m1m2⟩ j1 j2C j1 j2( jm;m1m2). (7.46)

由于基矢 | j1 j2;m1m2⟩ 相互之间线性无关，因此这个式子要成立除非

(m1 +m2−m)C j1 j2( jm;m1m2) = 0. (7.47)

这也即是说，仅当 m1 +m2 = m 时，Clebsch-Gordan 系数才可能非 0。
下一个我们要解决的问题是，给定 j1, j2，耦合表象的总角动量量子数 j 可以取哪些

可能值？答案很简单，利用经典物理矢量合成的图像我们可以知道，当 J1 和 J2 反平行时，

它们合成出来的总角动量最小，这个最小的 j = | j1− j2|，相反，当 J1 和 J2 平行时，它们

合成出来的总角动量最大，这个最大的 j = j1 + j2。所以，在量子力学的层次上，j 的可能

取值为 (对于其它的 j 值，相应的 Clebsch-Gordan 系数为 0)

| j1− j2|, | j1− j2|+1, ...., j1 + j2−1, j1 + j2. (7.48)

而且，当将 j1 和 j2 进行合成时，以上每一个可能的 j 都仅仅只能出现一次，不能重复出

现。以上就是角动量合成规则。下面我们所要做的，就是证明这一角动量合成规则。

角动量合成规则的证明

Figure 7.1: 角动量合成规则的证明。其中所有 (m1,m2)点构成了一个沿水平方向有 2 j1+1

个点，沿竖直方向有 2 j2 +1 个点的矩形。

图 (7.1) 是我们证明角动量合成规则的关键。图中每一个黑点代表无耦合表象中的
一个正交归一态，黑点 (m1,m2) 就代表 |m1m2⟩ j1 j2 态。图中每一根斜着的虚线有固定的

m = m1 +m2，由于给定一个 m，有多个可能的 (m1,m2) 对，所以每一根虚线上通常有多个

黑点，这样的虚线代表总 Jz 的简并子空间，我们称之为 m 虚线或 m 层虚线。m 虚线上的

那些黑点构成了相应 Jz 简并子空间的一个正交归一矢量基。
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总角动量 J 的每一个 (j) 多重态对于图 (7.1) 中的一根蓝线，我们称之为 j 蓝线，它

总是从右上方的 m = j 虚线开始，在总角动量降算符 J− 的作用下沿着箭头逐层降到左下

方的 m =− j 虚线。而每一个 j 蓝线与 m 虚线的交点 ( j,m) 都代表耦合表象中的一个正交

归一态 | jm⟩ j1 j2。一根 j 蓝线必定要和 2 j+1根虚线相交 (包括起点和终点在内)，这 2 j+1

个交点刚好对应耦合表象 (j) 多重态的 2 j+1 个态。一根固定虚线与所有蓝线的交点所代

表的态和这根虚线上黑点代表的态当然不同，但它们都张成了 Jz 的简并子空间，因此互

为线性组合关系。

值得强调的是，图 (7.1)中的蓝线，包括它们与虚线的交点，都仅仅只是示意性的。所
以图形看起来对不对称其实都没有关系。

对于每一层虚线，其上面的黑点数与这根虚线和所有蓝线的交点数必须相等。因为它

们只是用两个不同的表象来表示同一个 m 值固定的 Jz 简并子空间。因此，两种不同表示

线性独立的态数目当然要相等。比方说，在我们给出的示意性图中，黑点数最多的虚线上

只有 5 个黑点，所以我们只能画 5 根蓝线。
画这些蓝线多重态时，我们是从最右上角 m = j1+ j2 虚线仅有的一个态开始，把它降

到最左下角，从而就画出最长的那根蓝线，显然，它对应 j = j1 + j2。接着，我们再从下

一层虚线，即 m = j1 + j2−1 虚线 (因为这一层虚线上有两个黑点，因此可以再和一根蓝
线相交) 开始画次长的蓝线，显然它对应 j = j1 + j2−1，以此类推。很显然，对于每一个

可能的 (j) 多重态，相应的蓝线都只能画出唯一一条。这就告诉我们，j1 和 j2 耦合出来的

每一个可能的 j 都只能出现一次。在图 (7.1) 所示 j1 > j2 的情形中，这些蓝线中最后画

的那根，也就是最短的那根蓝线一定对应 j = j1− j2。这是因为，从图形右上角往左下角

走，虚线上的黑点数逐层增加 1，一直增加到 m = j1− j2 虚线为止，而最短的蓝线就起于

这根虚线。读者很容易明白，对于一般性的情况，最短的这根蓝线必定为 | j1− j2|。从图
(7.1) 中很容易看出来，相邻蓝线的 j 值刚好相差 1，因此从最短的蓝线到最长的蓝线，所
有可能的 j 值必定为

| j1− j2|, | j1− j2|+1, ...., j1 + j2−1, j1 + j2. (7.49)

这其实就已经完成了我们的证明。

值得指出的是，由于每一根虚线和所有蓝线的交点数刚好等于这根虚线上的黑点数，

所以整个图形蓝线与虚线的交点总数必定等于图形中的黑点总数。这也即是说，耦合表象

的正交归一基矢总数刚好等于无耦合表象的正交归一基矢总数。这是因为，不同的表象之

间只是基矢变换，当然不会改变基矢数目，也就是不会改变希尔伯特空间维数。

Clebsch-Gordan 系数

作为两个不同表象之间的变换矩阵，Clebsch-Gordan系数 C j1 j2( jm;m1m2)当然是一个

幺正矩阵。而且事实上，我们可以将所有 Clebsch-Gordan系数取为实数，因此 ⟨ j1 j2; jm| j1 j2;m1m2⟩=
⟨ j1 j2;m1m2| j1 j2; jm⟩，即表象反变换的矩阵 ⟨ j1 j2; jm| j1 j2;m1m2⟩ 和之前我们研究的正变换
⟨ j1 j2;m1m2| j1 j2; jm⟩ 一样，从而我们只需要同一组 Clebsch-Gordan 系数 C j1 j2( jm;m1m2)。
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另外，实的幺正矩阵当然也就是正交矩阵，从而满足正交关系

∑
m1,m2

C j1 j2( jm;m1m2)C j1 j2( j′m′;m1m2) = δ j j′δmm′

∑
j,m

C j1 j2( jm;m1m2)C j1 j2( jm;m′1m′2) = δm1m′1
δm2m′2

. (7.50)

特别的，在上式的第一个式子中令 j′ = j,m′ = m，就有

∑
m1,m2

∣∣C j1 j2( jm;m1m2)
∣∣2 = 1. (7.51)

由于 C j1 j2( jm;m1m2) = ⟨ j1 j2;m1m2| j1 j2; jm⟩，所以上面的这个式子实际上是量子态 | jm⟩ j1 j2

在无耦合表象中的归一化关系。

为了计算 Clebsch-Gordan 系数，有一个递推关系非常有用。为了推导这个递推关系，
我们将从表象变换的 (7.42) 式出发，我们将它重写如下

| jm⟩ j1 j2 = ∑
m1,m2

|m1m2⟩ j1 j2C j1 j2( jm;m1m2). (7.52)

我们用 J± = J1±+ J2± 分别作用在上式左右两边，并利用角动量的升降关系式 (7.28)，就
可以得到 √

j( j+1)−m(m±1)| j,m±1⟩ j1 j2

= ∑
m1,m2

√
j1( j1 +1)−m1(m1±1)|m1±1,m2⟩ j1 j2C j1 j2( jm;m1m2)

+ ∑
m1,m2

√
j2( j2 +1)−m2(m2±1)|m1,m2±1⟩ j1 j2C j1 j2( jm;m1m2).

用 |m1m2⟩ j1 j2 去和这个式子做内积，就能得到√
j( j+1)−m(m±1)C j1 j2( j,m±1;m1m2)

=
√

j1( j1 +1)− (m1∓1)m1C j1 j2( jm;m1∓1,m2)

+
√

j2( j2 +1)− (m2∓1)m2C j1 j2( jm;m1,m2∓1). (7.53)

这就是 Clebsch-Gordan 系数的递推关系，可以证明，根据这个递推关系式和前面的归一
化关系 (7.51)，原则上我们就可以计算出所有的 Clebsch-Gordan 系数。

关于如何一般性地利用上面的递推关系计算 Clebsch-Gordan 系数，我们推荐读者参
考 J.J. Sakurai, Jim Napolitano, Modern Quantum Mechanics, Chapter 3, section 3.8. 我
们这里只直接给出两种情形的 Clebsch-Gordan 系数。

第一种情形就是轨道角动量与自旋耦合的情形，这时候 j1 = l 为整数 (不妨进一步假
定 l 非零)， j2 = s = 1

2。很显然，根据角动量合成规则，这时候总角动量 j 仅有两种可能

性， j = l± 1
2。相应的 Clebsch-Gordan 系数为

| j = l± 1
2
,m⟩l 1

2
=±

√
l±m+ 1

2
2l +1

|m− 1
2
,
1
2
⟩l 1

2

+

√
l∓m+ 1

2
2l +1

|m+
1
2
,−1

2
⟩l 1

2
. (7.54)
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第二种情形就是两个电子自旋耦合情形。这种情形是我们在第 4 章中仔细研究过的。
这时候， j1 = j2 = 1

2。耦合的总角动量 j 只有两种取值， j = 0 和 j = 1，分别对应自旋单

态和自旋 3 重态。相应的 Clebsch-Gordan 系数我们在第 4 章中已经给出过了，结果为

|0,0⟩= 1√
2
(| ↑↓⟩− | ↓↑⟩) , (7.55)

以及

|1,+1⟩= | ↑↑⟩, |1,0⟩= 1√
2
(| ↑↓⟩+ | ↓↑⟩) , |1,−1⟩= | ↓↓⟩. (7.56)

式中我们已经将无耦合表象的 |12
1
2⟩ 1

2
1
2
态简记为 | ↑↑⟩，将 |12 −

1
2⟩ 1

2
1
2
记为 | ↑↓⟩, |− 1

2
1
2⟩ 1

2
1
2
记

为 | ↓↑⟩, |− 1
2 −

1
2⟩ 1

2
1
2
记为 | ↓↓⟩。

7.2.2 * 旋转群不可约表示的直乘分解

很显然，旋转变换 U(n,θ) 在不可约表示空间 H j1 上的作用为，exp
(
− iθn ·J1/h̄

)
H j1 ,

同样，U(n,θ) 在不可约表示空间 H j2 上的作用为 exp
(
− iθn · J2/h̄

)
H j2。因此，U(n,θ)

在张量积空间 H j1 ⊗H j2 上的作用即为 exp
(
− iθn · J1/h̄

)
exp
(
− iθn · J2/h̄

)
H j1 ⊗H j2 =

exp
(
− iθn ·J/h̄

)
H j1⊗H j2 , 式中 J = J1 +J2。

由此可见，两个不可约表示的张量积 H j1⊗H j2 依然是旋转群的表示空间。这时候旋

转变换的生成元是 J1 和 J2 的合成，相应的表示空间通常是可约的。根据前面证明的角动

量合成规则，我们可以将旋转群的这个张量积表示空间 H j1 ⊗H j2 按照合成后的生成元 J
的不可约表示空间进行正交分解，角动量合成规则告诉我们，分解的结果必定为

H j1⊗H j2 = H| j1− j2|⊕H| j1− j2|+1⊕ ...⊕H j1+ j2−1⊕H j1+ j2 . (7.57)

将旋转变换限制在不可约表示空间 H j 上，我们就有不可约表示 ( j)，进而也常常把上面

的张量积分解方程写成

( j1)⊗ ( j2) = (| j1− j2|)⊕ (| j1− j2|+1)⊕ ...⊕ ( j1 + j2−1)⊕ ( j1 + j2). (7.58)

通常称 ( j1)⊗ ( j2) 为两个不可约表示的直乘，而上面的方程就称之为旋转群不可约表示的

直乘分解。

现在，在 H j1⊗H j2 上选取基矢量 | j1m1⟩| j2m2⟩, 并利用 Clebsch-Gordan 系数将之重
新写成

| j1m1⟩| j2m2⟩= ∑
j,m
| jm⟩ j1 j2C j1 j2( jm;m1m2). (7.59)

将旋转变换 U(R) 作用在这个式子左右两边，并利用 (7.35) 式，我们即有

∑
m′1,m

′
2

| j1m′1⟩| j2m′2⟩D
( j1)
m′1m1

(R)D( j2)
m′2m2

(R)

=∑
j,m

∑
m′
| jm′⟩ j1 j2D( j)

m′m(R)C j1 j2( jm;m1m2). (7.60)
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将这个式子左右两边分别和下式左右两边做内积，

| j1m′1⟩| j2m′2⟩= ∑
j,m′
| jm′⟩ j1 j2C j1 j2( jm′;m′1m′2). (7.61)

则我们就可以得到

D( j1)
m′1m1

(R)D( j2)
m′2m2

(R) = ∑
j,m′,m

D( j)
m′m(R)C j1 j2( jm′;m′1m′2)C j1 j2( jm;m1m2). (7.62)

这个结果就是不可约表示矩阵的直乘分解关系。

7.2.3 习题

1. 请证明维格纳 3− j 符号
( j1 j2 j3

m1 m2 m3

)
仅在同时满足下面这些条件时才可能非零:

m1 +m2 +m3 = 0, j1 + j2 + j3 为整数，且 ( j1, j2, j3) 可以构成一个三角形的三个边长。

7.3 * 不可约张量算符与 Wigner-Eckart 定理

不可约张量算符

在上一章中，我们定义了矢量算符 Vi(i = 1,2,3 为三维直角坐标分量)，我们说它就是
在旋转变换下按照下式变换的一组算符

U−1(R)ViU(R) = Ri jVj. (7.63)

这里 Ri j 是 3×3的空间旋转矩阵的矩阵元。在上式中，将 R替换成 R−1，并利用 U(R−1) =

U−1(R)，以及对于 3× 3 的空间旋转矩阵，R−1 = RT (因为它是正交矩阵)，我们就可以把
上面这个式子改写成如下等价形式

U(R)ViU−1(R) =VjR ji. (7.64)

注意，(7.63) 式和 (7.64) 式都使用了求和约定，(7.63) 式右边是 Ri j 的列指标和 Vj 的指

标进行求和，而 (7.64) 式右边是 R ji 的行指标和 Vj 的指标进行求和。之所以做这样的改

写，是因为在上一章中，算符的变换关系和量子态的变换关系是相反的 (在上一章中我们
说，这是因为我们可以认为量子态不变，是实验仪器在“反向旋转”)，而做了 (7.64) 式
这样的等价改写之后，算符的变换关系就很类似于量子态的变换关系了，因为现在它们都

是“正向旋转”了。后文我们将会看到，算符和量子态“同向变换”的这一处理会带来一

些方便。

(7.64) 式只适用于 3 维空间矢量算符。其中的旋转矩阵 Ri j 实际上可以看成是旋转群

j = 1 的不可约表示矩阵，只不过我们不是在 | j = 1,m⟩ 这样的基中写这一表示矩阵而已。
但这样看待 (7.64) 式的话，我们就很容易想到可以推广它。因为现在我们可以有更一般的
不可约表示矩阵 D( j)

m′m(R)，这使得我们想到，可以将 (7.64) 式推广成

U(R)T (k)
q U−1(R) = ∑

q′
T (k)

q′ D(k)
q′q(R). (7.65)
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我们称按照这样的式子变换的一组算符 T (k)
q 为不可约张量算符。比较上面的 (7.65) 式和

之前的 (7.35) 式，我们发现，其实 T (k)
q 的变换关系和 J2,Jz 共同本征态 |kq⟩ 的变换关系

完全一样，只不过由于 T (k)
q 是算符，所以旋转变换 U(R) 在它上面的作用方式有所不同而

已。

不仅如此，我们还可以进一步考察 T (k)
q | jm⟩ 的变换关系。利用 (7.35) 式和 (7.65) 式，

我们有

U(R)
(
|T (k)

q | jm⟩⟩
)
=U(R)T (k)

q U−1(R)U(R)| jm⟩

= ∑
q′,m′

T (k)
q′ | jm

′⟩D(k)
q′q(R)D

( j)
m′m(R). (7.66)

可见 T (k)
q | jm⟩ 的变换关系和角动量无耦合表象态 |kq⟩| jm⟩ = |k j;qm⟩ 的变换关系一样。因

此它当然也可以按照耦合表象来进行重新组合，并且会满足同样的角动量合成规则，只不

过现在我们合成的是旋转群的 (k) 不可约表示和 ( j) 不可约表示 (分别相当于前面角动量
合成规则中的 j1 和 j2)。由此我们立即可以得到下面的选择定则 (它的严格证明可以从后
面将要讨论的 Wigner-Eckart 定理中推论得到)，即

⟨α ′ j′m′|T (k)
q |α jm⟩= 0, unless |k− j| ≤ j′ ≤ k+ j, m′ = m+q. (7.67)

式中 α,α ′ 是系统除角动量算符之外其它算符的量子数。
为了具体构造不可约张量算符，我们注意到第 4 章学过的与球谐函数密切相关的 l 阶

齐次函数 Glm(x) = rlYlm 是角动量算符 J2 和 Jz 共同的本征函数，因此在空间旋转之下，

Glm(x) 和 (l) 不可约表示的基矢 |lm⟩ 一样变换。现在我们只要把普通矢量 x 替换成一般
的矢量算符 V，就可以得到不可约张量算符 T (l)

m ,

T (l)
m = Glm(V). (7.68)

比方说，由 G1,±1 ∼∓ x±iy√
2

, G1,±1 ∼ z，我们容易将矢量算符重新组合成标准的 1 阶不可约
张量算符

T (1)
±1 =∓

Vx± iVy√
2

, T (1)
0 =Vz. (7.69)

从而根据上面的一般性选择定则，我们就有选择定则 (假定 j > 0)

⟨α ′ j′m′|Vx|α jm⟩= ⟨α ′ j′m′|T (1)
−1 −T (1)

1 |α jm⟩/
√

2

= 0 unless j′ = j±1, m′ = m±1.

⟨α ′ j′m′|Vz|α jm⟩= ⟨α ′ j′m′|T (1)
0 |α jm⟩

= 0 unless j′ = j±1, m′ = m. (7.70)

这个选择定则对于决定原子的偶极辐射来说非常重要。

当然，由于不可约张量算符 T ( j)
m 与 | jm⟩ 态的变换关系一样，所以我们也可以从任意

两组不可约张量算符 A( j1)
m1 和 B( j2)

m2 出发，利用 Clebsch-Gordan 系数合成出一些新的不可
约张量算符 T ( j)

m 。
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Wigner-Eckart 定理

利用 D(k)
q′q(R) = ⟨kq′|U(R)|kq⟩, 并取绕 n 轴的 θ 角旋转，我们可以将不可约张量算符

的定义式 (7.65) 重写为

U(n,θ)T (k)
q U−1(n,θ) = ∑

q′
T (k)

q′ ⟨kq′|U(n,θ)|kq⟩. (7.71)

取 θ = ε 为无穷小旋转，代入上式并将等式两边展开到 ε 的一阶项，就可以得到

[J ·n,T (k)
q ] = ∑

q′
T (k)

q′ ⟨kq′|J ·n|kq⟩. (7.72)

将上式中的 J ·n 替换成 J±，就可以得到

[J±,T
(k)

q ] = h̄
√

k(k+1)−q(q±1)T (k)
q±1. (7.73)

将 (7.72) 式中的 J ·n 替换成 Jz，就可以得到

[Jz,T
(k)

q ] = qh̄T (k)
q . (7.74)

下面我们来证明关于不可约张量算符矩阵元的 Wigner-Eckart 定理。我们首先写出定
理的表述，然后再给出证明。

Wigner-Eckart 定理: 不可约张量算符在角动量本征态上的矩阵元满足

⟨α ′, jm|T ( j1)
m1 |α, j2m2⟩=C j1 j2( jm;m1m2) · ⟨α ′, j∥T ( j1)∥α, j2⟩. (7.75)

式中用双竖线表达的矩阵元不依赖于量子数 m1,m2,m。

为了证明Wigner-Eckart定理，我们实际上只需要证明所关心的矩阵元 ⟨α ′, jm|T ( j1)
m1 |α, j2m2⟩

满足和 Clebsch-Gordan 系数一样的递推关系式 (7.53), 这是因为对于任何给定的 j1, j2 和

j，这样的递推关系式可以将 Clebsch-Gordan 系数确定到仅仅相差一个整体的常数，这个
常数就对应 (7.75) 中用双竖线表达的待定矩阵元。

为此，我们利用 [J∓,T
( j1)

m1 ] = h̄
√

j1( j1 +1)−m1(m1∓1)T ( j1)
m1∓1, 从而就可以得到

⟨α ′, jm|[J∓,T ( j1)
m1 ]|α, j2m2⟩

=h̄
√

j1( j1 +1)−m1(m1∓1)⟨α ′, jm|T ( j1)
m1∓1|α, j2m2⟩ ⇐⇒

⟨α ′, jm|J∓T ( j1)
m1 |α, j2m2⟩= ⟨α ′, jm|T ( j1)

m1 J∓|α, j2m2⟩

+h̄
√

j1( j1 +1)−m1(m1∓1)⟨α ′, jm|T ( j1)
m1∓1|α, j2m2⟩. (7.76)

代入角动量量子态的升降关系 J∓| j2m2⟩ = h̄
√

j2( j2 +1)−m2(m2∓1)| j2,m2± 1⟩, 以及它的
厄密共轭式 ⟨ jm|J∓ = h̄

√
j( j+1)−m(m±1)⟨ j,m±1|, 我们就可以得到√

j( j+1)−m(m±1)⟨α ′, j,m±1|T ( j1)
m1 |α, j2m2⟩

=
√

j1( j1 +1)−m1(m1∓1)⟨α ′, jm|T ( j1)
m1∓1|α, j2m2⟩

+
√

j2( j2 +1)−m2(m2∓1)⟨α ′, jm|T ( j1)
m1 |α, j2,m2∓1⟩. (7.77)
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很显然这个递推关系和 Clebsch-Gordan 系数的递推关系 (7.53) 其实是一样的。这就
证明，给定 j1, j2 和 j，递推的结果 ⟨α ′, jm|T ( j1)

m1 |α, j2m2⟩ 只能与 Clebsch-Gordan 系数
C j1 j2( jm;m1m2)相差一个不依赖于 m1,m2,m的整体常数。这就完成了对Wigner-Eckart定
理的证明。

利用 Wigner-Eckart 定理，我们还可以证明如下定理：对于矢量算符 V，我们有

⟨α ′, jm′|Vq|α, jm⟩= ⟨α
′, jm|J ·V|α, jm⟩

j( j+1)h̄2 ⟨ jm′|Jq| jm⟩. (7.78)

为了证明这一定理，我们首先注意到根据 Wigner-Eckart 定理，对于标量算符 S，必

有 ⟨α ′, j′m′|S|α, jm⟩ = δ j′ jδm′m⟨α ′, j∥S∥α, j⟩。J ·V 当然是一个标量算符，所以 ⟨α ′, jm|J ·
V|α, jm⟩必定不依赖于 m。另一方面，J ·V = JzVz+

1
2(J−V++J+V−)(式中 V± =Vx± iVy)，因

此

⟨α ′, jm|J ·V|α, jm⟩= mh̄⟨α ′, jm|Vz|α, jm⟩

+
1
2

h̄
√

j( j+1)−m(m+1)⟨α ′, j,m+1|V+|α, jm⟩

+
1
2

h̄
√

j( j+1)−m(m−1)⟨α ′, j,m−1|V−|α, jm⟩. (7.79)

利用关于Vq的Wigner-Eckart定理，很容易看出上式最终的结果必定具有 c jm⟨α ′, j∥V∥α, j⟩
的形式，式中 c jm 与 α,α ′ 以及与算符 V无关。但是，我们刚刚又论证过 ⟨α ′, jm|J ·V|α, jm⟩
不依赖于 m，所以 c jm = c j，即

⟨α ′, jm|J ·V|α, jm⟩= c j⟨α ′, j∥V∥α, j⟩. (7.80)

在上面的式子 (7.80) 中取 V = J，并取 α ′ = α，就可以得到

j( j+1)h̄2 = c j⟨α, j∥J∥α, j⟩. (7.81)

代入 (7.80) 式消去 c j，即有

⟨α ′, jm|J ·V|α, jm⟩= j( j+1)h̄2 ⟨α ′, j∥V∥α, j⟩
⟨α, j∥J∥α, j⟩

. (7.82)

又根据 Vq 和 Jq 的 Wigner-Eckart 定理，可以得到

⟨α ′, jm′|Vq|α, jm⟩
⟨α, jm′|Jq|α, jm⟩

=
⟨α ′, j∥V∥α, j⟩
⟨α, j∥J∥α, j⟩

. (7.83)

将这个结果代入 (7.82) 式，就可以得到

⟨α ′, jm|J ·V|α, jm⟩= j( j+1)h̄2 ⟨α ′, jm′|Vq|α, jm⟩
⟨α, jm′|Jq|α, jm⟩

. (7.84)

将这个式子整理一下就是我们要证明的结果。
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7.3.1 习题

1. 原子的磁矩 µ⃗ 具有如下形式

µ⃗ =
−e
2me

(
gLL+gsS

)
. (7.85)

式中 L 为原子的总轨道角动量，S 为原子的总自旋角动量。根据Wigner-Eckart 定理的推
论，

⟨α, jm′ |⃗µ|α, jm⟩= −e
2me

geff⟨ jm′|J| jm⟩, (7.86)

请导出其中 geff 的表达式，并证明对于 gL = 1,gs = 2 的情形

geff = 1+
j( j+1)− l(l +1)+ s(s+1)

2 j( j+1)
, (7.87)

这就是所谓的兰德 (Lande)g 因子。

2. 请用 Wigner-Eckart 定理将下面三个矩阵元联系起来

⟨ j′m′|∓ 1√
2
(Vx± iVy)| jm⟩, ⟨ j′m′|Vz| jm⟩.

3. 氢原子的电四极矩为 Di j = e(xix j− r2δi j)。请写出相应的电四极矩算符，并将它们

用 2 阶不可约张量算符表示出来。最后，请导出氢原子电四极跃迁的选择定则。

7.4 2π 角旋转与超对称

7.4.1 2π 角旋转与超选择定则

这一节我们考察绕任意轴 n 的 2π 角旋转。首先我们取 n 为 z 轴，考察 exp
(
−

i2πJz/h̄
)
| jm⟩，显然结果为 exp

(
− i2πJz/h̄

)
| jm⟩= (−1)2m| jm⟩，但是，由于任意 m与 j 之间

只相差一个整数，所以这个结果也可以写成 exp
(
− i2πJz/h̄

)
| jm⟩ = (−1)2 j| jm⟩，它对整个

(j) 多重态都成立，因此这就意味着，exp
(
− i2πJz/h̄

)
在整个不可约表示空间 H j 任意态上

的作用结果均为乘上 (−1)2 j 因子。但是，z 方向并不是一个特殊的方向，任意方向都可以

叫做 z 方向，这就意味着，对于绕任意轴 n 的 2π 角旋转 U(n,2π) = exp
(
− i2πn ·J/h̄

)
, 我

们均有

U(n,2π)|ψ j⟩= (−1)2 j|ψ j⟩. (7.88)

式中 |ψ j⟩ 为 H j 中的任意量子态。可见，在量子力学中，2π 角旋转虽然不等于不转，但
是，2π 角旋转的结果不依赖于转轴，因此我们可以一般性地将 2π 角旋转记作 U(2π)。

(7.88) 式告诉我们，2π 角旋转的本征值是 ±1，对于整数角动量的态，2π 角旋转是一
个恒等操作，而对于半整数角动量的态，2π 角旋转要多出一个负号！因此根据 U(2π) 的
作用结果，我们可以把整个希尔伯特空间 H 正交分解成两个子空间 H+ 和 H−，在 H+

上，U(2π) 是恒等操作，在 H− 上，U(2π) 要多出一个负号。我们称这种正交分解为，整
个希尔伯特空间 H 是 H+ 和 H− 的直和，记为

H = H+⊕H−. (7.89)
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那么，在物理上，2π 角旋转的结果是否可观测呢？显然，通常的物理直观告诉我们，
2π 角旋转的结果必定不可观测。这就意味着，系统的任何物理可观测量 O，在 2π 角旋转
之下都必须保持不变，即有

U(2π)OU−1(2π) = O ⇔U(2π)O = OU(2π). (7.90)

注意，我们并没有说物理理论中的任何量都在 2π 角旋转之下不变，我们只是说实验上可
测量的量必得不变，而物理理论中往往有很多量实际上是不可测量的，比如电磁学里面的

矢量势 A 就不可测量。

(7.90) 式就意味着，对于任何可观测量 O，对于 H+ 中的任意量子态 |ψ+⟩ 和 H− 中

的任意量子态 |ψ−⟩，我们必有

⟨ψ−|O|ψ+⟩= ⟨ψ+|O|ψ−⟩= 0. (7.91)

这是因为 ⟨ψ−|O|ψ+⟩= ⟨ψ−|OU(2π)|ψ+⟩= ⟨ψ−|U(2π)O|ψ+⟩=−⟨ψ−|O|ψ+⟩，从而 ⟨ψ−|O|ψ+⟩=
0, 同样，⟨ψ+|O|ψ−⟩ = 0。(7.91) 式意味着，H+ 空间里的态与 H− 空间里的态之间的干

涉无法观测！它们之间可能有干涉，但在物理上这个干涉是永远测量不到的。(7.91) 式也
意味，没有任何物理过程可以导致 H+ 空间里的态与 H− 空间里的态之间相互跃迁！因

此，我们常常称这一结果为超选择定则。

超选择定则和对称性导致的选择定则有所不同，选择定则只是说，某个或者某些物理

量在两个给定态之间的矩阵元为 0，换一个任意的物理量，相应的矩阵元通常就不是 0。但
是，超选择定则说的是，所有物理量的某一类矩阵元都为 0。

物理学中，类似的超选择定则还有，一个量子系统任何物理量在不同电荷本征值的电

荷本征态之间的矩阵元也必定为 0。这是因为，上一章我们讲过，电荷守恒来源于一个 eiαQ

的相位变换，实际上，这个相位变换不仅仅只是一个普通的相位变换，它还是我们以前讲

过的规范变换的一部分，是一种空间各点同步进行的整体规范变换。既然是规范变换，那

物理量的规范不变性就告诉我们，任何可观测量 O 在 eiαQ 变换下必定不变，即

OeiαQ = eiαQO. (7.92)

从而这就会导致刚才所说的电荷超选择定则。所以，电荷守恒不仅仅是一条普通的守恒定

律，它还是电荷超选择定则的必然结果！

7.4.2 超对称
2

前面我们讲到，2π 角旋转可以把希尔伯特空间分成两个超选择子空间，H+ 和 H−。

一个美妙的想法是，可不可以给系统强加一种“超对称性”，让这两个子空间里的量子态

一一对应起来呢？

2本节关于超对称的讨论取材于 Edward Witten 1982 年的经典论文，CONSTRAINTS ON SUPERSYM-
METRY BREAKING，Nuclear Physics B202 (1982) 253-316。
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实际上，这就是超对称的基本想法。具体来说，超对称是设想给系统引入一类特殊的

对称变换，它可以将 H+ 空间的态变换到 H− 空间里，反过来也一样。通常记这种特殊

的对称变换的生成元为 Q，称作超荷。注意，在这一小节中，Q 不代表电荷算符，而是超

荷算符，是超对称变换的生成元。

也即是说，对于任何 |ψ+⟩ ∈H+, Q|ψ+⟩ 要么等于 0，要么就属于 H−。同样，对于任

何 |ψ−⟩ ∈H−, Q|ψ−⟩ 要么等于 0，要么就属于 H+。这就意味着，超荷 Q 满足

U(2π)Q =−QU(2π). (7.93)

当然，前面的超选择定则意味着，超荷 Q 本身必定不是一个物理可观测量。但是，这并不

意味着超对称仅仅只是数学游戏，Q 本身虽然不可观测，但是它生成的超对称变换会极大

地限制物理系统的可能相互作用。这其实和任何对称性的基本原理是一样的，在现代物理

中，对称性的作用就是限制相互作用，杨振宁甚至说得更极端更清楚一点，他说，对称性
决定相互作用！

当然，作为对称变换的生成元，我们要求

[H,Q] = 0. (7.94)

实际上，超对称会给系统的哈密顿量强加更高的要求，比方说，超对称要求, 在系统的质
心系中 (或者在任何惯性系的非相对论极限下)

H = Q2. (7.95)

取哈密顿量 H 的本征值为 E 的所有可能本征态构成简并子空间HE。由于 HU(2π) =
U(2π)H，所以 U(2π) 与 H 可以有共同的本征态，也即是说，我们可以进一步按照 U(2π)
的本征值将 HE 正交分解成

HE = HE,+⊕HE,−. (7.96)

而且，注意到超荷 Q 是一个厄密算符，我们能够证明超对称系统的能量本征值必定大于

等于 0。为了证明这一点，我们任取 |ψE⟩ ∈HE , 定义 |ϕE⟩= Q|ψE⟩(ϕE 可能为零)，其厄密
共轭式为 ⟨ϕE | = ⟨ψE |Q, 从而 E = ⟨ψE |H|ψE⟩ = ⟨ψE |Q2|ψE⟩ = ⟨ϕE |ϕE⟩ ≥ 0，等号当且仅当

|ϕE⟩= 0 时成立，这时 Q|ψE⟩= 0。也即是说，H 的零本征值态必定也是 Q 的零化态，我

们称这样的态为超对称不变的。

对于 E > 0 的能量本征态，容易证明 HE,+ 和 HE,− 的态之间必定严格地一一对应。

具体来说，任取 |ψE,+⟩ ∈HE,+, 则必定可以定义一个

|ψE,−⟩=
1√
E

Q|ψE,+⟩ ∈HE,−, (7.97)

很显然 (利用能量本征方程)，反过来也有

|ψE,+⟩=
1√
E

Q|ψE,−⟩. (7.98)
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所以，HE,+ 和 HE,− 的确严格一一对应，我们说这两个空间的态一一匹配，特别的，这

两个空间的维数必定一样。

但是，对于 E = 0 的能量本征态，由于 Q|ψE=0,+⟩ = Q|ψE=0,−⟩ = 0, 所以上一段所建
立的 HE,+ 和 HE,− 之间的匹配关系对于 E = 0 情形并不成立。(图 (7.2) 中示意性地画出
了超对称系统能量本征态的分布情况。)这时候，HE=0,+ 和 HE=0,− 的维数就有可能不同，

Figure 7.2: 一个超对称系统的能量本征态分布示意图，红点表示一个 + 态，蓝点表示一

个 −态，对于 E > 0能级，两者一一匹配，但是对于 E = 0能级，两者之间没有匹配关系。

我们记 n+ 为 HE=0,+ 的维数，n− 为 HE=0,− 的维数，则下面的表达式就有可能不等于 0，

n+−n−. (7.99)

可以论证，n+−n− 是一个拓扑不变量。也就是说，我们可以连续地调节系统的某些

参数，随着参数的调节，n+ 和 n− 都可能发生变化，但是它们的差值将保持不变！这是因

为，比方说，随着参数的调节某些 E > 0 的能量本征态连续地变成了零能本征态，从而使

得 n+ 和 n− 的数目增加了。但是，请注意，只要 E > 0，那么 |ψE,+⟩ 就和 |ψE,−⟩ 一一匹
配，所以如果有一个 |ψE,+⟩ 态连续地变成了一个零能态，那必定同步地也有一个 |ψE,−⟩
态连续地变成零能态，n+ 和 n− 都增加 1，从而差值保持不变，如图 (7.3) 所示。总之，随

Figure 7.3: 随着系统参数的连续调节，一对 E > 0 的能量本征态连续地转变成了零能本征

态，n+−n− 保持不变。
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着参数的连续调节，n+ 和 n− 总是同步增加或者同步减少，使得最后的差值保持不变，从

而 n+−n− 是超对称系统的一个拓扑不变量。

n+−n− 这样的拓扑不变量有什么用呢？当然，它在数学上很有用，通过计算它可以

得出一些阿蒂亚-辛格指标定理。那么在物理上，n+−n− 有什么用呢？如果这个拓扑不变

量等于 0，那的确不能告诉我们太多有用的信息，但是，如果 n+−n− ≠ 0，那它就意味着，

不管系统怎么变化，不管系统的参数怎么增强，零能本征态必定存在！因为否则就必有

n+ = n− = 0⇒ n+−n− = 0。零能本征态是超对称系统可能的最低能态，因此，对于这种情

形，其基态 (在量子场论中也就是真空态) 必定为零能本征态。另一方面，前面我们说过，
零能本征态必定满足 Q|ψE=0,±⟩= 0，是超对称不变的。那这就意味着，对于 n+−n− ̸= 0

情形，系统的基态必定是超对称不变的。

前面章节讲对称性自发破缺的时候我们了解到，在物理上，如果基态在某个对称变换

下不是不变的，我们就说这个对称性自发破缺了，如果基态在对称变换下保持不变，我

们就说对称性没有自发破缺。因此，以上的讨论告诉我们，如果计算出一个超对称系统的

n+−n− ̸= 0，那不管系统参数如何变化，它的超对称性将始终不会自发破缺！

推广

以上我们只讨论了系统只有一个超荷 Q 的情形，实际上，在大量的超对称模型中，系

统总是具有多个超荷，比方说 K 个超荷，分别记为 Q1,Q2, ...,QK。则这时候系统的哈密顿

量将为

H = Q2
1 = Q2

2...= Q2
K . (7.100)

不同的超荷之间会满足如下代数关系

QiQ j +Q jQi = 0, for i ̸= j. (7.101)

很容易验证，所有这些超荷都与哈密顿量对易。

超对称是一个很美妙的理论结构，大量的例子表明，如果一个量子系统具有超对称性，

那它将具有许多美妙的性质。我们的世界是不是超对称的呢？很明显不是的，因为我们

并没有观察到半整数角动量的量子态 (比方说半整数自旋的粒子) 和整数角动量的量子态
(比方说整数自旋的粒子) 之间的简并和一一匹配。但这很可能是因为我们生活的是一个低
能世界，在这个世界中，超对称性自发破缺了！那在多高的能量量级上世界的超对称性才

可能“恢复”，从而被观察到呢？目前的答案是，我们并不知道。当前的粒子加速器能够

将碰撞粒子的能量加速到十几个 TeV，此前人们曾经幻想在这个能标上能观测到超对称粒

子，然而实验结果并没有给出正面的支持。受此影响，当前大量粒子物理学家对粒子物理

的超对称性持有怀疑态度。然而超对称的想法是很美妙的，它无疑会在许多其它的物理领

域产生应用。





8. 全同性原理与多体量子力学

通常教科书在处理全同性原理时作了一些默认的假定：第一，全同粒子体系的任何物

理状态在相差一个相因子的意义上由唯一一个数学上的态矢量来描述。第二，全同粒子体

系满足置换对称性。第三，在全同粒子置换下所有物理可观测量都保持不变。这三条假设

意味着，全同粒子的置换对称性其实是一种特殊的规范对称性 (而不是通常的对称性)，或
者文小刚老师所谓的规范结构。而要从逻辑上解释这种规范对称性的来源，最自然的办法

是使用路径积分。

然而，令人吃惊的是，路径积分的推导表明，在 2+1 维时空，全同粒子的置换对称

性可以被推广成编织操作。当然，这时候它就不再是一个对称性概念了，但是编织操作允

许 2+1 维时空出现既非玻色子又非费米子的任意子。理论研究表明，有一些任意子可以

帮助我们实现通用量子计算机，从而在最近一些年引起了人们广泛的兴趣。而且任意子已

经不再是一个理论构想，最近的实验已经在两维系统中观测到了任意子。

本章除了讨论 2+1 维的任意子统计和 3+1 的玻色-费米统计之外，我们还将一般性
地解释自旋-统计定理。而且我们也会讨论在理论上如何更方便地处理多个全同玻色子的
体系或者多个全同费米子的体系的量子力学。但是，本章的很多讨论在理论上偏深，对于

初学者来说，我们建议仅仅阅读本章的 (8.5) 节玻色子和费米子，等到日后想要更深入地
理解全同性原理和多体量子力学时再阅读其它各节。
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有一个哲学观点说，世界上没有两件完全一样的事物，莱布尼茨将这个观点简化为，“世

界上没有完全相同的两片树叶”。但在量子世界里，这个观点是错的！量子客体可以完全

相同，比方说，世界上所有的电子都完全相同，世界上所有的光子也完全相同。更具体一

点说，假设有两个电子，分别在 A, B 两地，那么除非你一直持续不断地追踪测量这两个

电子的运动轨迹，否则就无从区分 A, B 两地的电子分别是哪一个。但是，由于位置和动

量的不确定关系，在量子力学中，精确追踪电子的运动轨迹实际上是不可能的。因此，从

根本上来说，人们无法区分两个电子中哪个是哪个。这一章我们要学习的就是这种量子全

同性，以及相应的多体量子力学。

比方说，如图 (8.1) 所示，(1)、(2) 两个全同粒子分别从左右两侧入射，相互碰撞后

其中一个粒子进入探测器 D，但是探测器探测到的有可能是粒子 (1)(如图 (8.1)(a))，也有
可能是粒子 (2)(如图 (8.1)(b))，由于 (1)、(2) 两个粒子全同，(a)、(b) 这两种可能性无法

分辨，最终探测器 D 探测到一个粒子的概率幅应该是 (a)、(b) 两种情形的概率幅的叠加。

然而两个概率幅的线性叠加有无穷多种可能性，最终计算出来的概率通常都不相同，对于

Figure 8.1: 从左右两侧入射的两个全同粒子碰撞以后，探测器 D 探测到粒子的概率幅应

该是 (a) 和 (b) 两种情况的叠加。

量子全同粒子我们该使用哪种叠加方式呢？这就是全同性原理所要解决的问题。

另一方面，虽然有时候研究单个微观粒子的量子力学就能得到关于世界的一些重要规

律。但是，从根本上说，决定我们这个世界的绝非单个粒子，甚至也不是几个粒子，而是

涉及到大量的全同粒子。比方说，分数量子霍尔效应就涉及到大量电子的相互作用，如果

我们仅仅研究单个电子在磁场中的规律，那就无法解释分数量子霍尔效应。因此我们也有

必有研究如何才能更方便地处理多个全同粒子的体系的量子力学。

8.1 * 时间演化算符与路径积分

8.1.1 坐标表象中的时间演化算符

在前面的第二章中我们已经知道，一个量子系统的动力学演化规律完全由时间演化算

符 U(t f , ti)决定。U(t f , ti)是一个幺正算符，当将它作用在 ti 时刻的初态 |ψ(ti)⟩上，我们就
可以得到系统在 t f 时刻的量子态 |ψ(t f )⟩，即 |ψ(t f )⟩=U(t f , ti)|ψ(ti)⟩。很显然，U(t, t) = 1，

并且我们也知道 U(t f , ti) = exp
(
− iH(t f − ti)/h̄

)
。一般地，时间演化算符满足如下基本方程

U(t f , ti) =U(t f , t)U(t, ti), (8.1)
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这个方程的含义非常简单，即，先将系统从 ti 时刻演化到某个中间 t 时刻，接着再从 t 时

刻演化到 t f 时刻，其效果就相当于将系统从 ti 时刻演化到 t f 时刻。

所有量子系统的时间演化算符都必须满足方程 (8.1)，同时还得是一个幺正算符。在理
论上，给出一个量子系统就是要给出它的时间演化算符表达式，而幺正性和方程 (8.1) 就
是对这些时间演化算符的基本限制。换言之，只有满足方程 (8.1) 的时间演化算符才能从
理论上定义一个量子系统。

有哪些可能的时间演化算符可以满足方程 (8.1) 呢？U(t f , ti) = exp
(
− iH(t f − ti)/h̄

)
显

然是一个回答，这个回答是用哈密顿量来给出的，从第二章中我们已经知道，这个回答可

以方便地给出薛定谔方程，而且在这一回答中，由于哈密顿算符是厄密算符，所以相应的

时间演化算符必然是幺正的1。但实际上，人们也可以在坐标表象中利用拉格朗日量来回

答这个问题，这就是所谓的量子力学的路径积分表述。当然，对于路径积分给出来的坐标

表象时间演化概率幅，我们需要额外证明其幺正性。对于单粒子情形，在本章附录中我们

通过直接从哈密顿量形式的时间演化算符 (它必然幺正) 推导出路径积分形式的时间演化
公式完成了这一证明。

具体来说，为了得出路径积分形式的时间演化公式，我们首先要取坐标表象 (更一般
的，也就是取量子系统基本动力学变量的本征态表象)。对于一个 N 个全同粒子的体系，

我们以有序坐标组 {x1,x2, ...,xN} 表示这 N 个粒子的坐标，并将这一组坐标笼统地简记为

{x}，称之为系统的一个位形2。当然，一个粒子的动力学变量除了有坐标之外，还可能携

带有自旋等等内部自由度，为了符号简洁起见，我们将标记粒子局域内部自由度的量子数

也包括在坐标记号 x 里面，比方说，对于一个自旋量子数为 ms 的粒子，我们的 x 其实是
代表 (x,ms) 这一对变量。推而广之，我们这里的 x 实际上刻画了粒子所携带的所有局域
信息，这些局域信息是和粒子一起运动的。总之，系统的坐标本征态可以记为 |{x}⟩, 它满
足如下完备性关系

∑
{x}
|{x}⟩⟨{x}|= 1. (8.2)

式中的求和号 ∑{x} 代表对每一个粒子的坐标进行全空间积分，同时对所有离散的局域内
部自由度量子数求和。

注意，我们会在两个略有区别的意义上使用自由度这个词，一是用来指系统的动力学

变量，另一方面我们也会将粒子本身称作自由度，当我们在后一种意义上使用自由度这个

词时，我们通常的说法是称作物理自由度。

局域性与非局域性

坐标表象的好处之一是，我们很容易利用它来定义局域性 (Locality) 的概念。物理学
中关于局域性有各种不同的定义，为了帮助读者直观理解局域性，我们这里直接将局域定

义成时空局部或者说时空邻域3。因此所谓的局域物理自由度，就是坐标在同一个时空邻

1在第二章中，我们实际上是反过来利用时间演化算符的幺正性一般性地证明哈密顿算符是厄密算符。
2这只是一种方便的说法，由于粒子全同性，真正的位形应该是 {x} 在所有可能置换下的等价类。
3考虑到相对论的话，时空邻域的概念其实需要进一步精确化。
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域内的那些物理自由度，比如 A 点附近的一个点粒子就是 A 点附近的一个局域物理自由

度。如果 A 点附近有好几个靠得很近的粒子，那么它们都属于 A 附近的局域物理自由度。

当然，有时候我们也直接将点粒子本身称作局域物理自由度，因为在坐标表象中，每个时

刻点粒子都只能待在一个局域时空点附近。

另外，我们还要引入局域信息和非局域信息的概念。所谓的局域信息，就是单独一个
时空邻域内的局域物理自由度所携带的信息。但是，前面第二章中我们学习过量子纠缠，

我们知道，两个不同空间点的粒子可以通过纠缠处于一个整体的纠缠态，这时候每一个粒

子本身都不携带这个纠缠态的信息，两个不同空间点的粒子作为一个整体才携带了纠缠态

的信息。这种由类空相间的两个不同时空邻域内的局域物理自由度作为一个整体携带的纠

缠态信息就是一种非局域信息。类空相间当然是一个比较精确的说法，它即是指这样的两

个邻域之间无法传递信息。在非相对论量子力学中，由于光速非常大，这时候与类空相间

对应的概念其实就是给定时刻，两个距离比较远的空间邻域。两体纠缠能够产生非局域信

息，多体纠缠当然也能产生非局域信息。当然，如果我们将处于纠缠态的一对粒子放到一

起，使得它们处于同一个时空邻域内，那这时候这个纠缠态的信息就变成了局域信息，这

时候我们就可以通过对邻域内的这一对电子进行联合测量来提取这个局域信息。注意，如

果纠缠的这一对粒子离得很远，类空相间，那它们的纠缠态信息就是非局域信息，这时候

没有仪器可以实现对两者的联合测量，这其实是一种更深层次的局域性原理。

总之，对量子纠缠的学习告诉我们，即使是在局域的坐标表象中，量子系统依然可能

产生非局域信息。当然，量子纠缠的非局域信息是将多个局域物理自由度纠缠起来产生的，

比方说你让一对电子处于某个贝尔态中，然后将这两个电子分别局域在不相邻近的 A、B

两个不同点，这时候，这个贝尔态的量子信息当然是非局域的，但作为一个整体携带这种

非局域信息的两个电子各自都是局域的。正因为如此，在最基本的层次上，量子纠缠态的

信息和局域信息并不完全相互独立，这种不相互独立就是可以利用量子纠缠来进行量子隐

形传态将局域信息从 A 地隐形传送到 B 地的关键。

但是，可以设想我们考察的不是一个量子系统最基本的物理自由度，而是系统的有效

物理自由度，比方说在分数量子霍尔效应中我们不考察最基本的电子，而考察系统的任意

子激发。这时候系统的某些非局域信息就完全有可能和这些有效物理自由度的局域信息相

互独立。

回到我们前面研究的 N 个全同粒子的系统。上面的分析告诉我们，如果我们考察的

这 N 个全同粒子是有效物理自由度的话，那就有可能还有一些与局域信息 {x} 完全独立
的非局域信息。我们用一个独立的量子数 n 来区分这些非局域信息，n = 1,2,3...M。如此

一来，我们的坐标表象本征态就应该进一步推广成 |{x},n⟩，而原来的完备性关系 (8.2) 就
应该推广成，

∑
{x},n
|{x},n⟩⟨{x},n|= 1. (8.3)

在这个坐标表象下，我们可以把时间演化算符 U(tb, ta) 表示成

⟨{x}b,m|U(tb, ta)|{x}a,n⟩= ⟨{x}b,m, tb|{x}a,n, ta⟩. (8.4)
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等式右边 |{x},n, t⟩ 这样的记号表示 |{x},n, t⟩= exp(iHt/h̄)|{x},n⟩, 它其实是海森堡绘景中
坐标算符的本征态 (海森堡绘景中坐标算符要随着时间演化，因此其本征态也依赖于时间)
4。通过利用完备性关系 (8.3), 现在我们就可以把时间演化算符的基本方程 (8.1) 重新表示
成

⟨{x} f ,m|U(t f , ti)|{x}i,n⟩

= ∑
{x}b,k
⟨{x} f ,m|U(t f , tb)|{x}b,k⟩⟨{x}b,k|U(tb, ti)|{x}i,n⟩. (8.5)

或者也可以用等式 (8.4) 右边的记号重写为 5

⟨{x} f ,m, t f |{x}i,n, ti⟩= ∑
{x}b,k
⟨{x} f ,m, t f |{x}b,k, tb⟩⟨{x}b,k, tb|{x}i,n, ti⟩. (8.6)

只要知道了 ⟨{x} f ,m, t f |{x}i,n, ti⟩, 我们就很容易求出任何波函数的时间演化。这是因
为，根据 |ψ(t f )⟩=U(t f , ti)|ψ(ti)⟩, 我们可以得到

⟨{x} f ,m|ψ(t f )⟩= ∑
{x}i,n
⟨{x} f ,m|U(t f , ti)|{x}i,n⟩⟨{x}i,n|ψ(ti)⟩

= ∑
{x}i,n
⟨{x} f ,m, t f |{x}i,n, ti⟩⟨{x}i,n|ψ(ti)⟩. (8.7)

式中 ⟨{x},n|ψ(t)⟩= ψ({x},n, t) 就是系统的波函数，而上面这个方程给出的就是波函数的
时间演化规律。

8.1.2 单粒子路径积分

路径积分不是直接告诉我们量子态如何随时间演化，而是利用作用量给出时间演化算

符 U(tb, ta) 在坐标表象下的矩阵元 ⟨{x}b,m, tb|{x}a,n, ta⟩ 的计算公式。下面我们先就单粒
子情形阐述费曼得出路径积分公式的基本思想，然后给出单粒子情形的费曼路径积分公

式，并解释这个公式的由来，最后再具体验证它满足基本方程 (8.6)。至于对路径积分幺正
性的证明，我们放在附录中进行。

如果整个系统只有一个粒子，那所有的信息都只能由这个粒子携带，从而都必定是局

域信息，因此标记非局域信息的量子数这时候实际上不存在。这时候坐标表象本征态可以

简单记为 |x⟩, x 就是这个粒子的坐标 (包括一些可能的局域内部自由度量子数)。而时间演
化算符在坐标表象下的矩阵元就是 ⟨xb, tb|xa, ta⟩, 它描述的就是，ta 时刻粒子从位置 xa 出

发，在 tb 时刻演化到 xb 位置的概率幅。根据 (8.6)，⟨xb, tb|xa, ta⟩ 满足如下基本方程

⟨x f , t f |xi, ti⟩= ∑
xb

⟨x f , t f |xb, tb⟩⟨xb, tb|xi, ti⟩. (8.8)

4如果用我们在第二章第 4 节《补充材料：海森堡是怎么想到矩阵相乘的》的语言来说，那么 {{x},n, t} 就
代表系统 t 时刻的一组特定的可确定区分可能性完备集，而等式 (8.4) 右边的 ⟨{x}b,m, tb|{x}a,n, ta⟩ 其实就是
ta 时刻到 tb 时刻的一个跃迁幅。因此，第二章第 4 节中跃迁幅的概念其实就是时间演化算符的矩阵表示。

5这个方程其实就是我们在第二章第 4 节《补充材料：海森堡是怎么想到矩阵相乘的》中通过 1 的自身等
于 1 以及海森堡和费曼的跃迁元乘法规则所导出来的跃迁幅的基本性质。
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如果这个粒子是一个经典粒子，我们知道它将遵循最小作用量原理，在 ta 时刻从 xa

出发，tb 时刻到达 xb 位置的所有可能路径中，它将走使得作用量泛函 S[x] 取极值的那条
路径，也就是经典路径。注意，这里出现了作用量这个量，这其实是一个提示，它告诉我

们当我们在量子力学层次上计算 ⟨xb, tb|xa, ta⟩ 时，作用量 S 也可能很重要。最早注意到这

个提示的是狄拉克，但直到费曼才将这个提示发展成一个关于量子力学的自洽理论，也就

是路径积分。费曼注意到，对于一个量子粒子而言，由于其位置和动量不可同时确定，所

以在量子的层次上，粒子的运动路径任何情况下都无法确定 (因为确定了一条运动路径就
意味着位置和速度，或者说动量，的同时确定)。海森堡同样知道这一点，但海森堡的看法
是，这说明粒子的运动路径不可观测，这个概念应该从量子力学理论中抛弃掉。海森堡当

然并没有错，在量子力学中，运动路径的确不再是一种可观测的物理实在，在这个意义上，

确定的路径确实是不存在的！

但是费曼认为，作为一个发展理论的概念，路径可以被保留。这就有点像电动力学中，

矢量势也不可观测，但矢量势的概念对于电动力学理论依然很重要。费曼认识到量子力学

的不确定性来自于叠加，如果电子自旋的 z 分量无法确定，那就意味着电子处在叠加态，

需要将电子的自旋 1/2 态和自旋 −1/2 态叠加起来。类似的，费曼认为，粒子运动路径的

无法确定意味着有许多运动路径都对概率幅 ⟨xb, tb|xa, ta⟩ 有贡献，而我们需要把这些不同
路径的贡献叠加起来。这是因为，如果只有一条运动路径对 ⟨xb, tb|xa, ta⟩ 有贡献，就像经
典力学里面的最小作用量路径一样，那粒子的运动路径就确定了，而这就和量子力学矛盾

了。不过，与电子自旋叠加态的不同之处在于，电子的自旋 1/2 态和 −1/2 态本身都可观

测，所以我们可以讨论这两个自旋态本身的叠加。但是，任何一条确定路径本身在物理观

测上都不存在，所以当然也并没有不同路径本身相叠加的概念，我们叠加的是按不同路径

计算出来的对 ⟨xb, tb|xa, ta⟩ 这个量的贡献。
进一步，费曼认为，如果我们完全不限制粒子的演化过程，那它的运动路径就会具有

最大的量子不确定性，这时候所有可能路径都会对 ⟨xb, tb|xa, ta⟩ 有贡献，相应的我们就应
该将所有这些贡献都加起来。

每一条运动路径对 ⟨xb, tb|xa, ta⟩的贡献是多少呢？费曼在狄拉克的工作基础上提出，贡
献是 eiS[x]/h̄, S[x] 就表示这条路径的作用量。因此费曼提出他的路径积分公式

⟨xb, tb|xa, ta⟩= ∑
x(t)

ei S[x(t)]
h̄ . (8.9)

式中的求和是对所有可能路径求和，x(t) 表示一条 ta 时刻起于 xa, tb 时刻到达 xb 的运动

路径，S[x(t)] 表示这条路径的作用量，它是拉格朗日量的时间积分

S[x(t)] =
∫ tb

ta
dtL(x(t), ẋ(t), t). (8.10)

至于如何对所有路径进行求和，这其实是一个重要的数学问题，我们将会在本章附录中进

一步讨论。

为什么每条路径的贡献是 eiS[x]/h̄ 呢？大致的解释如下：首先，为了使得路径求和最终

计算出来的结果 ⟨xb, tb|xa, ta⟩ 满足基本方程 (8.8), 每条路径的贡献就必须要取 eiS/h̄ 这样的

指数形式，而且指数上的 S 应该是某个量沿着路径的时间积分。进一步，为了满足幺正性，
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这个 S 只能是相应路径的作用量，它是拉格朗日量的时间积分。关于 S 为什么要是作用

量，在本章的附录中我们将会看得很清楚，下面我们来具体验证 (8.9) 满足方程 (8.8)。
为了表达清晰，我们引入一些记号，我们将一条 ta 时刻从 xa 发出，tb 时刻到达 xb 的

路径 x(t) 记为，x(t) : a→ b, 称之为 {ta,xa}→ {tb,xb} 路径，相应的作用量记为 Sa→b[x(t)]。
则根据费曼的路径积分公式 (8.9), 我们有

∑
xb

⟨x f , t f |xb, tb⟩⟨xb, tb|xi, ti⟩

=∑
xb

(
∑

x(t):b→ f
ei

Sb→ f [x(t)]
h̄

)(
∑

x(t):i→b
ei Si→b [x(t)]

h̄
)

=∑
xb

∑
x(t):i→b→ f

ei
(

Si→b[x(t)]+Sb→ f [x(t)]
)
/h̄. (8.11)

式中求和下标 x(t) : i→ b→ f 表示由一条 {ti,xi}→{tb,xb}路径结合一条 {tb,xb}→{t f ,x f }
路径所形成的路径，它其实是一条 {ti,xi}→ {t f ,x f } 路径，只不过这条路径中间的 {tb,xb}
点被固定了，式 (8.11) 中的求和号 ∑x(t):i→b→ f 就是表示对所有这种路径求和。但是，当

我们如式 (8.11) 中那样进一步对所有 xb 求和时，那这个中间 {tb,xb} 点就不再是固定的
了，因此实际上 (8.11) 中的两个求和号 ∑xb ∑x(t):i→b→ f 联合起来所代表的，就是对所有

{ti,xi}→ {t f ,x f } 路径求和，因此就是 ∑x(t):i→ f。另一方面，注意到

Si→b[x(t)]+Sb→ f [x(t)] =

=
∫ tb,xb

ti,xi

dtL(x, ẋ, t)+
∫ t f ,x f

tb,xb

dtL(x, ẋ, t)

=
∫ t f ,x f

ti,xi

dtL(x, ẋ, t) = Si→ f [x(t)]. (8.12)

所以我们可以将 (8.11) 式重写成

∑
xb

⟨x f , t f |xb, tb⟩⟨xb, tb|xi, ti⟩

= ∑
x(t):i→ f

eiSi→ f [x(t)]/h̄ = ⟨x f , t f |xi, ti⟩. (8.13)

很显然，结果正好给出 (8.8)。因此这就验证了费曼路径积分公式 (8.9) 的确满足时间演化
的基本方程。

以上就是对于单粒子坐标表象下的时间演化算符的路径积分表述。这个表述和薛

定谔方程其实是等价的，原则上，只要我们利用费曼给出来的公式 (8.9) 计算出任意
⟨xb, tb|xa, ta⟩，那根据方程 (8.7), 我们就能得到波函数的时间演化

ψ(x, t) = ∑
x′
⟨x, t|x′, t ′⟩ψ(x′, t ′). (8.14)

这和求解薛定谔波动方程所得到的波函数演化完全等价。

对于多个全同粒子情形，人们同样可以找到相应 ⟨{x} f ,m, t f |{x}i,n, ti⟩ 的路径积分公
式。不过这时候情况要稍微复杂一些，时间演化的基本方程 (8.6) 以及幺正性的要求允许
⟨{x} f ,m, t f |{x}i,n, ti⟩ 有更多的可能性。下一节我们将开始探讨这一问题。
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8.2 * 路径的拓扑类和编织

首先说明一下，这一节标题中的编织英文是 Braid，在文献中它通常是特指 2+1维情

形的，在中文里通常将相应的群 (后面会定义这个概念) 翻译成编织群或者辫子群，两者
没有区别。但我们这里是要统一处理 2+1 维情形和 3+1 维情形，所以我们这几节中的编

织具有更广一些的含义，为了以示区别，我们将把 2+1 维情形的相应群称作辫子群，而

将 2+1 维情形和 3+1 维情形的群统称为编织群 (虽然在 3+1 维它其实是一个置换群)。
假设我们将 N 个全同粒子在 ta 时刻的 N 个位置标记为 {x1,a,x2,a, ...,xN,a}，同样将

在 tb 时刻的 N 个位置标记为 {x1,b,x2,b, ...,xN,b}。并且对于这些粒子从 ta 时刻的位形

{x}a = {x1,a,x2,a, ...,xN,a} 运动到 tb 时刻的位形 {x}b = {x1,b,x2,b, ...,xN,b}, 假设我们在时空
中画出每一个粒子的运动路径，很明显这些路径可能会如图 (8.2) 所示。但是由于全同粒

Figure 8.2: 多个全同粒子从 ta 时刻到 tb 时刻的可能路径。

子不可分辨，所以我们其实根本不可能知道 tb 时刻的哪个位置来源于 ta 时刻的哪个粒子，

这些粒子完全有可能中途发生置换，因此图 (8.3) 所示的路径同样可能，而且我们实际上

Figure 8.3: 多个全同粒子从 ta 时刻到 tb 时刻的另一种可能路径。

无法在物理上将它们和图 (8.2) 所示的路径区分开来。实际上，从 {x}a 位形到 {x}b 位形，

图 (8.3) 这样的有比较复杂交叉关系的路径才是典型的。
为了方便下面的分析，现在我们将图 (8.3) 所示的典型路径进行连续形变，但是保持

路径之间的交叉关系不变，读者很容易看出，我们总可以将图 (8.3) 这样的路径连续变形
为图 (8.4) 所示的这种比较标准的形式。实际上，多个全同粒子从 ta 时刻 {x}a 位形到 tb
时刻 {x}b 位形的任何路径，我们总是可以在保持路径之间交叉关系的前提下，将它们连

续变形为类似于图 (8.4) 所示的这种标准形式。在数学上，对于两组起末两端固定的路径，
如果在保持交叉关系的前提下可以让它们通过路径的连续形变相互过渡，我们就说这两组
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Figure 8.4: 全同粒子路径的标准形式。

路径在拓扑上等价，或者说它们属于全同粒子路径的同一个拓扑等价类！根据这个定义图
(8.3) 所示的路径与图 (8.4) 所示拓扑等价，属于同一拓扑等价类。相反，图 (8.2) 所示的
路径与图 (8.3) 所示的路径就属于两个不同的拓扑等价类。因此，给定 ta 时刻与 tb 时刻的

位形，全同粒子的路径可以分成多个不同的拓扑等价类，每一个拓扑等价类的路径都可以

连续形变为类似于图 (8.4) 这样的标准形式。
从图 (8.4) 中我们可以发现，如果我们在纸面上表现全同粒子的路径，那这些标准路

径非常有规律，实际上，你很容易发现它可以由对路径的一些基本编织操作生成。为了让

读者看得更清楚一点，下面我们来定义这些基本编织操作，首先我们把 N 个空间坐标标

记成 1,2, ...,N，并按照从左到右的顺序排成一行表现在纸面上。我们定义编织操作 σi 为

将第 i 个位置处的路径逆时针与相临的第 i+1 位置的路径交换顺序，如图 (8.5) 左边这幅
图所示。如果这种顺序交换是按照顺时针方式进行，如图 (8.5) 右边这幅图所示，那我们
就将之定义成 σ−1

i ，称作 σi 的逆操作，至于为什么是逆操作我们很快就能看到。如果忘

Figure 8.5: 左图是 σi，右图是 σ−1
i .(图片来自于网络)

记时间坐标，只关心这两个编织操作在空间上形成的轨道，那从上方往下俯视，σi 和 σ−1
i

将如图 (8.6) 所示。

Figure 8.6: 左图是 σi，右图是 σ−1
i .
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我们将时间上先后进行的两个编织操作定义为这两个编织操作相乘，先进行的编织操

作写在乘式的右边，后进行的编织操作写在乘式的左边。当然，有时候两个编织操作的先

后顺序对结果并没有影响。我们定义任何两个编织操作相乘的结果依然是一个编织操作

(通常是更复杂一点的编织操作)。利用这样的编织乘法，我们就可以把图 (8.4) 所对应的
编织操作写成 (σ4σ2)(σ−1

3 σ1)(σ2)，如图 (8.7) 所示。根据这样的编织乘法，读者很容易验

Figure 8.7: 编织操作 (σ4σ2)(σ−1
3 σ1)(σ2).

证，σiσ−1
i 以及 σ−1

i σi 的结果在拓扑上都等价于不进行任何编织，如图 (8.8) 所示, 我们记
为 σiσ−1

i = σ−1
i σi = 1，这就是为什么我们称 σ−1

i 为 σi 的逆操作的原因。

Figure 8.8: σ−1
i σi = 1.

通过将路径进行连续形变，我们很容易证明如图 (8.9) 所示的等价关系。我们可以将

Figure 8.9: 左图表示当 |i− j| ≥ 2 时，σiσ j = σ jσi。右图表示 σiσi+1σi = σi+1σiσi+1。(图
片来自于网络)

这两个等价关系写成如下方程

σiσ j = σ jσi, for |i− j| ≥ 2

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1. (8.15)
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上面这个式子的后一个方程尤为基本和重要，虽然我们依然是用纸面上的基本关系来表达

它，但正是因为有了这个方程，我们在纸面上表现的这些路径才能算是 2+1 维时空或者

3+1 维时空中的路径，而不仅仅只是纸面上的路径。

每一个编织操作我们称之为一个编织群元，很显然，所有的编织群元都可以通过将

一些 σi 或者 σ−1
i 这样的基本编织群元乘起来生成。比方说图 (8.4) 所对应的编织操作

(σ4σ2)(σ−1
3 σ1)(σ2) 就是一个编织群元。两个编织群元 g1 和 g2 的乘积 g2g1 就定义为相应

的两个编织操作相乘，g2g1 依然是对路径的一种编织，因此也是一个编织群元。也即是说，

所有可能的编织群元的集合在乘积关系下是封闭的。不进行任何编织就称为单位群元，记

为 1。读者想一下就能明白，对于任何一种复杂的编织操作 g，我们都可以找到一个“反

向编织操作”g−1，使得两者乘起来的结果拓扑等价于 1，我们称 g−1 为 g 的逆。因此，任

何一个编织群元都有一个逆元。在数学上，一个集合，如果其元素之间可以进行某种乘法

运算 6，并且集合本身在这种乘法下保持封闭，而且集合中存在一个单位元，且任何元素

都有一个乘法逆元，这样的集合数学家称之为群，集合中的元素就称之为群元。因此，对

N 个粒子的路径的所有可能编织操作构成了一个群，我们可以称之为编织群。σi 就称为编

织群的生成元，它们满足基本代数关系 (8.15)。
但是，2 维空间 (加上一维时间就是 2+1 维时空) 中粒子的编织群和 3 维空间粒子的

编织群不一样！下面我们就来研究这两者的区别。

辫子群与置换群，2+1 维与 3+1 维的区别

编织群由一些基本的编织操作 σi 生成，σi 表示将一对相邻粒子逆时针交换位置，如

果是顺时针交换位置我们就称之为 σ−1
i ，如图 (8.6) 所示。但是，逆时针编织和顺时针编

织的区别是 2+1 维时空的特殊情况，如果在 3+1 维时空，那这两者实际上拓扑等价，即

σ−1
i = σi，也即是说这时候图 (8.5) 中左右两种情况实际上拓扑等价 (之所以左右两边的图
形看起来不等价，是因为我们无法在纸面上在表现出时间维的同时表现出 3 维空间)。换
言之，对于 3+1 维时空，编织群的生成元额外满足如下代数关系

σ2
i = 1. (8.16)

即，将同一个基本编织操作连续进行两次等价于不编织，或者说，将两个粒子连续交换位

置两次等价于不交换。

为了证明 (8.16) 式，我们注意到 σ2
i 实际上就等价于将一个粒子围绕着另外一个粒子

转一圈。如果我们忘记时间维，将注意力集中在这种编织操作的空间轨道上，我们就能发

现，在 2 维空间，一个粒子围绕着另一个粒子转一圈不能拓扑等价于不转圈，如图 (8.10)
右图所示。但是，在 3 维以上空间，由于空间维度更多，给轨道的拓扑形变留下了足够的

余地，所以一个粒子围绕着另外一个粒子转一圈完全可以连续变形为不转圈，如图 (8.10)
左图所示。因此，这就证明了在 3 维以及 3 维以上空间，σ2

i = 1。

正是因为在 3+1 维时空基本编织操作额外满足代数关系式 (8.16)，即将两个粒子逆
时针交换位置还是顺时针交换位置其实没有区别，所以这时候的路径编织在一定意义上是

6注意，一般来说群的乘法不一定满足交换律。
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Figure 8.10: 图片来源：5W Infographics / Quanta Magazine

平凡的，我们只需要用 N 个粒子之间的位置置换来考虑问题就足够了。这时候的编织群

实际上就是位置置换群，通常记作 SN。只有在 2+1 维时空，对路径的编织关系才是非平

凡的，这时候对 N 个粒子路径的编织群我们称之为辫子群 (Braid Group)，记为 BN , 因为
这时候对路径编织的结果很像发辫。

很明显，N 个全同粒子从 ta 时刻的 {x}a 位形演化到 tb 时刻的 {x}b，其所有可能演

化路径可以分成许多个不同的拓扑等价类，每一个拓扑等价类的路径图都可以用类似于

图 (8.4) 这样的标准形式来代表，因此与编织群的群元 g 一一对应。对于 2+ 1 维时空，

g ∈ BN，而对于 3+1 维时空，g ∈ SN。粒子从 ti 时刻经过 g1 类路径演化到 tb 时刻，接着

再从 tb 时刻经过 g2 类路径演化到 t f 时刻，其总效果就是粒子从 ti 时刻经过 g2g1 类路径

直接演化到 t f 时刻，可以写成

i
g1−→ b

g2−→ f ⇔ i
g2g1−−→ f . (8.17)

这里我们定义 g1 和 g2 两类路径相乘为将它们的标准路径图在时间上先后对接起来，如此

一来，这种路径拓扑类的乘法与相应编织群元的乘法刚好一一对应。
编织群作为一个群，它在数学上允许一种美妙的附加结构，称之为群的表示。具体来

说，就是对于每一个群元 g，我们都将它对应到希尔伯特空间的一个幺正算符 U(g)，并且

让这种对应保持群的乘法关系，即满足

U(g2)U(g1) =U(g2g1). (8.18)

这种满足 (8.18) 式的从一个群到希尔伯特空间幺正算符的映射关系就称为群的幺正表示。
当然，这种幺正表示有可能是平凡的，比方说 U(g) = 1 显然满足 (8.18) 式，从而构成编
织群的幺正表示，但这个幺正表示显然是一个平凡的表示。然而编织群，无论是 2+1 维

的 BN 还是 3+1 维的 SN，都可以有非平凡的幺正表示。正因为编织群可以有这些非平凡

的幺正表示，就使得多个全同粒子的路径积分有了更多的可能性。

8.3 * 全同粒子统计

8.3.1 全同粒子路径积分

下面我们来考察 N 个全同粒子的路径积分公式。首先，假设我们将粒子的所有路径

按照拓扑等价关系分类，每一类对应一个编织群元 g，并且假设我们可以引入一个非平凡
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的 U(g)。由于 U(g) 只依赖于路径的拓扑类，在路径的连续形变下将保持不变，而路径的

连续形变是一种局域操作，它会改变系统的局域信息，这就说明 U(g) 对系统的局域信息

不能有作用，它只能作用在非局域信息的指标 n = 1,2, ...,M 上。考虑到这一点我们就可以

给出如下路径积分公式

⟨{x}b,m, tb|{x}a,n, ta⟩=
1
|G|∑g

[
⟨m|U(g)|n⟩ ∑

{x(t)}∈g:a→b
eiSa→b[{x(t)}∈g]/h̄

]
. (8.19)

式中下标 {x(t)} ∈ g 表示属于拓扑类 g 的一组路径，式中最后的求和 ∑g 表示对所有的路

径拓扑类求和，也即是对编织群的所有群元求和，式中的 |G| 表示编织群的群元总数目。

相比于单粒子路径积分公式，(8.19) 的关键不同之处在于将多粒子路径按照拓扑等价
类来处理了，一个等价类之内的每一条路径对路径积分的贡献和单粒子情形类似，都是

eiS/h̄，但这不是全部贡献，对于每一个等价类 g，我们还要额外乘以幺正表示 U(g)。

根据我们在附录中关于单粒子路径积分幺正性的证明可以类似地知道，∑g ∑{x(t)}∈g:a→b eiSa→b[{x(t)}∈g]/h̄

是幺正的，又由于U(g)是幺正算符，所以我们可以知道 (8.19)给出来的 ⟨{x}b,m, tb|{x}a,n, ta⟩
是幺正的。这就证明了路径积分公式 (8.19) 的幺正性。

下面我们来验证 (8.19) 式满足时间演化的基本方程 (8.6)。首先我们注意到由方程
(8.18) 容易有

∑
k
⟨m|U(g2)|k⟩⟨k|U(g1)|n⟩= ⟨m|U(g2g1)|n⟩. (8.20)

其次，根据 (8.19) 式我们有

∑
{x}b,k
⟨{x} f ,m, t f |{x}b,k, tb⟩⟨{x}b,k, tb|{x}i,n, ti⟩

=
1
|G|2 ∑

g1,g2

∑
k

[
⟨m|U(g2)|k⟩⟨k|U(g1)|n⟩

×∑
{x}b

(
∑

{x(t)}∈g2:b→ f
eiSb→ f [{x(t)}∈g2]/h̄)( ∑

{x(t)}∈g1:i→b
eiSi→b[{x(t)}∈g1]/h̄)]

=
1
|G|2 ∑

g1,g2

[
⟨m|U(g2g1)|n⟩×

(
∑

{x(t)}∈g2g1:i→ f
eiSi→ f [{x(t)}∈g2g1]/h̄)]. (8.21)

式中的第二个等于号我们利用了路径拓扑类的乘法，以及我们在单粒子路径积分中相关推

导的经验。现在，在 (8.21) 式中令 g2g1 = g, 并利用 g2 = gg−1
1 消去 g2, 则 ∑g1,g2 = ∑g,g1 ,

而 (8.21) 式最后的式子就可以写成

1
|G|2 ∑

g,g1

[
⟨m|U(g)|n⟩×

(
∑

{x(t)}∈g:i→ f
eiSi→ f [{x(t)}∈g]/h̄)]. (8.22)

注意到 (8.22) 式的被求和式子实际上与 g1 无关，因此对所有 g1 的求和就简单地等于群

元数目 |G|，刚好将表达式中的 1
|G|2 抵消成

1
|G|。
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综合以上这些结果，我们就能得到

∑
{x}b,k
⟨{x} f ,m, t f |{x}b,k, tb⟩⟨{x}b,k, tb|{x}i,n, ti⟩

=
1
|G|∑g

[
⟨m|U(g)|n⟩×

(
∑

{x(t)}∈g:i→ f
eiSi→ f [{x(t)}∈g]/h̄)]

=⟨{x} f ,m, t f |{x}i,n, ti⟩. (8.23)

这样就完成了对方程 (8.6) 的验证。

8.3.2 2+1 维以及 3+1 维的讨论

正如我们已经说过的，多粒子路径编织群的幺正表示 U(g) 作用在与局域信息相互独

立的非局域信息空间上，数学上称这样的希尔伯特空间为编织群的幺正表示空间，这个空

间的基矢量是 |n⟩,n = 1,2, ...,M，空间维数 M 称之为幺正表示的维数。由于假定这样的表

示空间和系统的局域信息相互独立，因此系统的任何局域扰动对它都不会产生影响，这就

意味着这样的表示空间不会在对系统的局域扰动之下分裂成多个更小的表示空间。数学上

常常称具有这种性质的表示空间为不可约表示空间。矩阵 ⟨m|U(g)|n⟩ 就称为不可约表示
矩阵，或者简称为不可约表示。M 就是这个不可约表示的维数。

数学家告诉我们，由于要满足方程 (8.20)，并非任意维度的希尔伯特空间都能构成编
织群 BN 或者 SN 的不可约表示空间。最简单的不可约表示当然就是 1 维表示，即 M = 1。

由于 1 行 1 列的幺正矩阵必定是一个相位因子，因此这时候幺正算符 U(g) 在这样的 1 维
表示空间的作用只能是一个相位因子，可以记为 e−iφ(g)。很显然的是，无论是 BN 还是 SN

都有一个平凡的一维表示，这时候 U(g) 在这个 1 维表示空间上的作用恒等于 1, 我们称
这样的表示为恒等表示。

2+1 维情形

但是对于 2+1 维情形，这时候编织群是辫子群 BN , 而 BN 有非常多的不平凡一维表

示。不妨假设逆时针编织 σi 在某个一维表示中被表示成了 e−iθi , 则很显然顺时针编织 σ−1
i

将被表示成 eiθi。由于编织群的表示要保持乘法关系，特别的是要保持 (8.15) 式的乘法关
系, 则我们有 e−iθie−iθi+1e−iθi = e−iθi+1e−iθie−iθi+1 , 即有

e−iθi = e−iθi+1 = ...= e−iθ . (8.24)

但是，除此之外，辫子群 BN 无法对 θ 施加更多的约束，也就是说任何相位因子 e−iθ 都

是允许的。这就告诉我们，在一维表示情形中，当我们将两个邻近的 2+1 维全同粒子逆

时针交换顺序时 (即逆时针编织)，波函数可以多出一个任意的相位因子 e−iθ，而顺时针交

换顺序则会多出 eiθ。由于 θ 任意7，所以人们将这样的 2+1 维全同粒子称作任意子！严

格一点说是阿贝尔任意子。所谓的阿贝尔是指，在这种一维表示情形下，BN 的表示矩阵

7实际上，在编织张量范畴理论中可以证明，θ 只能取 2π p/m(p,m 是两个互素的整数) 的形式。
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是相位因子，它们满足乘法交换律，在群理论中，阿贝尔作为形容词指的就是满足乘法交

换律！

对阿贝尔任意子的阐述很容易使我们想到，如果 BN 的不可约表示空间不是一维，而

是 2 维以上，那这时候表示矩阵 ⟨m|U(g)|n⟩ 就真是一个矩阵而不是可交换的复数了，矩
阵不满足乘法交换律，所以对于这种情形人们就把相应的全同粒子称作非阿贝尔任意子。

任意子这种神奇的粒子最早完全是理论凝聚态物理学家的一个预言，但是最近的实验

表明，阿贝尔任意子在特定的两维系统中真的存在，人们已经在实验中发现它们了。不仅

阿贝尔任意子，许多凝聚态物理学家相信非阿贝尔任意子也能在某些特定的两维系统 (比
如某些分数量子霍尔系统) 中存在。关于哪些系统中可能找到非阿贝尔任意子，理论学家
已经有了不少预言，然而由于对实验要求很高，到目前为止，虽然有些观测迹象表明它们

的确存在，但人们还没有找到很确凿的证据。然而非阿贝尔任意子比阿贝尔任意子更为神

奇，也更为重要，其中的一个原因在于，理论研究表明，有一些非阿贝尔任意子可以用来

实现通用的容错量子计算！从长远来看，这也许是最有希望的量子计算实现方案。

非阿贝尔任意子实现容错量子计算的原理其实不难理解。为了说清楚这一点，让我们

设想对处于 |{x},n⟩ 态的这 N 个任意子进行一个编织操作 g，编织完了之后让这 N 个全

同任意子的位形回到 {x}，因此整个过程的效果类似于图 (8.4) 所示。很显然，这样的编
织操作只会影响指标 n 标记的非局域信息，具体来说，这样的编织操作 g 其实就相当于在

|{x},n⟩ 上作用 U(g)，从而有

|{x},n⟩ →U(g)|{x},n⟩= ∑
m
|{x},m⟩⟨m|U(g)|n⟩. (8.25)

现在，设想我们将要进行计算处理的量子态编码成非局域信息 |{x},ψ⟩= ∑n ψn|{x},n⟩, 式
中复叠加系数 ψn 所包含的就是我们要处理的量子信息。则在编织操作 g 之下我们将有

|{x},ψ⟩ →U(g)|{x},ψ⟩= ∑
m
|{x},m⟩∑

n
⟨m|U(g)|n⟩ψn. (8.26)

很显然，编织操作 g 相当于对量子信息 ψn 进行了如下计算

ψm→∑
n
⟨m|U(g)|n⟩ψn. (8.27)

因此，只要合适地利用对非阿贝尔任意子的编织操作，我们就能实现想要的量子计算。

这种计算的幺正矩阵 ⟨m|U(g)|n⟩ 是非局域的，系统的任何局域扰动都不能影响它。这
一点正是利用非阿贝尔任意子进行量子计算的巨大优点，因为这样的计算过程将会天然对

环境的退相干效应产生免疫。这是因为，退相干主要就是因为系统和环境之间存在大量的

局域相互作用而产生的，现在既然这样的局域相互作用没法影响 ⟨m|U(g)|n⟩，那这样的量
子计算当然就会对退相干免疫。寻找有合适非阿贝尔任意子的量子系统以及如何利用编织

操作进行具体的量子计算，这些就是当前拓扑量子计算研究的核心课题。在拓扑量子计算

中，所谓的计算其实就是一连串的编织操作，如图 (8.11) 所示 (注意图中水平方向才是时
间方向)。

然而，一个存在任意子的两维系统通常不会只有一种类型的任意子，而是可以有多种

不同的任意子类型，不同类型的任意子当然不是全同粒子，因此我们这里描述的全同粒
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Figure 8.11: 摘自 Collins, Graham P. ”Computing with quantum knots.” Scientific Amer-
ican 294.4(2006):56-63

子理论其实不能完整地描写任意子系统。对任意子系统的理论描述需要新的数学，这就

是所谓的编织张量范畴理论，这是一个非常抽象的数学理论，它当然大大超出了我们这

本书的范围，一个相对比较容易入门的读物是 Steven H. Simon 的在线讲义“Topological
Quantum”8。

回到我们的 N 个全同粒子系统。由于张成辫子群不可约表示空间的这些非局域信息

也是由这 N 个全同任意子作为一个整体携带的，因此可以想见，至少在 N 足够大时，不

可约表示空间的维数 M 将随着 N 的数目指数增长，即有

M ∼ dN . (8.28)

类似这种关系我们其实很熟悉，比方说，每个量子比特的希尔伯特空间是 2维，因此 N 个

量子比特的总希尔伯特空间就是 2N 维。所以式 (8.28) 中的 d 可以理解为每个任意子的非

局域信息的维数，称作非阿贝尔任意子的量子维数。但是，不可思议的是，非阿贝尔任意

子的 d 可以不是整数，甚至可以是无理数，比方说有一种被称作斐波那契任意子的非阿贝

尔任意子，它的 d = 1+
√

5
2 。

3+1 维情形

3维空间或者 3维以上空间和 2维情形有根本性的不同，这时候编织群是 SN，即基本

编织操作 σi 要额外满足代数关系 σi = σ−1
i ，或者说将两个粒子逆时针交换顺序和顺时针

交换顺序结果是一样的，因此唯一体现路径编织的地方其实仅仅在于粒子的位置置换，SN

其实就是 N 个粒子的置换群。这会带来一些根本性的不同，最大的不同在于，2+1 维的

编织由于逆时针编织和顺时针编织不同，所以必须跟随整个编织操作的时间演化，我们无

法在一个固定的时刻定义 2+1 维编织操作。但是，对于粒子的位置置换来说，我们无需

追究具体是如何置换的，或者说将两个粒子的位置坐标交换一下这样的操作可以在任何一

个固定时刻都有定义。这使得我们可以定义作用在固定时刻量子态空间的置换算符，正如

后文我们将要看到的，这样的算符其实是对量子态的一个对称变换，从而使得位置置换成

为 3+1 维全同粒子系统的一种对称性，而置换群 SN 就可以看成是一个对称群。而 2+1

8http://oxfordtopquantum.tiddlyspot.com/
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维的辫子群 BN 就不能简单理解为对称性，而是一个比对称性更抽象的概念，完整的数学

描述要用编织张量范畴。

不过在具体定义 3+ 1 维的置换对称性之前，我们是统一用路径编织的概念来看待

2+1 维和 3+1 维的，只不过 3+1 维得额外满足 σ2
i = 1。对于编织群的一维表示 e−iθ 来

说，这意味着 3+1 维要额外满足 (
e−iθ)2

= 1. (8.29)

这意味着 e−iθ 不能取任意值，而是仅仅只有 e−iθ =±1 这两种可能性。在数学上，这两种

可能性分别对应置换群 SN 仅有的两种 1 维不可约表示。
由于在 3+1 维，σi 就是将两个粒子的位置对换，而 N 个粒子的任意位置置换总能通

过一系列的两两对换来实现 (这里请读者自己用 3 个或者 4 个粒子的位置置换为例来看清

这个结论的普遍性)，所以 e−iθ = 1 的可能性就意味着，对 N 个粒子进行任意置换所产生

的影响都是不变的因子 1，即对于任何 g，相应的一维表示相位因子均为 e−iφ(g) = 1，这其

实就是置换群的恒等表示。这种情形所描述的全同粒子就是所谓的全同玻色子。

而对于 e−iθ = −1 这种情形，它必然意味着 N 个粒子的任何偶置换都产生因子 1(即
相应的 e−iφ(g) = 1)，而任何奇置换都产生因子 −1(即相应的 e−iφ(g) =−1)。所谓偶置换就
是可以实现为偶数个两两对换相乘的置换，而所谓奇置换就是可以实现为奇数个对换相乘

的置换。在我们现在的情形中，每个对换会贡献一个 −1，所以偶数个对换相乘产生的因

子就是 1，而奇数个对换相乘产生的因子就是 −1。这种情形称作置换群 SN 的交错表示

(alternating representation)。这种情形所描述的全同粒子就是所谓的全同费米子。
当然，3+ 1 维编织群 SN 也有 2 维以上的不可约表示。但是考虑到真实物理系统的

一些附加限制，人们可以证明所有这些高于 1 维的不可约表示都不能描述真实的 3+1 维

全同粒子系统。证明中所需要的额外物理限制主要有两个：1. 任意粒子都有其反粒子，人
们可以产生一对正反粒子，也可以让一对正反粒子相互湮灭。这一条物理限制当然早就被

实验验证了，反粒子和反物质的概念可以说是现代物理学的常识。在历史上，反粒子的存

在最早是狄拉克 1928 年在理论上预言的，1932 年被 C.D. 安德森用实验证实。2. 粒子
间的相互作用具有局域性。这也就是说，在同一时刻北京产生或者湮灭一对正反粒子对于

南昌的实验结果不应该有任何影响。具体的证明过程非常复杂，原始论文9过于长我也不

推荐读者阅读。大体思想也许是证明在上述两个物理约束下，编织群为 SN 的全同粒子体

系携带的所有信息在一定意义上都不能与局域信息相互独立，因此独立非局域信息的维度

M = 1，从而只能构成 SN 的 1 维不可约表示，高于 1 维的不可约表示都不可行10。

一般来说，物理学和数学有很大的不同，物理学的不可行定理 (No go theorem) 的前
提假设很容易出漏洞，人们不只一次地找到过各种物理学不可行定理的例外，因此这么复

杂抽象的证明物理学家不一定会真正重视，这可能就是为什么曾经有一段时间有很多人在

9S. Doplicher, R. Haag, and J. E. Roberts. Local observables and particle statistics. I. Comm. Math.
Phys., 23:199–230, 1971. S. Doplicher, R. Haag, and J. E. Roberts. Local observables and particle statistics.
II. Comm. Math. Phys., 35:49–85, 1974.

10一个等价的说法是，高于 1 维表示的准统计实际上等价于一些具有额外局域内部自由度的玻色或者费米
子统计。
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研究 2 维以上的不可约表示，称之为准统计 (parastatistics)。不过在后来的理论物理研究
进展中，人们发现高于 1 维的不可约表示的确没有出现过，没有人发现过任何自洽的物
理理论可以容得下它们，实验中更是没有发现有需要准统计的迹象。也许有极小的可能出

现意外，但今天人们已经普遍接受 3+1 维只有玻色子和费米子这两种一维表示的结论了。

值得注意的是，3+1 维的这种情况和 2+1 维非阿贝尔任意子情形有根本性的不同，后者

的确是有丰富物理内涵的。

8.3.3 作为规范对称性的置换对称性

这一节我们将深入探讨置换是如何成为 3+1 维全同粒子体系的一种对称性的。这里

主要涉及到如下几个问题：1. 如何定义置换算符。2. 置换算符在全同粒子波函数上如何
作用。3. 为什么全同粒子置换是一种特殊的规范对称性。

置换算符

前面我们说过，在 3+1 维中编织群是一个置换群 SN。而对全同粒子的置换操作并不

依赖于具体的置换过程，而是可以在任何一个瞬时定义。比方说，我们可以考察一个两粒

子系统的位置本征态 |x1,x2⟩，注意，由于上面讨论过的原因，对于 3+1 维情形，我们可

以假定独立非局域信息的维数 M = 1，因此无需引入额外的量子数来区分不同的独立非局

域信息。假设我们将这两个粒子分别标记为 1、2，并规定狄拉克符号里第一个位置总是用

来标记第 1 个粒子的状态，第二个位置总是用来标记第 2 个粒子的状态，因此 |x1,x2⟩ 就
表示一个第 1 个粒子处在 x1 位置，第 2 个粒子处在 x2 位置的状态 (当然，如我们前面说
过的，类似于 x 位置这样的说法是一个简化说法，实际上 x 这样的符号中还可以包含粒子
的自旋等内部量子数)。从而我们就可以定义置换算符 P12

P12|x1,x2⟩= |x2,x1⟩. (8.30)

P12 的作用就是把两个粒子相互对换。我们也可以把这个对换理解为对这两个粒子瞬时进

行的一个编织。注意，这和 2+1 维中的编织操作有根本性的不同，后者依赖于我们具体

是逆时针编织还是顺时针编织，因此必须考虑具体编织过程，像 (8.30) 这样的式子对于
2+1 维的辫子群 BN 是没有意义的。

根据 (8.30) 式的这个定义我们显然有 P2
12|x1,x2⟩= P12|x2,x1⟩= |x1,x2⟩，即有算符方程

P2
12 = 1. (8.31)

这个结果相应于 3+1 维中基本编织操作所满足的 σ2
i = 1。另一方面，根据 (8.30) 式我们

也很容易看到

⟨x′1,x′2|x1,x2⟩= δ (x′2−x2)δ (x′1−x1) = ⟨x′2,x′1|x2,x1⟩

= ⟨x′1,x′2|P
†
12P12|x1,x2⟩. (8.32)

这就意味着 P†
12P12 = 1, 从而 (8.30) 式定义的置换算符 P12 是一个幺正算符，结合 (8.31)

式我们就有

P†
12 = P12 = P−1

12 . (8.33)
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(8.30) 式很容易推广到对 N 个粒子的任意置换。为此我们以 g 表示对 {1,2, ...,N} 的
一个置换，记这个置换的作用方式为，g : i→ g(i)，即将 i 置换为 g(i)。则可以仿照 (8.30)
式定义对 N 个粒子的置换算符 Pg 如下 11

Pg|x1,x2, ...,xN⟩= |xg(1),xg(2), ...,xg(N)⟩. (8.34)

完全类似于两个粒子的情形，我们也可以证明 Pg 必定为幺正算符。

另一方面，正如我们前面提到过的，N 个粒子的任意置换必定可以分解成相继进行的

一连串两两对换，因此对 N 个粒子的任意置换算符必定也可以写成一连串的两粒子对换

算符的乘积。比方说，对于 3 个粒子情形，假设我们考虑如下置换

g : {1,2,3}→ {2,3,1}. (8.35)

很容易看出来，这个置换操作和下面一串操作的效果是一样的

{1,2,3}→ {2,1,3}→ {2,3,1}. (8.36)

按照群乘法的定义，相继进行的两个操作对应于两个群元相乘，根据我们前面的约定，先

进行的操作在乘号的右边，后进行的操作在乘号的左边，因此 (8.36) 中的这一串操作就可
以写成 (13)(12)。这里符号 (i j) 表示将 i, j 对换。也即是说，(8.35) 式的 g = (13)(12)，很

明显这是一个偶置换。置换算符当然也要满足置换群乘法，因此相应的置换算符也必然可

以写成 Pg = P13P12。由于前面证明过两个粒子的对换算符是幺正算符，从而这里的 Pg 也

必定为幺正算符，这是另一种证明置换算符为幺正算符的方法。实际上，我们定义的置换

算符构成了置换群的幺正表示。

将任意置换分解成一串两两对换相乘也有助于我们求出它的逆操作，为此我们只要

注意到任何对换的逆操作是它本身。以上一段中的 g = (13)(12) 为例，其逆元是 g−1 =

[(13)(12)]−1 =(12)−1(13)−1 =(12)(13)。对于相应的置换算符就有 Pg−1 =P12P13 = [P13P12]
−1 =

P−1
g = P†

g。很显然，偶置换的逆元将依然是一个偶置换，而奇置换的逆元也是一个奇置换。

一般地，由于置换算符是置换群的幺正表示，所以我们有

Pg−1 = P−1
g = P†

g . (8.37)

假设置换算符 Pg 在任意量子态 |ψ⟩ 上的作用结果为 Pg|ψ⟩ = |ψ ′⟩，记相应的坐标表
象表达式为 P̂gψ(x1,x2, ...,xN) = ψ ′(x1,x2, ...,xN)。则根据 (8.37) 式和 (8.34) 式，我们容易
有 ⟨x1,x2, ...,xN |Pg = ⟨x1,x2, ...,xN |P†

g−1 = ⟨xg−1(1),xg−1(2), ...,xg−1(N)|, 从而可以得到置换算符
在波函数上的作用结果为

P̂gψ(x1,x2, ...,xN) = ψ ′(x1,x2, ...,xN) = ⟨x1,x2, ...,xN |Pg|ψ⟩

=⟨xg−1(1),xg−1(2), ...,xg−1(N)|ψ⟩= ψ(xg−1(1),xg−1(2), ...,xg−1(N)). (8.38)

11非常细心的读者可能会注意到一个不重要的细节，即对粒子本身的置换和对局域变量 x 的置换其实是有
区别的，但在我们的处理中故意混淆了这个细节性的区别，因为否则的话这里关于置换算符的定义以及后面

关于置换算符在全同粒子波函数上如何作用的推理过程都会变得更复杂，这会不利于读者理解相关思路。更

何况，这个细节其实并不会影响我们将要得到的关键性结论 (8.46) 式。
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由于 g 置换将原来的 {xg−1(1),xg−1(2), ...,xg−1(N)} 置换到了 {x1,x2, ...,xN}，所以上面这
个式子的含义其实就是，置换算符作用以后 {x1,x2, ...,xN} 位置的波函数其实就是原来
{xg−1(1),xg−1(2), ...,xg−1(N)}位置的波函数。记多粒子位形 {x1,x2, ...,xN}= {x},则有 ψ(x1,x2, ...,xN)=

ψ({x})。再示意性地记

{xg−1(1),xg−1(2), ...,xg−1(N)}= g−1{x}. (8.39)

则可将 (8.38) 式重写成,

P̂gψ({x}) = ψ(g−1{x}). (8.40)

置换算符在全同粒子波函数上的作用

以上讨论的是置换算符在任意 N 粒子体系上的作用，这些粒子其实不必是全同粒子。

对于全同粒子体系来说，情况会有些特殊，因为这时候体系的波函数并不是任意多变量函

数，而是由全同粒子路径积分给出来的波函数。

具体来说，根据 (8.7) 式我们知道，任意 t 时刻的波函数 ψ({x}, t) 总是由某个初始 t0
时刻的波函数按照下式演化而来

ψ({x}, t) = ⟨{x}|ψ(t)⟩= ∑
{x}0

⟨{x}, t|{x}0, t0⟩ψ({x}0, t0). (8.41)

代入全同粒子的路径积分公式 (8.19) 即有，

ψ({x}, t) = 1
|G|∑g1

[
U(g1) ∑

{x}0

∑
{x}0

g1−→{x}
eiS[{x(t)}∈g1]/h̄ψ({x}0, t0)

]
. (8.42)

式中 ∑
{x}0

g1−→{x} 表示对从 {{x}0, t0} 到 {{x}, t} 的所有属于拓扑类 g1 的路径求和。另外，

由于我们只需考虑置换群的 1 维表示，所以式中的 U(g1) 实际上是一个相位因子，即

U(g1) = e−iφ(g1)。

下面我们考虑置换算符 Pg 在波函数上的作用，根据 (8.40) 式我们有, P̂gψ({x}, t) =
ψ(g−1{x}, t), 对等号右边应用全同粒子波函数的路径积分公式 (8.42) 则有

P̂gψ({x}, t) = 1
|G|∑g1

[
U(g1) ∑

{x}0

∑
{x}0

g1−→g−1{x}

eiS[{x(t)}∈g1]/h̄ψ({x}0, t0)
]
. (8.43)

然而很显然，路径 {x}0
g1−→ g−1{x} 和路径 {x}0

g−1g1−−−→ {x} 是一回事，所以上面的表达式又
可以写成

P̂gψ({x}, t) = 1
|G|∑g1

[
U(g1) ∑

{x}0

∑
{x}0

g−1g1−−−→{x}

eiS[{x(t)}∈g−1g1]/h̄ψ({x}0, t0)
]
. (8.44)
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令 g−1g1 = g2, 利用 g1 = gg2 将上式中的 g1 代换成 g2，进而将对 g1 的求和代换成对 g2

的求和，从而即有

P̂gψ({x}, t) = 1
|G|∑g2

[
U(gg2) ∑

{x}0

∑
{x}0

g2−→{x}
eiS[{x(t)}∈g2]/h̄ψ({x}0, t0)

]
=U(g)

1
|G|∑g2

[
U(g2) ∑

{x}0

∑
{x}0

g2−→{x}
eiS[{x(t)}∈g2]/h̄ψ({x}0, t0)

]
=U(g)ψ({x}, t). (8.45)

式中第 2 个等号我们利用了群表示关系 U(gg2) =U(g)U(g2), 最后一个等号则是再次代入
了波函数的路径积分公式 (8.42)。

小结一下，上面的推导结果告诉我们，在置换算符的作用下，3+1 维中的全同粒子波

函数必定满足

P̂gψ({x}, t) = ψ(g−1{x}, t) =U(g)ψ({x}, t). (8.46)

注意到这里的 U(g) = e−iφ(g) 是置换群的一维表示，因此这个结果告诉我们，3+1 维全同

粒子波函数仅有两种不同的可能性，对于全同玻色子，其波函数在任意置换下都将保持不

变，我们称之为对称波函数。而对于全同费米子，其波函数在任何偶置换下将保持不变，

但是在奇置换下都将出一个负号，特别的，对于任意两个粒子的对换，全同费米子波函数

将相差一个负号，这样的波函数称之为反对称波函数。值得再次强调的是，这里诸如 xi 这

样的位置坐标只是一个示意性的记号，它同时指代第 i 个粒子的坐标和自旋量子数等一切

局域信息指标，因此我们的置换操作不仅仅是作用在坐标变量上，而是同时也作用在自旋

量子数等变量上。当我们说全同粒子波函数是对称波函数或者反对称波函数时，我们指的

不是波函数对于坐标变量的置换对称或者反对称，而是指它对所有局域变量的同时置换对

称或反对称。

(8.46) 式是一个坐标表象下的表达式，我们当然也可以写出与之相应的抽象希尔伯特
空间表达式。利用 P̂gψ({x}) = ⟨{x}|Pg|ψ⟩, 很容易看出这个抽象表达式为

Pg|ψ⟩=U(g)|ψ⟩. (8.47)

这是 3+ 1 维全同粒子体系的任何量子态 |ψ⟩ 都必须满足的表达式。对于一个 N 粒子体

系而言，并非所有数学上可能的量子态都满足 (8.47)，而只有满足 (8.47) 式的量子态才可
能描写全同粒子体系的物理状态。假设记一个 N 粒子体系所有数学上可能的量子态集合

为希尔伯特空间 H , 则很容易看出来，满足 (8.47) 式能描述全同粒子体系的量子态集合
为 H 的一个子空间。对于全同玻色子体系而言，U(g) = e−iφ(g) = 1，因此这个子空间中的

任何量子态在置换算符 Pg 的作用下都得保持不变，我们称这样的子空间为对称态子空间，

记为 HS。而对于全同费米子体系而言，通常记相应的相位因子 U(g) = e−iφ(g) = ε(g)，对
于偶置换 ε(g) = 1，对于奇置换 ε(g) =−1, 因此相应希尔伯特子空间中的任何量子态 |ψ⟩
都得满足 Pg|ψ⟩= ε(g)|ψ⟩，这样的希尔伯特子空间称作反对称态子空间，记为 HA。
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比方说，对于一个两粒子体系，|x1,x2⟩ 态显然属于 H , 但它并不满足 (8.47) 式，从
而既不属于 HS，也不属于 HA，因此它不能描写两个全同粒子的系统。但是，很容易验

证 |x1,x2⟩+ |x2,x1⟩ 态在两粒子置换算符的作用下是不变的，因此它属于 HS，能够描写两

全同玻色子的某个物理状态。类似的也容易验证 |x1,x2⟩−|x2,x1⟩ 属于 HA，可以描写两全

同费米子系统的某个物理状态。一个重要的问题是，给定一个 N 粒子系统的希尔伯特空

间 H , 如何构建它的对称态子空间 HS 以及反对称态子空间 HA, 我们将在下一节中具体
讨论这个问题。

置换对称性

置换其实是 3+1 维全同粒子系统的一种对称性，而且是一种规范对称性。为了看清

楚这一点，我们先来考察 ⟨{x} f |P−1
g U(t f , ti)Pg|{x}i⟩, 根据 (8.34) 式，我们显然有

⟨{x} f |P−1
g U(t f , ti)Pg|{x}i⟩= ⟨{x} f |P†

g U(t f , ti)Pg|{x}i⟩

=⟨g{x} f |U(t f , ti)|g{x}i⟩= ⟨g{x} f , t f |g{x}i, ti⟩. (8.48)

式中 g{x} = {xg(1),xg(2), ...,xg(N)}。很明显，⟨g{x} f , t f |g{x}i, ti⟩ 其实就是同步地将初末态
的 N 个坐标进行了一个 1,2, ...,N→ g(1),g(2), ...,g(N) 的置换。仔细想一下人们就能明白，

这样的初末态同步置换根本不会影响路径的拓扑分类，也不会影响路径的作用量 (或者说，
由于全同粒子不可区分，作用量在粒子置换下将不变)，因此，根据路径积分公式 (8.19),
我们将有 ⟨g{x} f , t f |g{x}i, ti⟩= ⟨{x} f , t f |{x}i, ti⟩= ⟨{x} f |U(t f , ti)|{x}i⟩。代入 (8.48) 式即有

⟨{x} f |P−1
g U(t f , ti)Pg|{x}i⟩= ⟨{x} f |U(t f , ti)|{x}i⟩

⇔ P−1
g U(t f , ti)Pg =U(t f , ti). (8.49)

即置换算符与时间演化算符对易。按照第六章中关于对称性的定义，这就说明，3+ 1 维

全同粒子体系具有置换对称性，置换算符 Pg 就是相应的幺正对称变换。特别的，由于

U(t f , ti) = exp(−iH(t f − ti)/h̄), 所以由 (8.49) 式我们必然还有 [Pg,H] = 0。

类似的，对于海森堡绘景中的任何物理可观测量算符 O(t)，我们可以考察 ⟨{x} f , t f |P−1
g O(t)Pg|{x}i, ti⟩=

⟨g{x} f , t f |O(t)|g{x}i, ti⟩。这个结果同样可以用路径积分公式来计算，办法就是在 ⟨g{x} f , t f |g{x}i, ti⟩
的路径积分计算中插入一个表达式 O(t)。很明显，对于全同粒子体系，将初末态坐标进行

同步置换对于这个中间时刻 t 的表达式 O(t) 不会有任何影响，因此和上一段的论证完全

一样，我们将有 ⟨g{x} f , t f |O(t)|g{x}i, ti⟩= ⟨{x} f , t f |O(t)|{x}i, ti⟩, 进一步就能得到

P−1
g O(t)Pg = O(t). (8.50)

即置换算符和所有物理可观测量均对易。换言之，全同粒子体系的任何物理可观测量在粒

子置换下都得保持不变。这意味着，对于全同粒子体系，有一些很简单的算符其实是不可

观测的，比方说位置算符 X1 就不是可观测量，因为在位置置换下它无法不变，但是算符

(X1 +X2 + ...+XN)/N 却是可观测的，因为它在粒子置换下显然不变。这其实很好理解，

由于全同粒子的不可区辨性，人们测量粒子坐标的时候实际上无法知道测量结果来自于 N
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个粒子中的哪一个，因此结果是只能测到 (X1 +X2 + ...+XN)/N 这类算符的本征值，而根

本无法测量到 X1 的本征值。

由于置换算符与全同粒子体系的所有物理可观测量均对易，因此我们就可以把这些可

观测量算符限制在对称态子空间 HS 或者限制在反对称态子空间 HA 上，也即是说，任

意可观测量 O 作用在任何对称态上结果将依然是对称态，同样，可观测量 O 作用在任何

反对称态上结果必然依然是反对称态。证明非常简单，不妨以反对称态的情况为例，假设

|ψ⟩ ∈HA, 即 |ψ⟩ 满足 Pg|ψ⟩= ε(g)|ψ⟩, 设 O 在 |ψ⟩ 上的作用结果为 |ψ ′⟩, 即 |ψ ′⟩=O|ψ⟩,
则由于 (8.50)，我们有 Pg|ψ ′⟩ = PgO|ψ⟩ = OPg|ψ⟩ = ε(g)O|ψ⟩ = ε(g)|ψ ′⟩, 可见 |ψ ′⟩ 依然
是反对称态。我们说过，对称态描述的是全同玻色子，反对称态描述的是全同费米子，因

此刚才的结果意味着，是玻色子还是费米子这是微观粒子的本质属性，任何物理过程和物

理测量都无法改变这一属性。正是根据这种本质属性我们才可以将三维空间的微观粒子分

成玻色子和费米子两大类。

(8.50) 也意味着，置换操作不仅是 3+1 维全同粒子体系的对称性，而且是一种非常

特殊的对称性。对于普通的对称变换来说，它只是不改变系统的动力学演化规律，也即是

与时间演化算符对易，但与其它的物理量并不一定对易，因此一般来说，我们可以通过观

测其它物理量的变化而观测到对称变换对系统的影响。但是，如果一个对称变换与所有的

物理量都对易，那它的作用结果就是不可观测的，这样的对称性我们通常称之为规范对称

性。这就是为什么我们说 3+ 1 维全同粒子系统的置换对称性是一种规范对称性的原因。

前面的章节中我们还碰到过另一个规范对称性的例子，即电荷守恒的 U(1) 相位变换，而

且我们也知道，电荷 U(1) 相位变换同样也与所有的物理可观测量都对易。

8.4 * 自旋统计定理

这一节我们依然统一讨论 2+ 1 维情形和 3+ 1 维情形。我们的目标是建立两个全同

粒子之间的基本编织操作和空间旋转操作之间的关系。一般来说，这两者之间并没有什么

明确的关系，但是，在一种特殊的情形中，全同粒子编织和空间旋转的确密切相关，这种

特殊情形允许我们将 2+1 维全同阿贝尔任意子的编织与空间旋转等同起来，也允许我们

建立 3+1 维玻色-费米统计与粒子自旋之间的关系，所以叫自旋统计定理。

这种特殊情形其实非常简单，考虑一个荷为 a的粒子在时空中的演化路径，如图 (8.12)
所示，图中左边的 a 粒子在某个时空局域上受到一个复杂的作用，使它在这个局域上“打

了个圈”，虽然如此，局域性原理告诉我们，左边的态本质上依然是 a 粒子态，因此只能

和右边的标准 a 粒子态相差一个相位 e−iθa。

另一方面，由于 a 粒子有内部自由度，所以我们不妨将它的时空路径画成一条带子，

如图 (8.13) 所示。在这幅图中，我们把前面 a 粒子“打了个圈”的演化路径画成了一条时

空带子，拉直这条带子就得到图 (8.13) 右边的那条带子，但是右边的这条带子显然是 a 粒

子逆时针自转 2π 角的结果。这也即是说，a 粒子“打了个圈”所多出来的相因子应该刚

好等于逆时针自转 2π 角的 exp(−2πiJa/h̄)，Ja 是 a 粒子自旋角动量。结合这两段的结果
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Figure 8.12: 左边的 a 粒子在某个时空局域上受到一个复杂的作用，使它在这个局域上

“打了个圈”，虽然如此，局域性原理告诉我们，左边的态本质上依然是 a 粒子态，因此只

能和右边的标准 a 粒子态相差一个相位 e−iθa。

Figure 8.13: 左边的 a 粒子时空带子拉直后就变成右边的带子，但是右边的带子显然等于

a 粒子逆时针自转 2π 角。

我们就得到

e−iθa = exp(−2πiJa/h̄). (8.51)

现在只差一步我们就可以得到自旋-统计定理了，这一步涉及到对 e−iθa 的解释。为此

我们又得注意到图 (8.12) 和图 (8.13) 中 a 粒子“打了个圈”的演化路径其实非常奇特，奇

特之处就在于，我们知道，竖直向上方向是时间轴，但是你看图 (8.12) 和图 (8.13) 中 a 粒

子“打了个圈”的路径，它有一部分是逆着时间走的。对于微观粒子来说，这好像也没有

什么问题，因为对于微观世界而言，时间正方向和负方向地位完全平等。但是，对于我们

宏观的观察者而言，时间只能沿着正方向流逝，为此我们就得重新解释图 (8.12) 中 a 粒子

演化路径的逆时间部分。注意到电荷的运动方向与反电荷的反向运动方向对于产生电流来

说完全一样，因此我们可以将逆时间的那一部分 a 路径解释成 a 的反粒子 a 在顺着时间

方向走。如此一来，我们就可以将图 (8.12) 中 a 粒子“打了个圈”的路径重新解释成 (如
图 (8.14) 所示)：C 地有一个 a 粒子随着时间演化，突然 A 地产生了一对正反 a 粒子，其

中正 a 粒子与 C 地运动过来的 a 粒子作了个逆时针编织，之后，A 地产生的粒子对中的

反 a 粒子与 C 地过来的 a 粒子在 B 地湮灭，剩下一个 A 地粒子对中的正 a 粒子飞向未

来。这样一分析我们就可以知道，前面的相因子 e−iθa 其实正好来源于两个 a 粒子的逆时
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Figure 8.14: a 粒子对产生，对湮灭，以及编织。图中的箭头方向可以重新解释为荷的流

动方向。

针编织。如此一来，方程 (8.51) 就将一类特殊的全同粒子编织与粒子自旋联系了起来，因
此可以称作自旋统计定理。

特别的，如果 a 是 2+1 维阿贝尔任意子，那刚才的相因子 e−iθa 必定是基本编织操

作的阿贝尔表示，方程 (8.51) 就把这个阿贝尔表示与 2 维空间的 2π 角旋转联系了起来。
值得注意的是，一般来说，2 维空间的 2π 角旋转并不一定等于 1，因此阿贝尔任意子可以
有非平凡的 e−iθa。但是一般来说，我们要求，2 维空间虽然旋转一圈不等于恒等操作，但
是旋转 n 圈总可以等于恒等操作，即要求对于某个 n，有 exp(−n2πiJa/h̄) = 1, 或者利用自
旋-统计定理即有，

e−inθa = 1. (8.52)

从而可见，阿贝尔任意子的统计角 θa 其实是 2π 乘以一个分数，所以又称之为分数统计。
进一步，如果 a是一个 3+1维的粒子，那这时候空间旋转群就不是 2维空间的 SO(2)

群了，而是 3 维空间的 SO(3) 群。在前面的章节中我们系统研究过这种旋转群的表示，我

们发现，它有两种不同的表示，半整数表示和整数表示，对于整数表示 exp(−2πiJa/h̄) =

U(2π) = 1，对于半整数表示，exp(−2πiJa/h̄) = U(2π) = −1。根据自旋-统计定理 (8.51)，
这就意味着，对于整数自旋粒子，必有 e−iθa = 1，从而是玻色子，而对于半整数自旋粒子，

则必有 e−iθa =−1，从而是费米子。这就是通常量子场论中证明的自旋-统计定理。通常人
们将这个定理概括成如下等式

U(2π) = (−)F. (8.53)

式中 (−)F 称为费米宇称算符，它作用在费米量子态上为 −1，作用在玻色态上为 +1。

读者不妨回想一下前面章节中关于超对称的讨论，我们知道 U(2π) 与超对称荷 Q 反

对易，因此根据上面的自旋统计定理，就有

(−)FQ(−)F =−Q. (8.54)

这个结果就说明，超对称荷 Q 是一个费米算符。
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8.5 玻色子和费米子

本章前面几节我们利用全同粒子路径积分系统地讨论了 2+1 维全同粒子体系和 3+1

维全同粒子体系。这些讨论除了本身能够导出一些神奇而重要的结论之外，它对于深入理

解全同性原理也非常有帮助，然而，对于初学者来说，这些讨论可能有些过深。这一节我

们将回到量子力学初学者的角度，直接讨论 3+1 维时空中的全同性原理，讨论玻色子统

计和费米子统计，对于已经学过并理解了前几节内容的读者，本节的内容基本上可以看成

前几节的自然发展。不过，为了照顾到跳过了前几节的初学者，本节也会用简化的处理重

复前几节的少量必要内容。

从某个角度上说，3+1维时空的全同粒子体系当然更为基本，因为我们的真实时空就

是 3+1 维的。即使对所谓的两维材料，它们其实也都有厚度，从微观上追究起来它们也

都是由 3 维空间中的原子-分子-电子等等组成，其两维特性其实是一种“有效”描述，仅
当我们不使用足够高的能量去探测它的微观结构时才成立。正因为如此，这一节和后面的

第 (8.6) 节，我们将专门地研究这种真实的 3 维空间中的全同粒子体系。

8.5.1 多体希尔伯特空间

全同粒子量子力学当然属于多体量子力学，本书前面部分也涉及过多体量子力学，比

如量子纠缠就不是单体量子现象，它至少要涉及到两个粒子或者说两体。但是我们还没有

专门地强调过多体量子力学的一些特性，现在，让我们暂时忘记全同粒子，先看一下任何

一个多体体系的希尔伯特空间有何特性。

让我们从两体开始，假设一个量子系统由 A, B 两体组成，A, B 各自都可以有很复杂

的内部结构，比方说各自本身可以是一个多体系统。假设单独对于 A 来说，其量子态的希

尔伯特空间为 HA，单独对于 B 来说，希尔伯特空间为 HB，那么 A, B 作为一个整体其希

尔伯特空间 HAB 是怎么样的呢？虽然我们前面没有一般性地讨论过这个问题，但是我们

已经见过很多两体的例子，两个自由粒子，两个量子比特等等。仔细回想一下我们怎么处

理这些例子，就能明白下面的回答是非常自然的。首先，我们分别取 HA 和 HB 各自的一

组正交归一基 {|iA⟩}, {|iB⟩}, 那么整个系统的任何量子态 |ψ⟩ 都必定能写成如下的叠加形
式，

|ψ⟩= ∑
iA,iB

ψiA,iB |iA, iB⟩= ∑
iA,iB

ψiA,iB |iA⟩|iB⟩. (8.55)

式中 ψiA,iB 是叠加系数，所有这类量子态的集合就构成了整个系统的希尔伯特空间 HAB。

数学上，对于这样构造出来的希尔伯特空间有一个专门的名称，称之为 HA 和 HB 的张量

积，记为 HA⊗HB，因此

HAB = HA⊗HB. (8.56)

值得说明的是，张量积是一个重要的数学概念，它的基本含义就是将两个东西并置

在一起，在数学上它并不是必须按照 (8.55) 式来定义，实际上，在所谓的张量范畴论中，
(8.55) 式定义的张量积是一种“平凡”的张量积。但是在线性代数中以及我们的这本量子
力学书中，我们只需关心这种“平凡”的张量积就足够了。之所以出现这种“平凡”的张
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量积，是因为我们的 A、B 两个子系统有某种局域性，也即是说，仅仅对 A 的某个物理量

进行测量，和仅仅对 B 的某个物理量进行测量，两者之间不会有任何相互影响。

张量积的概念当然可以推广到一般的多体情形。假设 A,B,C,D.... 等多个子系统构成

一个大量子系统，则这个大量子系统的希尔伯特空间就是各个子系统希尔伯特空间的张量

积，可以记为 HA⊗HB⊗HC⊗ ...., 它是所有形如下式的量子态的集合

|ψ⟩= ∑
iA,iB,iC,...

ψiA,iB,iC...|iA, iB, iC...⟩

= ∑
iA,iB,iC,...

ψiA,iB,iC...|iA⟩|iB⟩|iC⟩... (8.57)

对于 N 个全同粒子的体系，由于这些粒子不可区分，所以描写单个粒子的正交归一基

矢量对于所有粒子都应该一样，不妨记这样的正交归一基矢量为 |ui⟩, 指标 i = 1,2,3, ... 用

来区分不同的基矢量。为了描写整个多粒子态，我们需要将这些全同粒子进行标记，设分

别标记为 1,2,3...,N。当然，这样的标记是任意的，而且由于这些粒子严格不可区分，所以

这些标记实际上也不是物理的，它仅仅是为了构造全同粒子量子态而引入的数学描述。作

了这样的标记以后我们就可以将第 n 个粒子的正交归一基矢量记为 |ui(n)⟩。根据我们刚才
的描述，整个 N 粒子体系的希尔伯特空间 H 将是各粒子希尔伯特空间的张量积，它的基

矢量可以取为 |ui(1),u j(2), ...,uk(N)⟩, 但是，正如我们将要看到的，这样的基矢量虽然可以
直接描写非全同的多粒子体系，但却不能直接描写全同多粒子体系。实际上全同 N 粒子

体系的希尔伯特空间将是 H 的某个特定子空间，下面我们将要讨论如何构造这样的子空

间。

8.5.2 置换对称性

两全同粒子情形

我们先来讨论两个全同粒子的情形。将这两个粒子标记为 1,2，记相应的两粒子态希

尔伯特空间为 H , 根据前面的讨论，H 的矢量基为 |ui(1),u j(2)⟩。由于我们讨论的是两个
全同粒子，我们现在非物理地将这两个粒子分别标记为 1,2，但实际在物理上，1,2 是不可

区分的，这就意味着，如果我们将这两个粒子相互置换一下，在物理上系统将不会发生任

何改变。这有两层含义，第一，置换前后系统的物理状态不会改变。第二，这样的置换操

作不会引起任何物理可观测量的改变。这两点实际上就意味着，这样的置换操作是这两个

全同粒子体系的一种特殊对称性。

我们定义两粒子的置换算符 P12 如下，

P12|ui(1),u j(2)⟩= |ui(2),u j(1)⟩= |u j(1),ui(2)⟩, (8.58)

上式的最后一个等号来源于习惯上我们常常将标记为第 1 个粒子的量子态写在狄拉克符
号的第 1 个位置。读者可以验证，这样定义的置换算符是一个幺正算符，即它保持态的内
积不变。且对于希尔伯特空间 H 里的任意量子态 |ψ⟩= ∑i, j ψi, j|ui(1),u j(2)⟩, 我们有

P12|ψ⟩= ∑
i, j

ψi, j|u j(1),ui(2)⟩= ∑
i, j

ψ j,i|ui(1),u j(2)⟩ (8.59)
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上式的最后一个等号来自于求和指标的重命名。很显然，置换算符对两粒子量子态的作用

相当于将叠加系数 ψi, j 的两个下标互换，即 ψi, j→ ψ j,i。很明显，连续进行两次置换相当

于不进行任何操作，即有 P2
12 = 1。

现在，如果这两个粒子是两个全同粒子，则由于置换操作不会改变系统的物理状态，

所以必有

P12|ψ⟩= e−iφ |ψ⟩, (8.60)

即置换算符作用之后的量子态只能和原来的量子态相差一个相位。又由于 P2
12 = 1，从而有

(e−iφ)2 = 1, 所以这个相位只有两种可能性，要么取 +1，要么取 −1。对于 +1 的情形，我

们就说这两个全同粒子为全同玻色子，对于 −1 的情形，我们就说这两个粒子为全同费米

子。另外，根据上一段的讨论我们又知道，用量子态的展开系数来说，P12 的作用相当于

P12 : ψi, j→ ψ j,i。因此对于全同玻色子，由于量子态在置换算符的作用下要保持不变，从而

我们必有 ψi, j = ψ j,i，而对于全同费米子则必有，ψ j,i =−ψi, j。人们常常称这个结果为：全

同玻色子的波函数必定为对称波函数，全同费米子的波函数必定为反对称波函数。

两粒子希尔伯特空间 H 中，所有对称波函数所构成的希尔伯特子空间为全同玻色子

的对称态空间，记为 HS，而所有反对称波函数所构成的希尔伯特子空间为全同费米子的

反对称态空间，记为 HA。读者容易验证，HS 的基矢量可以取为

|ui,u j⟩S = |ui(1),u j(2)⟩+ |ui(2),u j(1)⟩= (1+P12)|ui(1),u j(2)⟩. (8.61)

这是因为，|ui,u j⟩S的任意线性叠加态 ∑i, j ci, j|ui,u j⟩S =∑i, j ci, j|ui(1),u j(2)⟩+∑i, j ci, j|ui(2),u j(1)⟩=
∑i, j(ci, j + c j,i)|ui(1),u j(2)⟩，很明显 (ci, j + c j,i) = ψi, j 是一个对称波函数，因此在原来的希

尔伯特空间 H 中来看，这样的叠加态当然都是对称态。类似的，两全同费米子反对称态

空间 HA 的基矢量可以取为

|ui,u j⟩A = (1−P12)|ui(1),u j(2)⟩. (8.62)

关于两全同费米子的反对称态，有一个特别重要的情形值得单独考察。这情形就是，

假如我们在公式 (8.62) 中令 i = j，很显然，结果必然是 |ui,ui⟩A = 0。也即是说，对于全同

费米子系统，两个粒子不能处在同一个单粒子态上。这其实就是著名的泡利不相容原理。

在前面的章节中我们讲过，正是因为有泡利不相容原理，我们才能正确地解释元素周期表。

不仅如此，泡利不相容原理也是维持我们这个物质世界稳定性的根本原理之一，假如没有

泡利不相容原理，那原子的核外电子都会占据到最低单电子能级上去，如此一来所有原子

都会坍缩。两个费米子不能占据同一个单粒子态，这在效果上，就好像两个费米子之间有

一个排斥力一样，对于大量全同费米子的系统，费米子之间的这种排斥力就称之为费米子

的简并压。比方说，电子简并压正是使得白矮星能够抵抗自身的引力作用而稳定存在的原

因，钱德拉塞卡甚至具体计算出，在恒星质量未超过 1.44 个太阳质量 (钱德拉塞卡极限)
时，电子简并压都能够阻止恒星在自身引力作用下的坍缩。

什么粒子是玻色子，什么粒子是费米子呢？关于这一点我们有所谓的自旋-统计定理。
它告诉我们，整数自旋的粒子都是玻色子，而半整数自旋的粒子都是费米子。比方说光子
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的自旋是 1，因此是玻色子，而电子的自旋是 1/2，因此是费米子。同样，质子中子也是费

米子，而所谓的“上帝粒子”Higgs 玻色子，是一个标量粒子，自旋是零，因此是玻色子。

N 个全同粒子的情形

以上关于两全同粒子置换对称性的讨论当然可以推广到任意 N 个全同粒子情形，我

们任意地将这 N 个全同粒子标记为 1,2,3, ...,N。则对这 N 个粒子的置换就表现为对这 N

个数的置换，我们记在置换操作 g 的作用下，粒子 n 将被置换成粒子 g(n), 则 g 本身就唯

一由其在 N 个粒子上的作用 g : {1,2,3, ....,N}→ {g(1),g(2), ...,g(N)} 决定。最简单的置换
操作当然就是恒等置换，也就是不做任何置换，可以把相应的 g 简单记为 1。另外我们可

以定义两个置换操作 g1 和 g2 的乘积 g2g1 为，先对 N 个粒子进行置换操作 g1，之后再在

g1 置换结果的基础上进行置换操作 g2，很显然，按照这个置换乘法的定义，g2g1 仍然是

一个置换操作。由此可见，N 个全同粒子的所有可能置换 (包括恒等置换) 的集合 SN 在置

换乘法下是封闭的。不仅如此，我们可以将任何置换过程逆转过来，从而得到任意置换操

作 g 的逆操作 g−1，它满足 g−1g = gg−1 = 1。也即是说，SN 的每一个元素都可逆。满足

这些性质的集合 SN 就称之为一个群，元素 g 就是称作一个群元，SN 就是 N 个粒子的置

换群，由于 N 个粒子有 N! 种置换，因此 SN 共有 N! 个群元。

置换操作中最简单的就是两粒子对换，通常记 i, j 两粒子的对换操作为 (i j)，很明显

任何对换都满足 (i j)2 = 1。数学上不难证明，N 粒子的任意置换群元 g 均可以写成一系列

的两两对换的乘积。如果 g 对应于偶数个对换相乘，我们就称 g 为偶置换，如果 g 相应于

奇数个对换相乘，我们就称之为奇置换。很容易证明偶置换的逆依然是偶置换，奇置换的

逆依然是奇置换，比方说偶置换 g = (13)(12) 的逆 g−1 = (12)(13) 显然依旧是偶置换。

对于 N 个全同粒子的系统，我们可以首先忽略其全同性，得到 N 个粒子的希尔伯特

空间 H，其基矢量可以选为 |ui1(1),ui2(2), ...,uiN (N)⟩, 式中 |ui⟩ 是单粒子希尔伯特空间的
正交归一基矢量。仿照两粒子情形，我们可以将对 N 个粒子的置换算符 Pg 定义成

Pg|ui1(1),ui2(2), ...,uiN (N)⟩= |ui1(g(1)),ui2(g(2)), ...,uiN (g(N))⟩

=|uig−1(1)
(1),uig−1(2)

(2), ...,uig−1(N)
(N)⟩. (8.63)

上式的最后一个等号是将多粒子态重新排列一下，使得第 1 个粒子的态排在狄拉克符号的
第 1 个位置，以此类推。读者可以验证，这样定义出来的置换算符必定是一个幺正算符，
即必定保持态的内积不变。另外，根据上面的定义，读者很容易验证

Pg2Pg1 |ui1(1),ui2(2), ...,uiN (N)⟩

=|ui1(g2g1(1)),ui2(g2g1(2)), ...,uiN (g2g1(N))⟩

=Pg2g1 |ui1(1),ui2(2), ...,uiN (N)⟩. (8.64)

也即是说，置换算符满足如下关系

Pg2Pg1 = Pg2g1 . (8.65)
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这一代数关系的实质就在于，它告诉我们置换算符会保持置换操作的乘法关系，两个置换

操作的乘积对应于两个相应置换算符的乘积。数学家称这种保持乘法关系的从置换群 SN

到希尔伯特空间幺正算符的对应关系为置换群的幺正表示。也即是说，我们定义的置换算

符刚好构成了相应置换群的幺正表示。

考虑到粒子的全同性，则有，置换算符的作用不会改变全同粒子系统的物理状态，即

置换算符作用以后的量子态和原来的量子态只能相差一个相位。因此，N 个全同粒子的物

理态空间不是 N 粒子希尔伯特空间 H，而是它的一个子空间，这个子空间的态额外满足

下面的约束条件

Pg|ψ⟩= e−iφ(g)|ψ⟩. (8.66)

虽然我们现在考虑的是 N 个全同粒子，但是由于 Pg 得构成置换群的幺正表示，所以这个

约束方程的解其实和两全同粒子类似，即只有两个不同的解。其中一个解描述全同玻色子，

这时候对于任意 g，恒有 e−iφ(g) = 1。另一个解描述全同费米子，这时候 e−iφ(g) = ε(g)，记
号 ε(g) 对于偶置换取 1, 对于奇置换取 −1。这个一般性结论的证明其实并不难，关键点

就在于要注意到：(1) 任意置换 g 总能写成一系列两粒子对换的乘积. (2) 由于 Pg 是置换

群的表示，所以它也可以写成一系列两粒子对换算符的乘积。注意到这两点以后，人们就

可以轻易地将 N 个全同粒子的分析约化为对两个全同粒子的分析，进而得出刚才所说的

两个不同解。其中，玻色子的物理态空间称作对称态子空间，记为 HS，费米子的物理态

空间称作反对称态子空间，记作 HA。

与两全同粒子类似，假如我们将 |ψ⟩ 用基矢量 |ui1(1),ui2(2), ...,uiN (N)⟩ 展开成

|ψ⟩= ∑
i1,i2,...,iN

ψi1,i2,...,iN |ui1(1),ui2(2), ...,uiN (N)⟩. (8.67)

则对于全同玻色子体系，叠加系数 (波函数) 将满足，ψi1,i2,...,iN 对于 N 个指标的任意置换

都对称不变，这种波函数简称对称波函数，或者称为全对称波函数。而对于全同费米子体

系，ψi1,i2,...,iN 对于任意两个指标的对换都反对称，比方说 ψi2,i1,...,iN =−ψi1,i2,...,iN , 这种波函
数称作反对称波函数，或者称作全反对称波函数。因此，对称态子空间 HS 其实就是所有

对称波函数的空间，而反对称态子空间 HA 则是所有反对称波函数的子空间。

与两全同粒子情形类似，对称态空间 HS 的基矢量可以按照如下方法构造

|ui1 ,ui2 , ...,uiN ⟩S = ∑
g

Pg|ui1(1),ui2(2), ...,uiN (N)⟩. (8.68)

证明其实非常简单，假如将某个置换算符 Pg1 作用在这样的基矢量上，则由于 Pg1 ∑g Pg =

∑g Pg1Pg = ∑g Pg1g = ∑g′ Pg′(最后一个等号是令 g1g = g′，并将对 g 的求和替换成对 g′ 的求

和），因此我们将有

Pg1 |ui1 ,ui2 , ...,uiN ⟩S = Pg1 ∑
g

Pg|ui1(1),ui2(2), ...,uiN (N)⟩

=∑
g′

Pg′ |ui1(1),ui2(2), ...,uiN (N)⟩= |ui1 ,ui2 , ...,uiN ⟩S. (8.69)
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这就证明了这样的基矢量在任何置换算符的作用下都保持不变，因此是对称态空间的基矢

量。

而反对称态空间 HA 的基矢量的构造方法则是

|ui1 ,ui2 , ...,uiN ⟩A = ∑
g

ε(g)Pg|ui1(1),ui2(2), ...,uiN (N)⟩. (8.70)

要证明它是反对称态空间的基矢量，只需要注意到根据置换的奇偶性，ε(g) 满足如下关系

ε(g2)ε(g1) = ε(g2g1), ε(g−1) = ε(g). (8.71)

进而可以得出，

Pg1

(
∑
g

ε(g)Pg
)
= ε(g1)

(
∑
g′

ε(g′)Pg′
)
, (8.72)

具体的证明细节我们留给读者自己练习。

全同费米子体系反对称态基矢量的构建公式 (8.70) 还可以写成一种更常见的行列式
形式

|ui1 ,ui2 , ...,uiN ⟩A = ∑
g

ε(g)|ui1(g(1)),ui2(g(2)), ...,uiN (g(N))⟩.

= ∑
g

ε(g)|ui1(g(1))⟩|ui2(g(2))⟩...|uiN (g(N))⟩.

= det


|ui1(1)⟩ |ui1(2)⟩ ... |ui1(N)⟩
|ui2(1)⟩ |ui2(2)⟩ ... |ui2(N)⟩

... ... ... ...

|uiN (1)⟩ |uiN (2)⟩ ... |uiN (N)⟩

 (8.73)

在最后的行列式中，我们看到，每个单粒子态相应于行列式的一行，每个被标记的粒子相

应于行列式的一列。很明显，将任意两个粒子对换相应于交换行列式的两列，因此当然是

反对称的。这就再一次证明了，最终的行列式的确能构成反对称态空间的基矢量。另外，

从最终的行列式中还可以轻易看出另一个重要结果，即一个单粒子态上不可能出现两个或

两个以上的全同费米子，否则的话，这个行列式就会有两行或者更多行是完全一样的，而

线性代数的知识告诉我们，这样的行列式必定为零，从而这种情况在物理上不可能出现。

这个结果就是我们前面提到过的泡利不相容原理。

对于全同粒子体系，置换算符的作用不仅不能改变系统的物理状态，而且置换算符的

作用效果应该是无法观测的，因为对于全同粒子体系而言，将粒子作一个任意置换对于物

理结果不应该有任何影响。这就意味着，置换算符必须得和任意物理可观测量 O 均对易，

即

PgO = OPg. (8.74)

特别的，置换算符得和全同粒子哈密顿量对易。从而置换操作是全同粒子体系的一种特

殊对称性。而且，由于置换算符与全同粒子哈密顿量对易，因此它当然也和时间演化算符
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U(t f , ti) 对易, 即

PgU(t f , ti) =U(t f , ti)Pg. (8.75)

在实际应用中，我们总是反过来应用公式 (8.74) 的，即我们总是将它看成是对全同粒
子物理可观测量的一个约束，只有满足这个约束的量才可能是可观测量。比方说，根据这

个约束，N 个全同粒子体系的位置算符 X1 +X2 + ...+XN 是可观测的，但是，X1 是无法

观测的。

与时间演化算符分析方法的关系

这一个小节我们主要想解决两个问题：第一，以两全同费米子的散射为例，分析全同

粒子体系散射问题的特殊性。第二，将本节着重强调的置换算符和置换对称性分析方法与

本章前几节中的时间演化算符和路径积分分析方法联系起来。

假设两全同费米子的散射初态为 |ui1 ,ui2⟩A 态，根据前面的构造方法，

|ui1 ,ui2⟩A =
1√
2
(1−P12)|ui1(1),ui2(2)⟩, (8.76)

式中 1√
2
为归一化因子。类似的，假设两全同费米子的散射末态为 |v f1 ,v f2⟩A 态，其构造为

|v f1 ,v f2⟩A =
1√
2
(1−P12)|v f1(1),v f2(2)⟩. (8.77)

则两全同费米子的散射概率幅相应于时间演化算符的如下矩阵元

A⟨v f1 ,v f2 |U(t f , ti)|ui1 ,ui2⟩A. (8.78)

代入散射初态和散射末态的具体构造，我们就可以得到

A⟨v f1 ,v f2 |U(t f , ti)|ui1 ,ui2⟩A

=
1
2
⟨v f1(1),v f2(2)|(1−P†

12)U(t f , ti)(1−P12)|ui1(1),ui2(2)⟩ (8.79)

注意到 P12 与 U(t f , ti) 对易, 再进一步利用 P†
12 = P−1

12 = P12(首先由于 P12 为幺正算符，所

以 P†
12 = P−1

12 ，又由于 P2
12 = 1，所以 P−1

12 = P12)。我们很轻易就能推导出 (8.79) 等式右边
的表达式等价于

⟨v f1(1),v f2(2)|U(t f , ti)|ui1(1),ui2(2)⟩

−⟨v f1(1),v f2(2)|P
†
12U(t f , ti)|ui1(1),ui2(2)⟩

=⟨v f1(1),v f2(2)|U(t f , ti)|ui1(1),ui2(2)⟩

−⟨v f2(1),v f1(2)|U(t f , ti)|ui1(1),ui2(2)⟩. (8.80)

这就是两全同费米子散射幅的最终表达式，这个表达式有非常简单的解释，它的两项分别

对应于 (8.15) 中的左图和右图。如果我们考察的是两个全同玻色子的散射，那推导过程是
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Figure 8.15: 两全同费米子散射，左图相应于散射幅 ⟨v f1(1),v f2(2)|U(t f , ti)|ui1(1),ui2(2)⟩，
右图相应于散射幅 ⟨v f2(1),v f1(2)|U(t f , ti)|ui1(1),ui2(2)⟩.

完全类似的，只不过这时候，两幅图对应的散射幅应该是相加而不是相减。至此为止，实

际上我们就完全解决了本章一开始提出来的问题。

总之，对于两全同费米子的散射幅，我们有

A⟨v f1 ,v f2 |U(t f , ti)|ui1 ,ui2⟩A

=⟨v f1(1),v f2(2)|U(t f , ti)|ui1(1),ui2(2)⟩

−⟨v f2(1),v f1(2)|U(t f , ti)|ui1(1),ui2(2)⟩. (8.81)

对于全同玻色子情形，则应该将反对称态改为对称态，相应的公式右边的两项应该是相加

而不是相减。但是，前面的图 (8.15) 画的是粒子的运动空间轨道图，如果我们画出粒子完
整的时空路径图，那散射幅 A⟨v f1 ,v f2 |U(t f , ti)|ui1 ,ui2⟩A 就应该示意性地表示为图 (8.16)。阅

Figure 8.16: 左图相应于散射幅 ⟨v f1(1),v f2(2)|U(t f , ti)|ui1(1),ui2(2)⟩，右图相应于散射幅
⟨v f2(1),v f1(2)|U(t f , ti)|ui1(1),ui2(2)⟩。竖直方向为时间轴。

读了本章前几节的读者一定已经发现，这个结果和我们前面用路径积分方法推导出来的结

果完全一致。

8.5.3 应用举例

ν = 1 的整数量子霍尔效应基态波函数
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在第四章中我们研究过朗道能级以及相应的量子霍尔效应。在那里我们看到，电子最

低朗道能级的单粒子态为

ui(w,w) = wie
− |w|

2

4l2B , (8.82)

式中 w = x+ iy 为两维平面的复坐标。当然这是一个 2+1 维的系统，但是对于电子系统

而言，它在 2+1 维所满足的统计和 3+1 维是一样的，都是全同费米子统计。因此对于填

满最低朗道能级的 NΦ = eBS
2π h̄ 个电子而言，它们的多体波函数必须是一个全反对称波函数，

而且 NΦ 个电子填充到 NΦ 个态上，填充方法是唯一的，因此相应的反对称态基矢量也是

唯一的，由下面的行列式给出 (式中 N = NΦ)

Ψ(x1,x2, ...,xN) = det



1 1 ... 1

w1 w2 ... wN

w2
1 w2

2 ... w2
N

... ... ... ...

wN−1
1 wN−1

2 ... wN−1
N


N

∏
n=1

e
− |wn |2

4l2B . (8.83)

这个行列式就是著名的范德蒙行列式，利用范德蒙行列式的标准计算结果，我们可以将上

面的多体波函数重新表达成

Ψ(x1,x2, ...,xN) = ∏
1≤n<m≤N

(wn−wm)
N

∏
n=1

e
− |wn |2

4l2B . (8.84)

显然，这个波函数在任意两个电子位置坐标的置换下都反对称。因而的确符合全同费米子

波函数的要求。这个波函数就是填充分数 ν = 1 的整数量子霍尔效应的基态波函数。不仅

如此，Laughlin 正是通过推广这个整数量子霍尔效应波函数，从而给出了分数量子霍尔效
应的一个理论解释。

单费米子近似

下面我们考察一个特殊的 N 个全同费米子的系统，假设这些费米子之间没有相互作

用，因此整个系统的哈密顿量 H 可以写成

H = h(1)+h(2)+ ....+h(N). (8.85)

式中 h(n) 表示第 n 个费米子的哈密顿量，并且所有的 h(n) 形式都一样，因此 H 与任意

置换算符 Pg 均对易。

为了构造这个系统的态空间，我们可以首先考察单粒子态，设单粒子哈密顿量 h 的本

征方程为

h|ui⟩= ei|ui⟩, (8.86)

式中 ei 为单粒子能量本征值，不妨设 e1 < e2 < ... < eN < eN+1 < ....。由于粒子间没有相互

作用，则现在多体量子态的问题就转换为将 N 个全同费米子填充进这些单粒子能级的问
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题。由于泡利不相容原理，每个费米子要占据一个不同的能级。显然，总能量最低的情况

是，前 N 个单粒子能级被占据，系统的总能量为 Eg = e1 + e2 + ....+ eN。这就构成了整个

系统的基态，其波函数是

|u1,u2, ...,uN⟩A = ∑
g

ε(g)|u1(g(1)),u2(g(2)), ...,uN(g(N))⟩. (8.87)

全同费米子系统基态所对应的最高被占据单粒子能级就称作费米能级，在这里费米能级就
是 eN。

但是，如果我们考察的是全同玻色子体系，那情况将完全不同，这时候没有泡利不相

容原理，所以 N 个全同玻色子可以全都占据最低单粒子能级 e1，这就叫玻色-爱因斯坦凝
聚。它告诉我们，当温度足够低时，玻色子气体可以全都凝聚到最低单粒子能级上去。

空间波函数与自旋波函数分离的情形

对于有些全同费米子系统，它的空间动力学变量和自旋变量之间没有耦合，简称没有

自旋-轨道耦合。那这时候总的多体波函数就可以分离变量成空间波函数与自旋波函数的
乘积。对于这种情况的全同费米子系统，由于全同性原理只要求总波函数是反对称波函数，

所以我们既可以要求空间波函数对称而自旋波函数反对称，也可以要求空间波函数反对称

而自旋波函数对称，这两种情况的总波函数均反对称，从而都可以满足全同性原理的要求。

比方说，对于一个类氢离子，其核外有两个电子（全同费米子），均处于 n = 1, l = m = 0

的最低单粒子能级 |ψ100⟩, 因此，系统的空间波函数必定是对称的 |ψ100,ψ100⟩, 从而这两个
电子的自旋波函数必定反对称，也就是必定处于自旋单态

(
| ↑↓⟩− | ↓↑⟩

)
/
√

2, 从而系统的
总波函数必定为

|ψ100,ψ100⟩
(
| ↑↓⟩− | ↓↑⟩

)
/
√

2. (8.88)
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前面我们描述全同 N 粒子系统时，我们是先把这 N 个粒子标记为 1,2, ...,N 再来处理

的。这当然是一种表示 N 粒子置换对称性的方法，通过这种方法我们可以把全同粒子希

尔伯特空间构建为 N 粒子希尔伯特空间 H 的子空间。相应的全同粒子体系的物理可观

测量也可以表示为通常的 N 粒子体系的算符。这样的处理方式当然能够解决问题，但却

不是最好的描述全同粒子体系的方式。这一节我们将看到，有一个巧妙的代数方法可以很

方便地表示全同玻色子体系或者全同费米子体系的置换对称性，从而直接了当地建立它们

的物理态空间和可观测量算符。顺便提一下，由于历史的原因，这种代数方法有一个很夸

张的名称，称之为二次量子化。二次量子化方法当然没有其名字所暗示的那么夸张的物理

内涵，它并不意味着我们要建立一个量子力学的量子力学，实际上量子力学只有一个，二

次量子化方法只是一种描述全同粒子体系量子力学的巧妙代数方法而已，它的一部分重要

性在于，它可以自然地将我们引导向量子场论。

为了说清楚这种代数方法，我们首先引入一些记号，我们将单粒子正交归一基矢量

|ui⟩ 简记为 |i⟩, 即 |i⟩ = |ui⟩。从而全同玻色子的对称态基矢量可以重记为 |i1, i2, ..., iN⟩S =



296 Chapter 8. 全同性原理与多体量子力学

|ui1 ,ui2 , ...,uiN ⟩S, 它在任意一对指标交换下均保持对称不变。而全同费米子的反对称态基矢
量可以重记为 |i1, i2, ..., iN⟩A = |ui1 ,ui2 , ...,uiN ⟩A, 它在任意一对指标交换下均要出一个负号，
从而反对称。我们将这两种情况统一在一起，记作 |i1, i2, ..., iN⟩ζ , ζ 仅有两个取值 ±1，ζ = 1

对应全同玻色子体系的对称态，ζ =−1 对应全同费米子体系的反对称态。

二次量子化方法中的多粒子态

二次量子化这种代数方法的关键点在于将不同粒子数目的全同粒子体系放在一起（也

就是放在同一个希尔伯特空间里）来考察，这也是它能自然引导向量子场论的关键，因为

在量子场论中粒子可以产生和湮灭，其数目通常无法固定。这个包含不同粒子数的希尔伯

特空间通常称作 Fock 空间，记为 F。

为了建立 Fock 空间，首先我们定义 0 个全同粒子对应 F 里的一个量子态 |0⟩，称作
真空态 (注意它不是量子比特里的 |0⟩ 态)。下面我们引入关键的定义，我们定义单粒子态
|i⟩ 为某个算符 a†

i 作用在 |0⟩ 态上产生的，即

a†
i |0⟩= |i⟩. (8.89)

同理可以定义多粒子态，比如 2 粒子态 |i1, i2⟩ζ 和 3 粒子态 |i1, i2, i3⟩ζ 可以简单定义如下

|i1, i2⟩ζ = a†
i1a†

i2 |0⟩,

|i1, i2, i3⟩ζ = a†
i1a†

i2a†
i3 |0⟩. (8.90)

另一方面，根据对称态和反对称态的定义我们又有

|i1, i2⟩ζ = ζ |i2, i1⟩ζ = ζ a†
i2a†

i1 |0⟩. (8.91)

由此可见，要让我们构造出来的多粒子态自动是对称态或者反对称态，我们只需令算符 a†
i

满足如下代数关系

a†
i1a†

i2 = ζ a†
i2a†

i1 , (8.92)

ζ = 1 的情形我们称相应的算符为玻色算符，它对应于两个 a† 算符对易，ζ =−1 的情形

我们称相应的算符为费米算符，它对应于两个 a† 算符反对易。因此通过令算符对易或者

反对易，(8.92) 这个简单的代数办法就解决了全同粒子体系物理态的对称或反对称问题。
特别的，(8.92) 式这个代数关系告诉我们，对于全同费米子体系 (a†

i )
2 = −(a†

i )
2 = 0,

这其实就对应 |i, i⟩A = 0, 这也就是泡利不相容原理。
从前面的定义我们可以很清楚地看到，a†

i 算符的作用会将全同粒子的数目增加 1，或
者说 a†

i 的物理含义就是产生一个 |i⟩ 态的粒子，所以称作产生算符。当然，按照厄密共轭
算符的定义，a†

i 的厄密共轭算符 ai 的作用就会将全同粒子数目减少 1，具体来说，ai 会

湮灭一个原本占据在 |i⟩ 态上的粒子，故称作湮灭算符。很快读者就可以看到，这里的产
生-湮灭算符和我们在前面的章节中求解线性谐振子时引入的产生-湮灭算符在数学上是一
回事，但是物理解释有所不同，这里我们处理的是多粒子量子力学，产生或湮灭的是一个

粒子，而在求解线性谐振子时产生或湮灭的是一个能级量子数。
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和线性谐振子的这种类比启发我们按如下方法建立 Fock 空间的一组基矢量。我们要
解决的问题就是如何更方便地标记多个全同粒子的量子态，或者说如何编码多粒子态。前

面我们采用的方法是先把粒子标记为 1,2, ...,N，然后按照粒子的顺序将多粒子态编码成

|ui1(1),ui2(2), ....⟩ 的形式，最后再要求对于全同粒子最终的物理态得全对称或者全反对称。
现在我们作一个关键的改变，我们换成按照单粒子态的某个排列顺序编码多粒子态，也即

是说，我们将单粒子态指标 i 排列成 1,2,3, ..... 的顺序，然后依次看第 1 个态上占据了多
少个全同粒子，第 2 个态上又占据了多少个全同粒子，依此类推。也就是说，我们将多粒
子态编码成 |n1,n2,n3, ....⟩ 这一串非负整数，其中 ni 表示 i 态上占据的全同粒子数目，称

作 i 态上的占据数。

知道了单粒子态的占据情况，再加上交换两个粒子时对称或者反对称的要求，实际

上就唯一确定了多个全同粒子的量子态，所以我们可以唯一性地把全同多粒子态编码成

|n1,n2,n3, ....⟩ 的形式，这就是 Fock 空间的一组自然基矢量，相应的表象称作占据数表象。
特别的，对于 ζ =−1 的全同费米子情形，由于泡利不相容原理，一个单粒子态上不能有

两个或两个以上全同费米子占据，所以这时候，ni 只有 0 或 1 这两种取值，即 ni = 0,1。

当然，对于全同玻色子体系，ni 取多少没有什么限制，只要大于等于 0 就可以了。
由于 a†

i 是在单粒子态 i 上产生一个粒子，ai 是将 i 态上原本占据的一个粒子湮灭掉，

所以很显然我们将有

a†
i |n1,n2, ...,ni, ....⟩ ∝ |n1,n2, ...,ni +1, ....⟩

ai|n1,n2, ...,ni, ....⟩ ∝ |n1,n2, ...,ni−1, ....⟩. (8.93)

在上面的式子中，所有的占据数都应该大于等于 0，如果某个占据数小于 0，则相应的表
达式本身为 0。对于全同费米子体系，占据数还应该小于等于 1，如果某个占据数大于 1，
则相应的表达式本身也为 0。

类比于线性谐振子问题，我们可以知道，占据数 ni 应该是算符 n̂i = a†
i ai 的本征值。由

此类比于线性谐振子问题，我们可以知道

a†
i |n1,n2, ...,ni, ....⟩=

√
ni +1ζ si |n1,n2, ...,ni +1, ....⟩

ai|n1,n2, ...,ni, ....⟩=
√

niζ si |n1,n2, ...,ni−1, ....⟩. (8.94)

对于玻色算符情形，这就是线性谐振子问题中告诉我们的标准的产生-湮灭算符作用关系。
对于费米算符情形，这个公式多了一个因子 ζ si，这里 si = ∑i−1

j=1 n j, 为 i 态前面的 i−1 个

态上的总占据数。多出这个因子其实很好理解，因为这时候 ai 或者 a†
i 要正确地作用在 i

态上，它必须先和 i 前面的 si 个产生算符相交换，对于费米算符，每一次交换出一个因子

ζ，最后多出来的因子就是 ζ si。

利用代数关系式 (8.94)，我们容易推导如下产生湮灭算符之间应该满足的标准代数关
系式

[ai,a
†
j ]ζ = δi j. [a†

i ,a
†
j ]ζ = 0, [ai,a j]ζ = 0. (8.95)

这里 [A,B]ζ = AB−ζ BA，即对于玻色算符它是普通的对易子，但是对于费米算符，它其实

是反对易子。(8.95)式的后两个等式没有任何新东西，它们显然就是将 (8.92)式重写一下。
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但 (8.95) 式的第一个等式是相当非平凡的，特别的，对于全同费米子情形，它告诉我们

aia
†
i +a†

i ai = 1. (8.96)

这就是费米子产生湮灭算符所满足的反对易关系，它和玻色子的对易关系 aia
†
i − a†

i ai = 1

有本质区别。

二次量子化方法中的算符

如此一来，利用产生-湮灭算子的对易或反对易性质我们就表示了全同玻色子或全同
费米子的置换对称性，并且还建立了全同粒子体系的 Fock 空间。下面我们来讨论如何用
产生-湮灭算子表示全同粒子体系的物理量算符。

首先我们来看单体算符，即不涉及多体相互作用的算符。这样的算符比方有动能算符

等等。为简单起见，假设某个这样的单体算符 O1 在单粒子希尔伯特空间中对应于算符 ô,
假设在矢量基 |i⟩= |ui⟩ 中 ô 是对角化的，本征值为 oi，很明显 oi = ⟨i|ô|i⟩。则在全同粒子
的多体希尔伯特空间中，O1 的总本征值为每个粒子的本征值之和，也即是说，在 Fock 空
间矢量基 |n1,n2,n3, ....⟩ 中，O1 的本征值为

∑
i

oini. (8.97)

显然，为了得到这样的本征值，我们只需将 O1 表示成如下算符

O1 = ∑
i

oin̂i = ∑
i
⟨i|ô|i⟩a†

i ai. (8.98)

为了得到 O1 在任意单粒子矢量基中的表达式，我们利用单粒子希尔伯特空间的基矢

变换 |i⟩= ∑α |α⟩⟨α|i⟩, 并定义 a†
α |0⟩= |α⟩, a†

i |0⟩= |i⟩, 从而容易有

a†
i = ∑

α
a†

α⟨α|i⟩, ai = ∑
α
⟨i|α⟩aα . (8.99)

利用这样的基矢变换，我们就能将 (8.98) 式变换到任意单粒子矢量基中，从而有

O1 = ∑
α,β
⟨α|ô|β ⟩a†

αaβ . (8.100)

特别的，我们有总粒子数算符 N = ∑i a†
i ai = ∑α a†

αaα。这是最简单的单体算符，其本

征值 ∑i ni 为系统的总粒子数目。很容易验证的是，以上的任何单体算符都与粒子数算符

N 对易，即 [N,O1] = 0。

下面我们来看两体相互作用算符 O2。假设它在两体希尔伯特空间相应于算符 v̂, 假设
v̂ 在两体矢量基 |i, j⟩ 上的本征值为 vi j，即 v̂|i, j⟩ = vi j|i, j⟩，很容易验证，这里无论 |i, j⟩
态是对称态还是反对称态，vi j 关于指标 i, j 均是对称的。则在多粒子希尔伯特空间矢量基

|n1,n2,n3, ....⟩ 中，两体算符 O2 的总本征值为所有可能两体本征值的和，即为

1
2 ∑

i ̸= j
vi jnin j +

1
2 ∑

i
viini(ni−1), (8.101)
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式中第 1 项来自两个不同单粒子态上的粒子相互作用，其中因子 1/2 是因为 i, j 相互作用

和 j, i 相互作用是一样的。式中第 2 项来自两个相同单粒子态上的粒子相互作用。很容易
看出来，上式的结果也可以重写成

1
2 ∑

i j
vi j(nin j−niδi j). (8.102)

式中 nin j−niδi j 是如下算符的本征值

a†
i aia

†
ja j−a†

i aiδi j = a†
i

(
δi j +ζ a†

jai
)
a j−a†

i aiδi j

=ζ a†
i a†

jaia j = a†
i a†

ja jai. (8.103)

所以为了在 Fock 空间上取到本征值 (8.102)，我们只需将两体算符 O2 取成

O2 =
1
2 ∑

i j
vi ja

†
i a†

ja jai. (8.104)

注意到 vi j = ⟨i, j|v̂|i, j⟩，从而可以进一步将上式变换到任意单粒子矢量基中，得到

O2 =
1
2 ∑

αβγδ
⟨αβ |v̂|γδ ⟩a†

αa†
β aδ aγ . (8.105)

值得一提的是，人们很容易验证，任何以上形式的两体算符都和粒子数算符 N =∑i a†
i ai

对易，即有 [N,O2] = 0。

二次量子化与场

下面假设我们忽略粒子自旋，考察单粒子希尔伯特空间的一组特殊矢量基，即坐标表

象 |x⟩，即在上文中取 i = x, 相应的 ai = ax 现在我们记作 a(x)，对 i 的求和就变成了对 x
的积分，克隆内克符号 δi j 就变成了狄拉克 δ 函数。因此，(8.95) 式现在应该是

[a(x),a†(x′)]ζ = δ (x−x′). (8.106)

很显然，粒子数算符 N 现在应该是

N =
∫

d3xa†(x)a(x). (8.107)

单粒子的能量算符 ĥ 现在应该是 ĥ = p̂2

2m +V (x), V (x) 为粒子受到的外势场作用，代入单体
算符 O1 的公式 (8.100)，我们就能得到单体的哈密顿量

H0 =
∫

d3xa†(x)
[
− h̄2

2m
∇2 +V (x)

]
a(x). (8.108)

类似的，对于两体相互作用算符，注意到 i, j 应该分别替换成 x,x′，从而前面的 vi j 可

以替换成相互作用势能 vx,x′ , 这里记为 V (x,x′)，进而可以将两体相互作用算符 (8.104) 写
成

V̂ =
1
2

∫
d3x

∫
d3x′a†(x)a†(x′)V (x,x′)a(x′)a(x). (8.109)
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假设仅仅只有这种两体相互作用，那么全同粒子体系完整的哈密顿量就应该是 H =H0+V̂。

前面我们说过，粒子数算符 N 与 H0 和 V̂ 均对易，因此，[N,H] = 0。这说明这样的全同粒

子体系总粒子数是守恒的，我们可以限制在一个确定粒子数目 N 的子空间里来讨论问题。

以上这些关于坐标表象的讨论很容易推广到包括粒子自旋的情形，相应的推广我们留

给读者。坐标表象的讨论自然将我们引导向一个结论，即我们可以将 a(x) 和 a†(x) 看成是
空间分布的场，如此一来，上面关于坐标表象二次量子化方法的讨论就可以自然看成是某

种量子场论。

Hubbard 模型

二次量子化方法应用非常广泛，比方说，在凝聚态物理中有大量的模型都是用二次量

子化方法表述的。下面我们简单介绍一下这些模型中也许最著名的一个，即所谓的 Hub-
bard 模型。
我们的任务是要描述一个电子系统 (费米子)，只不过这个电子系统在一个晶格上运

动。电子的单粒子态主要由电子所处的晶格位置描述，比如电子处在第 i 个格点，那就标

记为 |i⟩ 态，当然电子还有自旋，标记为可以取两个不同值的指标 σ , 即 σ =↑,↓。所以，我
们用费米产生-湮灭算符 aiσ ,a

†
iσ 来描述这些电子，不过，文献中习惯将电子的产生-湮灭算

符记为 ciσ ,c
†
iσ。

假设单个电子在 |i⟩, | j⟩ 格点状态之间的哈密顿矩阵元为 ⟨i|ĥ| j⟩, 假设两体相互作用的
矩阵元为 ⟨lm|V |pn⟩, 式中 l,m, p,n 均为格点位置。则根据我们在本节前面几个小节的论述

可以知道，整个全同电子系统的哈密顿算符可以写成

H = ∑
i, j,σ
⟨i|ĥ| j⟩c†

iσ c jσ +
1
2 ∑

lmnp,σ ,σ ′
⟨lm|V |pn⟩c†

lσ c†
mσ ′cnσ ′cpσ . (8.110)

Hubbard模型就是对上面这个哈密顿量 (8.110)的进一步简化。为了完成这样的简化，
我们得进一步假定：(1). 电子处在当前格点时本身具有能量 ε, 即 ⟨i|ĥ|i⟩= ε。(2). 电子隧
穿到相邻格点上的能量矩阵元为 −t。即当 i, j 相邻时，⟨i|ĥ| j⟩=−t。(3). 除上面两种情况
之外，⟨i|ĥ| j⟩= 0。即电子不能一次性隧穿到更远的格点上。最后我们还要假定, (4). 两电
子间仅当处于同一格点位置时才会有相互作用，即 ⟨lm|V |pn⟩ 仅在 l = p = m = n 时才非

零，非零值设为 U。

根据上面假设，我们容易知道 (8.110) 中的相互作用项现在可以简化为

1
2

U ∑
i,σ ,σ ′

c†
iσ c†

iσ ′ciσ ′ciσ =U ∑
i

n̂i↑n̂i↓. (8.111)

式中 n̂iσ = c†
iσ ciσ , 而且在推导上式最终结果时我们已经用了泡利不相容原理 c2

iσ = 0。因

此，结合上面所有的简化假设，最终哈密顿量 (8.110) 就可以被简化为

H =−t ∑
<i, j>

[
c†

iσ c jσ + c†
jσ ciσ

]
+ ε ∑

iσ
c†

iσ ciσ +U ∑
i

n̂i↑n̂i↓. (8.112)

这就是著名的 Hubbard 模型，式中的 ∑<i, j> 表示对相邻的格点求和。
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关于费曼路径积分，我们还有两个重要的问题有待解决，一是，对所有路径进行求和该

怎么求，毕竟路径可不是一个离散变量，甚至一条路径也不是一个简单的实变量，而是一个

关于时间 t 的函数，所以如何定义这个求和其实是一个很困难的数学问题。第二，我们还要

证明路径积分给出来的结果是幺正的。本节我们就是要就单粒子情形解决这两个问题。我

们的解决方案很简单，就是直接从时间演化算符的哈密顿量表述 U(T,0) = exp{−iHT/h̄}
出发，导出其坐标表象下的路径积分公式。哈密顿量表述的时间演化算符当然是幺正的，

因此其最终导出来的路径积分公式当然也满足幺正性。不仅如此，这种推导方式还会给出

关于如何对路径进行求和的一个定义。

本附录的处理方式基本上是跟随 Polchinski，String Theory Volume I, Appdendix A,
A short course on path integrals 的处理。更多的讨论请读者参阅这份原始材料。关于路径
积分，我们推荐的另一份入门材料是，R. Shankar, Principles of Quantum Mechanics 中
的相关内容。

下面我们以 x̂ 表示一个粒子的正则坐标算符，以 p̂ 表示相应的正则动量算符。路径积

分其实就是坐标表象下时间演化算符的计算公式。假设粒子从 0 时刻的 |xi⟩ 位置演化到 T

时刻的 |x f ⟩ 位置，则路径积分关心的就是如下概率幅，

⟨x f |exp
(
− iHT/h̄

)
|xi⟩. (8.113)

在前面的章节中我们引入过海森堡绘景，对于算符 O，其相应海森堡绘景中的算符

O(t) 为

O(t) = exp(iHt/h̄)O exp(−iHt/h̄). (8.114)

另外，引入海森堡绘景的位置本征态 |x, t⟩ 对于我们来说是方便的，其定义是

|x, t⟩= exp(iHt/h̄)|x⟩. (8.115)

很容易验证，|x, t⟩ 满足 x̂(t)|x, t⟩= x|x, t⟩，式中 x̂(t) 为海森堡绘景中的位置算符。很显然，

路径积分所关心的坐标表象时间演化算符 (8.113) 又可以写成

⟨x f ,T |xi,0⟩. (8.116)

通过在中间 t 时刻插入位置本征态的完备集，我们可以把路径积分关心的概率幅改写

成

⟨x f ,T |xi,0⟩=
∫

dx⟨x f ,T |x, t⟩⟨x, t|xi,0⟩. (8.117)

显然，这个方程就是正文中所说的，时间演化算符所满足的基本方程。现在，我们如图

(8.17) 中所示的那样，将整个时间区间 T 等分成 N 个间距为 ε = T/N 的小区间，其中各

分割时刻分别为

tm = mε. (8.118)
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Figure 8.17: 图片来自于 Polchinski 的书，图中的 qi,q f 在我们这里分别是 xi,x f。

则通过在每一个中间分割时刻都插入相应位置本征态的完备集，我们有

⟨x f ,T |xi,0⟩=
∫

dxN−1...dx1

N−1

∏
m=0
⟨xm+1, tm+1|xm, tm⟩. (8.119)

式中 x0 = xi, xN = x f。

根据我们的定义，有

⟨xm+1, tm+1|xm, tm⟩= ⟨xm+1|exp
(
− iHε/h̄

)
|xm⟩

=
∫

d pm⟨xm+1|pm⟩⟨pm|exp
(
− iHε/h̄

)
|xm⟩. (8.120)

式中哈密顿算符 H 是一个关于坐标算符和动量算符的函数，H( p̂, x̂)。通过算符对易关系

我们总是可以将所有的 p̂ 都放到 H 表达式的左边，而将所有的 x̂ 都对易到右边，从而有

⟨pm|H( p̂, x̂)|xm⟩= H(pm,xm)⟨pm|xm⟩. (8.121)

从而根据 (8.120) 式我们有 (精确到 ε 的一次方阶)

⟨xm+1, tm+1|xm, tm⟩=
∫

d pm exp
[
− iH(pm,xm)ε/h̄

]
⟨xm+1|pm⟩⟨pm|xm⟩

=
∫ d pm

2π h̄
exp
{
− i
[
H(pm,xm)ε− pm(xm+1− xm)

]
/h̄+O(ε2)

}
. (8.122)

将 (8.122) 式代入 (8.119) 式，就可以得到

⟨x f ,T |xi,0⟩=
∫ d pN−1dxN−1

2π h̄
...

d p1dx1

2π h̄
d p0

2π h̄

× exp
{
− i

N−1

∑
m=0

[
H(pm,xm)ε− pm(xm+1− xm)

]
/h̄+O(ε2)

}
→
∫
[d pdx]exp

{ i
h̄

∫ T

0
dt
[
pẋ−H(p,x)

]}
. (8.123)

在上式的最后一行中，我们取了 N→+∞，即 ε → 0 的极限。在这个极限下，上式中的复

杂多重积分相当于对所有以 x(0) = xi,x(T ) = x f 为端点的相空间路径 x(t), p(t) 进行积分。

上式最后表达式中的
∫
[d pdx] 是对这个积分测度的简记符号。
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通常来说，哈密顿量 H(p,x) 关于正则动量 p 是一个二次型，所以 (8.123) 式中关于
p(t) 的路径积分其实是一个高斯型积分，我们可以先把这个积分积掉，根据高斯积分的一

般结果我们知道，积掉 p(t) 首先是要将指数因子中的 p 替换成满足下式的 p，

0 =
∂

∂ p
[pẋ−H(p,x)] = ẋ− ∂

∂ p
H(p,x), (8.124)

这样消去 p 以后，pẋ−H 的结果实际上就是拉格朗日量 L(x, ẋ), 这个过程其实就是所谓的
勒让德变换。因此，由 (8.123) 式我们就可以进一步得到

⟨x f ,T |xi,0⟩=
∫
[dx]exp

{ i
h̄

∫ T

0
dtL(x, ẋ)

}
= ∑

x(t)
e

i
h̄ S[x(t)]. (8.125)

这个式子就是坐标表象时间演化算符的路径积分公式，在这个式子的最后我们已经示意性

地将对所有路径的积分写成了对所有路径的求和。当然，上面在对 p(t) 进行高斯积分时我

们会得到一些积分值，在写出 (8.125) 式这个结果时，我们已经把所有这些 p(t) 的积分值

都吸收到积分测度 [dx] 的定义中去了。

我们可以利用 (8.125) 式这个路径积分公式讨论量子力学与经典力学间的对应关系。
由于两条邻近路径的作用量之差近似为一阶变分 δS，而从 (8.125) 式的最后结果可以看
出，当 h̄→ 0 时, 一般来说相邻路径的相位差 δS

h̄ 是随着路径的微小变动快速振荡的，因

此在 h̄→ 0 时，相邻路径通常总是干涉相消的，除非我们考虑的是 δS = 0 这条路径的邻

近路径。对于这条 δS = 0 的路径，它和邻近路径的相位差近似为 0，从而是干涉加强的。
很显然，这就是最小作用量原理，这条干涉加强的路径就是所谓的经典路径。从这个讨论

我们再一次看到，经典物理是量子物理在 h̄→ 0 时的极限。





9. * 再谈分数量子霍尔效应

本章进一步讨论分数量子霍尔效应。我们将看到上一章谈到的任意子如何作为分数量

子霍尔液体的准粒子激发而出现，这些准粒子又如何满足奇妙的分数统计。

本章我们还将讨论贝里相位，以及如何应用贝里相位计算准粒子的分数电荷和分数统

计。
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9.1 从规范不变性到量子化霍尔电导

这一章我们将进一步讨论分数量子霍尔效应。但还是让我们从整数量子霍尔效应开

始，我们将首先利用规范不变性论证霍尔电导必须量子化为 e2/h 的整数倍。然后我们再

指出这个论证对于分数量子霍尔效应为什么失效了，又该作什么样的修正。由此引导出分

数量子霍尔效应与整数量子霍尔效应的一个本质不同，即在分数量子霍尔效应中，整块霍

尔薄片的基态将出现拓扑简并。从这种基态拓扑简并开始，我们将逐步探讨分数量子霍尔

效应的一些奇妙性质。

9.1.1 Byers-Yang 定理

考虑一个任意的多电子系统，假设系统中心有一个洞，洞的中心落在坐标原点上，如图

(9.1) 所示。假设我们在洞中通过磁通 Φ。则根据第三章学过的 Aharnaov-Bohm 效应我们

Figure 9.1: 中心有洞的多电子系统，洞中通过磁通 Φ.

知道，当电子围绕着洞转一圈再回到起点时，其波函数将会多出一个相位 exp
(
i2πΦ/Φ0

)
，

式中 Φ0 = 2π h̄/e 称为磁通量子。很显然，如果洞中通过的磁通 Φ 是磁通量子 Φ0 的整数

倍，那这个多出来的相因子将为 1，从而 Aharnaov-Bohm 效应就无法探测到这样的磁通。
不仅如此，1961 年 Byers 和杨振宁还进一步证明，如果洞中通过的磁通改变 Φ0 的整

数倍，则改变前后整个系统的能量本征谱将保持不变。这就是 Byers-Yang 定理。
证明这个定理的关键在于利用规范不变性。根据定态薛定谔方程的规范不变性，我们

可以知道，如果对于矢量势 A(x)，多电子系统的哈密顿量有一个能量为 E 的本征波函数

ψ(x1,x2, ...,xN)。那么我们将容易找到另一个相应于矢量势 A′(x) 的有相同能量 E 的本征

波函数 ψ ′(x1,x2, ...,xN)，A′(x) 和 ψ ′(x1,x2, ...,xN) 分别是 A(x) 和 ψ(x1,x2, ...,xN) 的规范

变换

A′(x) = A(x)+(h̄/e)∇ε(x)

ψ ′(x1,x2, ...,xN) =
[ N

∏
j=1

eiε(x j)
]
ψ(x1,x2, ...,xN). (9.1)

对于如图 (9.1) 所示的这种中间有一个洞的系统，我们可以将规范变换函数 ε(x) 取成
下面这样的多值形式

ε(x) = mθ(x), (9.2)
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式中 θ(x) 是围绕着洞中心分布的一个角度变量，当人们绕着洞走一圈时，θ(x) 的取值刚
好从 0 变化到 2π。有时候人们称这样的规范变换为大规范变换。从上一段我们知道，系
统的能量本征谱在这样的大规范变换下也是不变的。然而，变换以后通过洞的磁通却并非

不变，而是会变化为

Φ′ =
∮

A′(x) ·dx =
∮

A(x) ·dx+(h̄/e)m
∮

∇θ(x) ·dx

= Φ+2πmh̄/e = Φ+mΦ0. (9.3)

即大规范变换前后通过洞的磁通将改变 Φ0 的整数倍。这就说明，当洞中通过的磁通改变

Φ0 的整数倍时，系统的能量本征谱将保持不变，这就证明了 Byers-Yang 定理。

9.1.2 量子化霍尔电导

我们知道，整数量子霍尔效应的霍尔电导是量子化的，在前面的第四章中我们也详细

讨论过这种量子化的物理起源，本小节我们重新回到这个问题，我们将利用 Byers-Yang
定理给出霍尔电导必然量子化的一个新论证，这就是所谓的 Laughlin 论证。

考察一块圆环状的霍尔薄片，将它放在强磁场中让它量子化。我们把环绕圆环的方向

称作纵向，与之垂直的方向称作径向，如图 (9.2) 所示。忽略电子间的相互作用以后，根

Figure 9.2: 圆环状霍尔薄片，洞中缓慢加上一个磁通量子。

据朗道能级的知识，每一个电子的量子态可以标记为 |n,m⟩ 态，其中 n = 0,1,2, ... 用来标

记电子所处的朗道能级，m 则是电子的轨道角动量量子数，m 电子处在半径 rm =
√

2mlB
的轨道上，相同朗道能级不同轨道角动量的那些量子态是简并的。现在假设系统的费米能

EF 处在 n = ν−1 和 n = ν 朗道能级之间，也即是说，系统的前 ν 个朗道能级是填满的。
则根据前面第四章的知识我们知道，这时候系统的霍尔电导 σH 会量子化为 σH = ν e2

2π h̄，

这里 ν 是一个量子化整数。下面我们跟随 Laughlin，利用规范不变性来论证这种霍尔电
导的量子化。

假设我们绝热地 (也就是足够缓慢地) 在圆环霍尔薄片中心的洞中通过磁通 Φ(t), Φ(t)

很缓慢地从 0 增加到一个磁通量子 Φ0。根据法拉第电磁感应定律，这个变化的磁通会在

纵向产生感应电场 E 以及感应电动势 E ,

E =
∮

E ·dx =−dΦ(t)
dt

. (9.4)
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由于霍尔效应，这个纵向感应电场会在与之垂直的径向产生霍尔电流 J

J = σHE. (9.5)

J 从圆环的内边缘流向圆环的外边缘，我们可以将 J 环绕圆环积分，得到径向的电流强度

I,

I = σHE . (9.6)

再次对时间积分，就可以得到一段时间之内从圆环内边缘转移到外边缘的电荷量 ∆Q

∆Q =
∫

dtI = σH

∫
dtE =−σH

∫
dt

dΦ(t)
dt

=−σH∆Φ. (9.7)

式中 ∆Φ 是过程前后洞中磁通量的改变量，在我们这里 ∆Φ = Φ0。

当然，整个霍尔薄片是一个多电子系统，从多电子的角度而不是从单电子朗道能级的

角度来看，整个系统当然是处在多电子体系的最低能态，也就是基态。由于我们是绝热地

增加洞中的磁通，磁通的改变过程足够缓慢，因此这个增加磁通的过程不会将系统激发到

激发态上去，整个过程系统都将保持在基态。而根据 Byers-Yang 定理，当我们将洞中通
过的磁通改变 Φ0 时，系统的能量本征谱将保持不变。因此过程前后的基态能量应该是一

样的，由于整个霍尔薄片的基态不简并，因此这实际上意味着过程前后霍尔薄片中的多电

子系统处在完全一样的基态。

但是，前面我们说过，过程前后圆环内边缘将转移 ∆Q =−σHΦ0 的电荷到外边缘。如

果过程前后薄片体内的多电子系统处于同样的量子态，又由于这个量子态包含的都是一些

整数电子电荷，从而只能有整数个电子电荷从内边缘转移到外边缘，不妨设有 p 个电子电

荷转移 (p 是一个整数)，即 ∆Q =−pe(注意电子带负电)。从而即有

−pe = ∆Q =−σHΦ0 =−σH
2π h̄

e
, (9.8)

由此我们就可以得到量子化的霍尔电导

σH = p
e2

2π h̄
. (9.9)

不仅如此，实际上从单电子量子态 |n,m⟩ 的角度来看，当洞中的磁通增加一个磁通量
子时，相应的 |n,m⟩ 态电子就会变成 |n,m+ 1⟩ 态的电子，它在径向方向上就会往外移动
一个轨道。给定一个填满的朗道能级 n，磁通增加一个 Φ0 时，这个能级上的每一个电子

都会往外挪一个轨道，最终的效果就是，内边缘有一个电子挪进了薄片体内，而同时最外

面也有一个体内的电子挪到了外边缘上，总体就是，每一个被占据的朗道能级都有一个电

子电荷从内边缘转移到了外边缘。由于总共有 ν 个朗道能级被占据，因此最终从内边缘转
移到外边缘的电子电荷数目就是

p = ν . (9.10)

这就完成了我们对霍尔电导量子化关系的论证。
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9.1.3 分数量子霍尔效应的基态简并

上一小节我们利用规范不变性论证了霍尔电导必然要量子化为 e2/(2π h̄)的整数倍，即

填充分数 ν 要等于整数。然而，在分数量子霍尔效应中，ν 其实取下面这样的分数

ν = p/q, (9.11)

式中 p,q 为两个较小的整数。比方说第一个被观测到的分数量子霍尔平台就是 ν = 1/3。

问题是，分数量子霍尔效应是在哪个地方使得我们前面的论证不成立了呢？

另一方面，通过前面的论证我们知道，填充分数 ν 反映的是，在圆环霍尔薄片中间的
洞中每增加一个磁通量子霍尔薄片内边缘转移到外边缘的电荷量，这个电荷量为 −νe。因

此 ν = 1/q 这样的分数量子霍尔效应就意味着转移了 e∗ = e/q 的分数电荷。由于电子携带

的是整数电荷 −e，因此这种分数电荷转移就意味着分数量子霍尔效应中必然要出现携带

分数电荷的准粒子！

另外，通过上一小节的论证我们也知道，如果整个系统的基态没有简并，那增加一个

磁通量子将只能转移整数个电子电荷，所以要使得转移分数电荷成为可能，就必然意味着

分数量子霍尔效应整个系统的基态有多重简并。和上一小节的论证一样，由于在洞中增加

磁通的过程是绝热地进行的，所以在整个过程中系统都将保持处于基态。结合 Byers-Yang
定理我们就可以论证，增加一个磁通量子的前后，基态能量不变。然而，如果基态有多重

简并，我们就无法论证过程前后系统依然处于同一个基态，因为它完全可能变换到另一个

简并基态上去。以 ν = 1/3 的情形为例，这时候系统实际上有 3 个简并基态，分别记为
|Ω1⟩、|Ω2⟩、|Ω3⟩，随着洞中磁通量子的不断增加，每增加一个磁通量子系统就从一个基态
变换到另一个基态，最终系统实际上是在这 3 个基态上循环，

insertΦ0−−−−−→ |Ω1⟩
insertΦ0−−−−−→ |Ω2⟩

insertΦ0−−−−−→ |Ω3⟩
insertΦ0−−−−−→ |Ω1⟩

insertΦ0−−−−−→ (9.12)

在霍尔薄片的洞中每增加一个磁通量子，都会有 e∗ = e/3 的电荷从一个边缘转移到另外一

个边缘，连续增加 3 个磁通量子以后，就正好转移一个完整的电子电荷，而这时候系统的
基态也刚好循环到初始时的同一个基态，这样一来就与 Laughlin 论证完全不矛盾了。

所以分数量子霍尔效应中必然存在分数电荷的准粒子激发，同时也存在基态简并。而

这两件事情都非常不可思议，分数电荷的不可思议无需多言，这里的基态简并同样神奇。

这是因为，分数量子霍尔效应中的这种基态简并和对称性没有任何关系！相反，它与我们

考察的霍尔薄片中间有一个洞这种拓扑非平凡性倒是密切相关，它是一个拓扑基态简并。

正是由于注意到分数量子霍尔效应这种与对称性无关的拓扑基态简并，文小刚老师才提出

了重要的拓扑序概念。
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9.2 Laughlin 波函数与分数统计

9.2.1 Laughlin 波函数

在第 8 章中我们讨论过，填充分数 ν = 1 的整数量子霍尔效应的基态波函数可以写成

如下形式，

Ψ(x1,x2, ...,xN) = ∏
1≤i< j≤N

(wi−w j)
N

∏
i=1

e
− |wi |2

4l2B . (9.13)

式中 N = NΦ 为单电子最低朗道能级的简并度。起初人们不觉得这个波函数有多大的重要

性，然而出人意料的是，Laughlin 用他的神来之笔将这个波函数作了一点“简单”推广就
成了人们理解分数量子霍尔效应的基础。Laughlin 提出，对于 ν = 1/m，m 是一个奇数的

分数量子霍尔效应，其基态的试探波函数可以取成如下形式

Ψ(m) = ∏
1≤i< j≤N

(wi−w j)
m

N

∏
i=1

e
− |wi |2

4l2B . (9.14)

这就是著名的 Laughlin 波函数，式中的电子数目 N 满足

NΦ = m(N−1). (9.15)

从而，当 N 很大时填充分数 ν = N/NΦ 的确趋于 1/m。但公式 (9.15) 并不是为了凑对这
个填充分数而强加的，之所以要求 N 满足公式 (9.15)，是因为 m(N−1) 是 Langhlin 波函
数全纯多项式部分的最高次幂，而从第 4 章关于朗道能级的研究中我们已经知道，这个最
高幂次决定了霍尔液滴的半径，它乘上 2πl2

B 就是霍尔液滴在平面上的面积，由于每 2πl2
B

面积对应一个磁通量子，所以这个幂次本身应该等于朗道能级的总磁通量子数 NΦ。正因

为公式 (9.15)的成立有自然的理由，所以我们反过来知道，Laughlin波函数的确解释了填
充分数 ν = 1/m。

9.2.2 等离子体类比

我们已经有了一个看起来不错的分数量子霍尔效应的试探波函数，也就是 Laughlin
波函数，下一步当然就是用这个多体波函数来计算各种物理量的期望值，但这并不是一件

简单的事情，因为 Laughlin 波函数的变量数目 N 太多了，处理起来会很困难。本节我们

将介绍一种处理这一问题的统计物理方法。

我们首先要计算的就是 Laughlin 波函数的归一化，为此我们把这个 Laughlin 波函数
重新取作下面的无量纲形式，

Ψ(m)
L = ∏

i< j

(wi−w j)
m

lm
B

e
−∑i

|wi |2

4l2B . (9.16)

为了计算归一化，我们要对波函数的模方进行积分，不妨将波函数的模方记为 P[w],

P[w] = |Ψ(m)
L |

2 = ∏
i< j

|wi−w j|2m

l2m
B

e
−∑i

|wi |2

2l2B . (9.17)
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为了将波函数归一化，我们需要计算 Z =
∫

∏N
i=1 d2wiP[w], 注意到复坐标 w = x+ iy，所以

式中的 d2wi = dxidyi。

计算 Z 的一个直观办法是将之看成是一个统计物理问题的配分函数。为此我们将 P[w]

重新写成玻尔兹曼因子的形式

P[w] = e−βU [w], (9.18)

式中

βU [w] =−2m∑
i< j

log
( |wi−w j|

lB

)
+

1
2l2

B
∑

i
|wi|2. (9.19)

为了看出这个统计物理系统到底是什么系统，我们进一步将逆温度 β 取成如下形式

β =
2
m
. (9.20)

如此一来这个统计物理系统的相互作用能 U [w] 就应该取成

U [w] =−m2 ∑
i< j

log
( |wi−w j|

lB

)
+

m
4l2

B
∑

i
|wi|2. (9.21)

下面我们将会看到，这刚好是 N 个“电荷”q = m 的带电粒子在一个背景负“电荷”上的

等离子体势能。也即是说，计算 Laughlin 波函数的归一化以及物理量期望值的问题，等
价于一个逆温度 β = 2/m 的两维等离子体系统的统计物理问题，所以我们把这种方法称

作等离子体类比。

看出公式 (9.21)描述的是一个等离子体系统的关键有两个。第一个关键是要注意到表
达式 (9.21) 的第一项描述的是两维平面内多个电荷为 q = m 的带电粒子之间的库伦相互

作用势能。为此我们需要求解两维空间点电荷 q 所产生的电势 ϕ 的泊松方程

−∇2ϕ = 2πqδ (x). (9.22)

人们可以验证，这个方程的解为

ϕ =−q log
( r

lB

)
. (9.23)

注意到两个点电荷之间的电势能 U = qϕ，我们容易知道 (9.21) 式的第一项的确是两维带
电粒子系统的相互作用电势能。

等离子类比的第二个关键是要知道表达式 (9.21) 的第二项描述的是 q = m 的带电粒

子在电荷密度 ρ0 =−1/(2πl2
B) 的负电荷背景中的电势能。为了证明这一点，我们只需要验

证 1
4l2

B
|w|2 是 ρ0 的背景负电荷所产生的背景电势，也即是验证如下泊松方程

−∇2
( 1

4l2
B
|w|2

)
= 2πρ0 =−

1
l2
B
. (9.24)

而这个验证相当容易。这里值得注意的是，背景负电荷密度 ρ0 的大小正好是磁通量子的

密度。
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现在，我们可以利用这幅等离子体图像帮助我们思考了。比方说，由于背景电荷均匀

分布，因此为了最小化系统的能量 U [w]，这些电荷为 q = m 的粒子也应该均匀分布，其粒

子数密度 n 应该刚好能够平衡背景电荷密度，使得整个系统呈电中性，即满足 nm = |ρ0|,
由此得到

n =
1

2πl2
B

1
m
. (9.25)

这刚好是填充分数 ν = 1/m 的分数量子霍尔系统的电子数密度。这是因为，等离子体类比

中的 q = m 带电粒子正好相应于原来 Laughlin 波函数中的电子。所以我们这里实际上是
利用等离子体类比得到了正确的填充分数 ν = 1/m。

9.2.3 准粒子激发

前面我们说过，分数量子霍尔效应的神奇之处之一是，它有一些带分数电荷的准粒子

激发。实际上，有两种不同电荷符号的准粒子激发，分别称作准空穴和准电子，准空穴带

正电，准电子带负电。这一小节我们讨论如何利用 Laughlin 波函数描述这些准粒子激发。

准空穴 (Quasiholes)

描写一个位于复坐标 η 的准空穴的波函数 Ψqh(w,η) 为

Ψqh(w;η) =
N

∏
i=1

(wi−η)Ψ(m)
L (w), (9.26)

式中 Ψ(m)
L (w) 就是原来 (9.16) 式给出的 Laughlin 波函数。从这个波函数我们很容易看出，

电子在 η 位置出现的概率密度为 0。也即是说，我们在原来的多电子形成的液体中创生了
一个空穴，所以称之为准空穴。值得注意的是，在这个描述中，准空穴是系统在 η 位置的
一个缺陷，因此 η 本身并不是动力学变量，而是准空穴波函数的一个参数，动力学变量是
电子的坐标 wi。

准空穴的奇异性质之一是，它携带 e∗ = e/m 的分数电荷。注意，电子携带的是 −e 的

电荷，因此准空穴携带的是正电荷。

为了解释为什么准空穴的电荷是 e/m，我们不妨在 η 位置放 m 个相同的准空穴，描

述这 m 个准空穴的波函数当然应该是

N

∏
i=1

(wi−η)mΨ(m)
L (w). (9.27)

很明显的是，如果 η 是一个动力学变量，那这个波函数就是标准的 Laughlin 波函数，只
不过 η 位置也有一个电子。但现在 η 不是动力学变量，而只是一个参数，因此 η 位置的
这个电子实际上是缺失的。也即是说，η 位置的 m 个准空穴等价于 η 位置的一个电子缺
失，因此一个准空穴就相当于 1/m 个电子缺失。由于电子带 −e 的电荷，电子缺失就相当

于 +e 的正电荷，因此一个准空穴就相当于一个 e/m 的正电荷。
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以上我们描述的是单个准空穴，人们很容易将这个描述推广到 M 个准空穴，相应的

波函数是

Ψqh(w;η1,η2, ...,ηM) =
M

∏
a=1

N

∏
i=1

(wi−ηa)Ψ
(m)
L (w). (9.28)

准电子 (Quasielectrons)

与准空穴相反，准电子是一种携带负分数电荷的准粒子，其电荷为 −e/m。写出准电

子的试探波函数相对更难一些。

首先，我们注意到准空穴的存在会增加多电子波函数全纯多项式部分的幂次，从而扩

大了霍尔液滴所占的总面积，降低了液滴的密度。这是因为空穴的存在将电子排挤到了更

远一点的地方。而准电子则相反，它相当于在霍尔液滴上多鼓出了一个小包 (而不是创生
一个空穴)，因此准电子的存在会升高液滴的密度，从而也就是要缩小霍尔液滴所占的面
积，这就意味着准电子的存在应该降低波函数全纯多项式部分的幂次。基于此，Laughlin
猜测一个位于坐标原点的准电子将有如下波函数

Ψqe(w;0) =
[
∏

i

( ∂
∂wi

)
∏
k<l

(wk−wl)
m
]
e
−∑i

|wi |2

4l2B . (9.29)

很显然，偏导项的存在正确地将每一个 wi 的幂次降低了 1，从也就将每一个电子的角动
量量子数降低了 1，因此每一个电子都会朝原点挪动一个轨道，由于所有的单电子轨道中，
实际被电子占据的只有 ν = 1/m，所以总的来说，原点处就会累积出 −νe =−e/m 的电荷，

这就是原点处的准电子的电荷。

稍微推广一下，如果准电子不是位于坐标原点，而是位于复坐标 η 处，注意到轨道角
动量量子数的吻合，人们应该将准电子波函数写成

Ψqe(w;η) =
[
∏

i

(
2l2

B
∂

∂wi
−η

)
∏
k<l

(wk−wl)
m
]
e
−∑i

|wi |2

4l2B . (9.30)

式中 η 是 η 的复共轭，式中偏导前面的因子 2l2
B 来自于 wi 的作用投影到最低朗道能级正

好是 2l2
B

∂
∂wi
。

9.2.4 分数统计

ν = 1/m 分数量子霍尔液体的准粒子激发不仅携带分数电荷，而且它们还满足第 8 章
中学过的分数统计，从而是一种任意子。这一小节我们就是要具体研究 ν = 1/m 分数量子

霍尔液体准空穴激发的分数统计。不仅如此，我们还将从一个不同的角度证明准空穴的确

携带分数电荷。这一节的推导要用到贝里相位，相关介绍我们放在了本章附录中，所以在

阅读本小节之前，请读者先阅读本章的附录。

我们考察 M 个准空穴激发，这些准空穴分别具有复坐标 η1,η2, ...,ηM, 这些准空穴的
波函数是

Ψ(w;η1,η2, ...,ηM) =
M

∏
a=1

N

∏
i=1

(wi−ηa)∏
k<l

(wk−wl)
me
−∑i

|wi |2

4l2B . (9.31)
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准空穴的坐标 η1,η2, ...,ηM 是这个波函数的参数，不是动力学变量。但这个波函数没有归

一化，为了将这个波函数归一化，我们需要计算波函数模方的积分 Z[η ]

Z[η ] =
∫ N

∏
i=1

d2wi|Ψ(w;η1,η2, ...,ηM)|2. (9.32)

重复我们前面关于等离子体类比的讨论可以知道，Z[η ] 可以看成是一个逆温度 β =

2/m 的统计物理系统的配分函数，这个系统的能量 U [w] 如下

U [w] =−m∑
i,a

log
( |wi−ηa|

lB

)
−m2 ∑

i< j
log
( |wi−w j|

lB

)
+

m
4l2

B
∑

i
|wi|2. (9.33)

等号右边的第一项来自于准空穴，很显然这第一项可以看成是电荷为 m 的带电粒子和电

荷为 1 的带电粒子之间的库伦相互作用能。由于在等离子类比中电子相当于统计物理系统

的电荷为 m(与电子的真实电荷没有什么关系) 的带电粒子，因此这就启发我们将准空穴看
成是位置固定的电荷为 1 的带电粒子。

但如果真将准空穴看成电荷为 1 的带电粒子的话，那整个统计物理系统的能量就应该

修正为 U [w;η ],

U [w;η ] =
m

4l2
B
∑

i
|wi|2 +

1
4l2

B
∑
a
|ηa|2

−m2 ∑
i< j

log
( |wi−w j|

lB

)
−m∑

i,a
log
( |wi−ηa|

lB

)
−∑

a<b
log
( |ηa−ηb|

lB

)
. (9.34)

我们说了，准空穴相当于电荷为 1 的带电粒子，因此上式第一行右边的第二项就来自于这
种带电粒子与背景负电荷的相互作用势能，而上式第三行的那一项则来源于这种带电粒子

相互之间的库伦相互作用能。

(9.34) 式的这个统计物理系统和 (9.33) 式的统计物理系统的关系是，两者的配分函数
间满足如下关系

∫ N

∏
i=1

d2wie−βU [w;η ] = Z[η ] · exp
( 2

m ∑
a<b

log
|ηa−ηb|

lB
− 1

2m ∑
a

|ηa|2

l2
B

)
. (9.35)

这一关系使得我们可以通过计算 (9.34) 式这个系统的配分函数来得到我们想要计算的配
分函数 Z[η ]。

而 (9.34) 式这个系统的配分函数可以有物理的办法来得到。这是因为，很显然 (9.34)
式描述的依然是一个等离子体系统，只不过在等离子体中引入了 M 个电荷为 1的杂质 (相
应于准空穴)。然而，等离子体有一种著名的德拜屏蔽效应，它告诉我们，当在等离子体中
加入带正电的杂质时，由于静电吸引，等离子体的正负电荷 (在这里就是 N 个电荷为 +m

的带电粒子以及背景负电荷) 会重新分布，正电荷会被排斥到离杂质更远的地方，这会使
得靠近杂质负电荷更多，进而在超过某个长度尺度 lD 的距离上，杂质的电荷将完全被等

离子的负电荷屏蔽掉。也即是说，只要杂质间的距离超过 lD，那么它们相互就完全感觉不
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到彼此的存在，杂质的坐标在这个意义上就是自由而无关紧要的。因此 (9.34) 式对应的配
分函数

∫
∏N

i=1 d2wie−βU [w;η ] 实际上是一个不依赖于 η 坐标的常数 C。从而根据 (9.35) 式
我们马上就有

Z[η ] =C · exp
(
− 1

m ∑
a<b

log
|ηa−ηb|2

l2
B

+
1

2m ∑
a

|ηa|2

l2
B

)
. (9.36)

利用 Z 我们就可以把准空穴的波函数 Ψ(w;η1,η2, ...,ηM) 归一化，记未归一化的波函

数 Ψ(w;η1,η2, ...,ηM) 为 ⟨w,w|η⟩，则有

⟨η |η⟩=
∫ N

∏
i=1

d2wi|Ψ(w;η1,η2, ...,ηM)|2 = Z[η ]. (9.37)

记归一化以后的量子态为 |ψ⟩, 则有

|ψ⟩= Z−
1
2 |η⟩. (9.38)

注意 Ψ(w;η1,η2, ...,ηM) 关于所有的 η 参数都是全纯的，所以量子态 |η⟩ 关于所有的 η 参
数都全纯。

注意到这种全纯性，我们就可以计算贝里联络的全纯分量 Aη(η ,η)，

Aη(η ,η) = i⟨ψ| ∂
∂η
|ψ⟩=−i

1
2

Z−1 ∂Z
∂η

+ iZ−1⟨η | ∂
∂η
|η⟩. (9.39)

由于 |η⟩ 关于 η 全纯，所以 ⟨η | 关于 η 反全纯，所以 ⟨η | ∂
∂η |η⟩ =

∂
∂η ⟨η |η⟩ =

∂Z
∂η , 代入

(9.39) 式就可以得到

Aη(η ,η) = i
1
2

∂ logZ
∂η

. (9.40)

贝里联络的反全纯分量 Aη(η ,η) 当然是全纯分量的复共轭，所以我们也有

Aη(η ,η) = i⟨ψ| ∂
∂η
|ψ⟩=−i

1
2

∂ logZ
∂η

. (9.41)

进一步代入 Z 的计算结果 (9.36) 就可以得到

Aηa =−i
1

2m ∑
b̸=a

1
ηa−ηb

+ i
1

4m
ηa

l2
B

Aηa
= i

1
2m ∑

b̸=a

1
ηa−ηb

− i
1

4m
ηa

l2
B
. (9.42)

当然这个结果仅当准空穴间距离不太短，大于德拜屏蔽长度 lD 时才成立。下面我们就用

这个结果来计算分数电荷与分数统计。计算的关键在于注意到，当将第 a 个准空穴沿着闭

合路径 C 缓慢运动一圈以后，波函数将多出一个贝里相位 eiγC ,

γC =
∮

C

(
Aηadηa +Aηa

dηa

)
. (9.43)

分数电荷
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为了计算准粒子的分数电荷，我们让第 a 个准空穴的环绕路径 C 不包围任何其它准
空穴。这时候根据复变函数的围道积分，(9.42) 各贝里联络表达式的第一项对于环路积分
(9.43) 均没有贡献。对环路积分 (9.43) 有贡献的是贝里联络表达式的第二项。很显然，对
于这些项，我们有

γC =
1

4ml2
B

∮
C

(
iηadηa− iηadηa

)
=

S
ml2

B
. (9.44)

式中 S 是回路 C 所包围的面积，代入 l2
B = h̄/(eB), 就可以得到

γC =
1
m
(2πΦ/Φ0). (9.45)

Φ 为回路 C 所包围的磁通，Φ0 为磁通量子。很显然，这个贝里相位来源于准空穴在磁场

中环绕一圈的 Aharnaov-Bohm 效应，不妨将之重记为 γAB。如果准空穴的电荷为 e，那我

们知道这个相位应该是 (2πΦ/Φ0)，但现在算出来的相位是它的 1/m，这就说明准空穴的

带电量为

e∗ = e/m. (9.46)

这正是准空穴的分数电荷。

分数统计

为了计算分数统计，我们让 a 准空穴的运动回路 C 中包围另一个准空穴 b，并假设 b

是回路 C 唯一包围的准空穴。进一步，我们假设回路 C 是围绕准空穴 b 逆时针转了一圈。

现在，(9.42) 各贝里联络表达式的两项均对环路积分 (9.43) 有贡献，当然第二项的贡献是
我们刚才已经计算过了的 Aharnaov-Bohm 相位 γAB, 现在的关键是要计算第一项的贡献
γ，即

γC = γAB− i
1

2m

∮
C

( dηa

ηa−ηb
− dηa

ηa−ηb

)
= γAB + γ. (9.47)

由围道积分我们很容易计算出这个相位 γ 为

γ = 2π/m. (9.48)

贝里相位 γC 中的 γAB 当然和全同粒子统计没有任何关系，但剩下的这个 γ 却没有任何其
它解释，只能理解为起源于准空穴的全同粒子统计。即是说，当我们将一个准空穴逆时针

围绕另一个准空穴转一圈时，波函数应该多出如下统计相因子

eiγ = ei2π/m. (9.49)

这意味着当我们将两个全同准空穴逆时针交换位置时 (相当于一个准空穴围绕另一个转半
圈)，应该多出一个统计相因子 eiπ/m。对于分数量子霍尔效应，这既不是玻色统计，也不

是费米统计，而是任意子统计！
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如果我们把 n 个准空穴绑在一起形成一个整体，并让一个这样的物体和另一个这样的

物体逆时针交换位置，则由于每一对准空穴的位置交换都要贡献一个 eiπ/m, 现在这两个物
体中的准空穴可以有 n2 种组对可能，所以总的统计相因子就应该是 ein2π/m。特别的，如

果取 n = m，最终就会得到统计相因子 eimπ，由于 m 是一个奇数，所以最终的相位等于

−1，是费米统计。这就意味着 m 个准空穴绑在一起反而成了一个普通的费米子！

9.3 附录：贝里相位

贝里相位是现代量子力学的一个重要发现，在与量子物理相关的许多物理学方向上都

有重要应用，在这个附录中，我们将对它进行一个简单介绍。

考虑一个量子系统，假定其哈密顿量 H 依赖于一些控制参数 (λ1,λ2, ...)，记为 H(λ )，
并记参数空间为 M。现在假设我们很缓慢地调节各控制参数，使得它在参数空间画出一

条路径 C。再假设系统处在某个能量本征态 |ψ(λ )⟩= |un(λ )⟩ 上 (|un(λ )⟩ 表示第 n 个能量

本征态)，并且假设在路径 C 所对应的各参数点上，相应的能级没有产生交叉。则，如果

我们对参数的调节足够缓慢的话，那系统将会始终待在瞬时本征态 |ψ(λ (t))⟩ 上。然而我
们也知道，任何量子态都可以相差一个相位因子，因此瞬时本征态 |ψ(λ (t))⟩ 依然可以相
差一个待定的相位因子。贝里发现，在一些物理情形中，即使扣除动力学相位，这个相位

因子也不能为零，称作贝里相位。

系统的瞬时能量本征方程是

H(λ )|ψ(λ )⟩= E(λ )|ψ(λ )⟩. (9.50)

式中 E(λ ) = En(λ ) 为这第 n 个能量本征态的本征能量。根据上一段所说，只要对参数的

调节进行得足够缓慢，我们就可以将系统随着时间演化的量子态写成如下形式

|Ψ(t)⟩= eiγ(t)|ψ(λ (t))⟩. (9.51)

式中的 eiγ(t) 就是上一段所说的待定相位因子。

将时间演化态 |Ψ(t)⟩ 代入时间演化的薛定谔方程 ih̄ ∂
∂ t |Ψ(t)⟩ = H(λ (t))|Ψ(t)⟩, 我们就

可以得到

[−h̄γ̇ + ih̄
∂
∂ t

]|ψ(λ (t))⟩= E(λ (t))|ψ(λ (t))⟩. (9.52)

用左矢 |ψ(λ (t))⟩ 去和这个方程作内积，就可以得到

γ̇ =−E(λ (t))/h̄+ i⟨ψ(λ (t))| ∂
∂ t
|ψ(λ (t))⟩. (9.53)

将这个方程对时间积分，即有

γ(t f )− γ(ti) =−
∫ t f

ti
E(λ (t))dt/h̄+ i

∫ t f

ti
dt⟨ψ(λ (t))| ∂

∂ t
|ψ(λ (t))⟩

=−
∫ t f

ti
E(λ (t))dt/h̄+ i

∫
C

dλi⟨ψ(λ )| ∂
∂λi
|ψ(λ )⟩. (9.54)
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这个最终表达式的第一项就是普通的动力学演化相位，第二项称之为几何相位，因为它只

依赖于参数空间的几何路径 C。在写这个最终表达式时，我们应用了求和约定，即默认对

重复出现的 i 指标求和，实际上，本附录我们对 i, j 指标始终默认求和约定。

特别的，我们可以调节参数在参数空间走一圈，然后又回到起始位置，那这时候上面

的几何相位就可以写成

γC = i
∮

C
dλi⟨ψ(λ )| ∂

∂λi
|ψ(λ )⟩. (9.55)

这就是贝里相位，贝里发现它不仅可能非零，而且甚至很重要。

习惯上，人们通常将 1 形式 idλi⟨ψ(λ )| ∂
∂λi
|ψ(λ )⟩ 记为 A，称之为贝里联络，

A = Aidλi = idλi⟨ψ(λ )| ∂
∂λi
|ψ(λ )⟩.

= i⟨ψ(λ )|d|ψ(λ )⟩. (9.56)

式中 Ai = i⟨ψ| ∂
∂λi
|ψ⟩是贝里联络的第 i分量。利用贝里联络我们就可以将贝里相位的计算

公式重写为

γC =
∮

C
A =

∫
S

dA . (9.57)

式中 dA 表示在参数空间对 A 进行外微分，S 就是回路 C 在参数空间所包围的曲面，这

个式子的第二个等号我们当然是用了微分形式的斯托克斯公式。

通常把 Fn = dA 称作贝里曲率。利用公式 (9.56) 我们容易得到

Fn = i⟨dψ(λ )|∧ |dψ(λ )⟩= i⟨dun(λ )|∧ |dun(λ )⟩. (9.58)

式中 |dψ⟩ = d|ψ⟩, ⟨dψ| = d⟨ψ| = |dψ⟩†, 式中的第二个等号我们已经将 |ψ(λ )⟩ 取作第 n

能量本征态 |un(λ )⟩ 了。我们可以将哈密顿量对参数的微分 dH = ∂iHdλi 看作是一个微扰

(式中 ∂iH = ∂
∂λi

H(λ )), 进而可以由定态微扰论中波函数的一阶微扰修正公式得到

|dun(λ )⟩= ∑
m̸=n

⟨um|dH|un⟩
En−Em

|um⟩. (9.59)

将之代入贝里曲率公式 (9.58)，就可以得到

Fn = i ∑
m ̸=n

⟨un|dH|um⟩∧ ⟨um|dH|un⟩
(En−Em)2

= i ∑
m ̸=n

⟨un|∂iH|um⟩⟨um|∂ jH|un⟩
(En−Em)2 dλi∧dλ j. (9.60)

9.4 参考文献
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10. 含时问题与散射问题

本章将系统地讨论量子力学系统的含时演化问题。并利用含时理论的框架建立散射的

一般性理论。
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薛定谔方程是一个关于量子态如何随着时间演化的方程，但是前面我们关心得更多的

是定态问题，这一节我们将要系统的考察量子态的时间演化问题。如果系统的哈密顿算符

H 本身不显含时间 t，那么量子态的时间演化问题可以这样来求解，首先我们把初始 t = 0

时刻的量子态 |ψ(0)⟩分解成定态 |En⟩的叠加的形式，即 |ψ(0)⟩= ∑n cn|En⟩,式中 |En⟩是 H

的本征态，本征值为 En, 即 H|En⟩= En|En⟩。那么根据薛定谔方程，t 时刻的量子态 |ψ(t)⟩
将由下式给出，

|ψ(t)⟩= exp
(
−i

H
h̄

t
)
|ψ(0)⟩= ∑

n
cne−i H

h̄ t |En⟩= ∑
n

cne−i En
h̄ t |En⟩. (10.1)

由此我们就能求出 t 时刻的量子态，由这个 |ψ(t)⟩ 态，我们就能求出 |ψ(0)⟩ 态在 t 时刻

跃迁到某个 |ϕ⟩ 态的概率 (也就是 t 时刻我们在 |ϕ⟩ 态上测量到系统的概率)，这个概率由
|⟨ϕ |ψ(t)⟩|2 给出。

但，在很多时候，H 的本征态不容易求解出来，或者甚至 H 本身就显含时间 t。这时

候刚才说到的方法应用起来就不方便了。但如果这时候 H 能够分解成 H0 +V 的形式，其

中 V 可以显含时间 t, 但 H0 不显含 t, 并且其本征态 |n⟩ 相对容易知道，而且我们很容易
将初始时刻的系统准备在 H0 的某个本征态 |n⟩ 上，同时也很容易对末尾时刻 H0 的本征

态进行测量, 那么在实验上我们就能测量系统从初始时刻的某个 |n⟩ 态跃迁到末尾时刻的
某个 |m⟩ 态的概率 pn→m。这样的例子有很多，比如说原子的光谱就属于这种跃迁的例子，

对于原子和电磁场相互作用的系统，整个包含了相互作用的哈密顿量 H 并不好求解，但

忽略掉与电磁场的相互作用以后，原子本身的哈密顿量 H0 是比较容易了解的，那就是原

子的能级，而原子的光谱对应的就是原子从一个能级 |n⟩ 到另一个能级 |m⟩ 的跃迁，光谱
的强度就和跃迁概率 pn→m 密切相关。那么，在这些情况下，有没有什么方便的方法计算

这个跃迁概率呢？

这一章我们将发展两种计算这一跃迁概率的重要方法。第一种方法就是微扰论的方法

(通常将这一方法称作含时微扰论)，也就是当相互作用 V (t) 可以看成是一个微扰，并且这

个微扰有效起作用的时间不是过于长的时候适用的方法。应用这种方法，我们研究了原子

对光的辐射和吸收过程，并利用所得到的结果解释了激光的核心原理。第二种方法是时间

尺度可以任意长，甚至 V 也不必是一个微扰，但是系统近似处于两个状态 |n⟩ 态和 |m⟩ 态
共振情形下的求解方法，通过应用这种方法，我们解释了著名的拉比振荡现象。

另一方面，自从卢瑟福最早使用 α 粒子去轰击金箔，并进而推断出原子的内部结构
以后，物理学家就开始学会了用一些入射粒子 (包括入射光) 去探测研究对象这一重要手
段。比方说，在凝聚态物理中，人们常常用 X 射线在晶体上的散射来了解晶体结构，或者
用中子散射去研究物质结构和微观动力学性质。再比方说，在高能粒子物理中，人们常常

将多个粒子加速，并让它们相互碰撞 (也就是相互散射)，以此推断微观粒子相互作用的基
本规律。因此，在这一章的最后两节，我们将利用含时微扰论发展一个关于多粒子散射的

一般性量子理论。这是因为多粒子散射常常可以自然地满足含时微扰论的适用条件。我们

假定有多个粒子 (只有一个入射粒子的情况当然也包含在内) 从不同的方向入射，在无穷
远过去, 即 t→−∞ 时，入射粒子离其目标的距离，以及它们相互之间的距离都比较遥远，
因此所有的相互作用都可以忽略，整个系统可以看成由哈密顿量 H0 描述，它是多个入射
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自由粒子的哈密顿量之和。随着粒子离散射对象越来越近，或者不同粒子之间的距离越来

越近，相互作用 V (V 不显含 t) 才开始变得不可忽略，从而就发生了粒子的散射，但是之
后，出射粒子开始从散射区域飞离，随着出射粒子的相互飞离，它们之间的距离又开始越

来越大，从而相互作用再次可以忽略，系统再次可以由自由粒子的哈密顿量之和 H0 来描

述。可见，只要相互作用 V 不太强，那么它就可以看成是对多个自由粒子系统的一种微

扰，同时，只要相互作用力的力程不是一个长程力 (其实即使是长程力，比如库仑力，我
们有时候也可以将之看成是短程力的一种极限)，那么相互作用 V 有效起作用的时间就不

会过于长。因此，这时候多粒子的散射问题就可以用含时微扰论来处理。我们就可以用含

时微扰论来计算无穷远过去的入射自由粒子初态，在无穷远将来 (即 t→∞) 跃迁为出射自
由粒子末态的跃迁概率。

10.1 量子力学含时微扰论

10.1.1 时间演化算符与含时微扰

首先让我们来回顾一下时间演化算符的概念。对于一个哈密顿算符为 H 的量子系统，

其量子态 |ψ(t)⟩ 随时间的演化满足薛定谔方程

ih̄
∂
∂ t
|ψ(t)⟩= H|ψ(t)⟩. (10.2)

但很多时候用时间演化算符来描述量子态的演化是更加方便的，所谓的时间演化算符就是

一组形如 U(t, t0) 这样的幺正算符，它描述的是量子系统从 t0 时刻到 t 时刻的演化，也即

是说，对于 t0 时刻的任何一个量子态 |ψ(t0)⟩，它演化到 t 时刻将变成量子态 |ψ(t)⟩，

|ψ(t)⟩=U(t, t0)|ψ(t0)⟩. (10.3)

假设我们让系统先从 t0 时刻演化到 t1 时刻，接着再从 t1 时刻演化到 t 时刻，那么这个两

阶段演化的总效果当然就是使得系统从 t0 时刻演化到了 t 时刻，因此容易得到时间演化

算符的一条基本性质，即

U(t, t0) =U(t, t1)U(t1, t0). (10.4)

另外，从 t 时刻到 t 时刻本身，系统当然没有发生任何演化，因此 U(t, t) = 1。把时间演

化算符的定义 (10.3) 代入薛定谔方程 (10.2), 我们就可以得到时间演化算符所满足的微分
方程

ih̄
d
dt

U(t, t0) = HU(t, t0), (10.5)

这个方程的初始条件就是 U(t0, t0) = 1。

假设我们原来有一个了解得很清楚的系统，其哈密顿算符为 H0(假定 H0 不显含时间)。
所谓了解得很清楚意思就是我们完全知道 H0 的所有本征态 {|n⟩,n = 1,2,3...} 和相应的本
征值 En(注意，从这里开始，在这一章中 En 都表示 H0 的本征值，而不是 H 的本征值), 也
即是说

H0|n⟩= En|n⟩. (10.6)
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这里的 |n⟩ 当然是不含时间的，完整的随时间演化的量子态 |n, t⟩ 应该是 |n, t⟩= e−i En
h̄ t |n⟩。

注意到定态薛定谔方程 (10.6), 我们显然也可以将 |n, t⟩ 重写成

|n, t⟩= exp
(
−i

H0

h̄
t
)
|n⟩. (10.7)

现在，假设在某个从 t0 到 t 的时间段，系统 H0 受到了一个比较复杂的微扰 V (t)，V (t)

一般来说显含时间。因此，扰动作用以后的系统哈密顿量就应该是

H(t) = H0 +V (t), (10.8)

相应的时间演化算符就是我们上面定义的 U(t, t0)。因此，假设在扰动作用之前我们有一个

H0 的定态 |n, t0⟩，在扰动的作用下将它按照 U(t, t0) 演化到 t 时刻，我们就有一个 t 时刻

的量子态 |ψn(t)⟩, |ψn(t)⟩=U(t, t0)|n, t0⟩, 我们想问的是，在 t 时刻 (假设 t 时刻扰动已经结

束了) 我们在 |m, t⟩ 态上测到系统的概率是多少？由量子力学的基本原理，这个概率 pn→m

显然由 pn→m = |⟨m, t|ψn(t)⟩|2 = |⟨m, t|U(t, t0)|n, t0⟩|2 给出。在物理上，pn→m 就是在微扰 V

的作用下，系统从 |n, t0⟩ 态跃迁到 |m, t⟩ 态的概率，相应的跃迁概率幅 (简称跃迁幅) 就是
⟨m, t|U(t, t0)|n, t0⟩。应用表达式 (10.7)，我们很容易将这个跃迁幅重新表达为

⟨m, t|U(t, t0)|n, t0⟩= ⟨m|exp
(

i
H0

h̄
t
)

U(t, t0)exp
(
−i

H0

h̄
t0

)
|n⟩, (10.9)

注意这个表达式右边的 |n⟩, |m⟩ 都不依赖于时间。习惯上，人们通常定义一个新的时间演
化算符 UI(t, t0), 它的定义是

UI(t, t0) = exp
(

i
H0

h̄
t
)

U(t, t0)exp
(
−i

H0

h̄
t0

)
. (10.10)

UI(t, t0) 也是一个幺正算符，它常常被称为相互作用绘景下的时间演化算符，人们很容易

验证它满足时间演化算符的基本性质 UI(t, t0) = UI(t, t1)UI(t1, t0), 以及 UI(t0, t0) = 1。很显

然，根据 (10.9) 式可以知道，跃迁概率 pn→m 可以由下式给出

pn→m = |⟨m|UI(t, t0)|n⟩|2. (10.11)

因此，为了计算跃迁概率，我们需要进一步研究时间演化算符 UI(t, t0)。利用 UI(t, t0)

的定义式 (10.10)，以及 U(t, t0)(注意不是 UI(t, t0)) 所满足的方程 (10.5), 我们容易得到微
分方程

ih̄
d
dt

UI(t, t0) =VI(t)UI(t, t0), (10.12)

式中 (注意 H0 与 V (t) 一般来说不对易)

VI(t) = exp
(

i
H0

h̄
t
)

V (t)exp
(
−i

H0

h̄
t
)
. (10.13)

VI(t) 通常被称作相互作用绘景中的微扰算符。
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将方程 (10.12) 对时间积分，并利用 UI(t0, t0) = 1，就可以得到

UI(t, t0) = 1− i
h̄

∫ t

t0
VI(t ′)UI(t ′, t0)dt ′, (10.14)

将这个方程进行迭代就可以得到 UI(t, t0) 关于微扰 VI 的级数展开

UI(t, t0) = 1+(− i
h̄
)
∫ t

t0
VI(t1)dt1 +(− i

h̄
)2
∫ t

t0
dt2
∫ t2

t0
dt1VI(t2)VI(t1)

+(− i
h̄
)3
∫ t

t0
dt3
∫ t3

t0
dt2
∫ t2

t0
dt1VI(t3)VI(t2)VI(t1)+ ... (10.15)

这个级数 (10.15) 通常称作戴森级数。根据公式 (10.11)，为了用微扰展开的办法计算出跃
迁概率 pn→m, 最主要的就是要逐级地将戴森级数在 |m⟩ 态和 |n⟩ 态上的矩阵元计算出来。

特别的，如果末态 |m⟩ 与初态 |n⟩ 不同，即 m ̸= n, 则由正交性，戴森级数的 0 阶项
⟨m|1|n⟩= 0，为了计算跃迁概率，我们首先要计算戴森级数的一阶微扰项，(− i

h̄)
∫ t

t0 dt1⟨m|VI(t1)|n⟩=
(− i

h̄)
∫ t

t0 dt1eiωmnt1⟨m|V (t1)|n⟩,式中 ωmn =(Em−En)/h̄,而且我们利用了VI(t)的定义式 (10.13)。
因此这时候，在一阶微扰近似的意义上，跃迁概率 pn→m 为

pn→m =
1
h̄2

∣∣∣∣∫ t

t0
dt1eiωmnt1⟨m|V (t1)|n⟩

∣∣∣∣2 . (10.16)

值得说明的是，微扰 V (t) 具体是何时加上的，又是何时结束的，这些其实并不是要

点，要点是在 t0 时刻我们能准备一个 H0 的本征态 |n⟩ 作为初态, 并在最后的 t 时刻我们

能测量 H0 的本征态 |m⟩，以此作为末态。这两个要求只需要我们在初末两个时刻都能测
量 H0 的本征态就能实现。前文论述中之所以假定微扰只在 [t0, t] 的时间范围之内起作用，

是因为在这种情况下，系统 t0 时刻 (微扰起作用之前) 和 t 时刻 (微扰结束以后) 的哈密顿
量都是 H0，因此我们只需要测量系统的能量就能实现测量 H0 的本征态的要求。但也有很

多情况，即使微扰一直都存在，但 H0 本身却总是系统的一个很容易测量的物理量，在这

种情况下，我们无论何时都能方便地测量 H0 的本征态，因此就无需假定微扰只在 [t0, t] 的

时间范围之内起作用了。因此后文我们将不再强调 V (t) 起作用的时间范围，而是默认这

两种情况 (V 只在 [t0, t] 之内起作用，或者我们总能方便地测量 H0) 必定有一种得以满足。

10.1.2 恒定微扰

作为一个重要的例子，这一节我们将把上面发展的含时微扰论应用于恒定微扰的情

形。所谓的恒定微扰，我们指的是微扰算符 V 不显含时间 t。我们将把系统初态记为 |i⟩,
跃迁末态记为 | f ⟩, 当然 |i⟩, | f ⟩ 都是 H0 的本征态，本征值分别为 Ei,E f。我们将区分两种

情形，其一是 |i⟩ 和 | f ⟩ 为两个离散能级的情形，另一种情形是，末态 | f ⟩ 属于一个连续谱
的情形。

离散能级情形

对于离散能级的情况，为了方便，我们常常取初始时刻 t0 为 0，即 t0 = 0，取末尾时

刻为 t 时刻。根据一阶含时微扰论的公式 (10.16), 为了计算从 |i⟩ 态到 | f ⟩ 态的跃迁概率
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pi→ f , 我们需要计算
∫ t

0 dt1eiω f it1⟨ f |V |i⟩(式中 ω f i = (E f −Ei)/h̄), 由于 V 不显含时间，很容

易得到计算结果 ⟨ f |V |i⟩ eiω f it−1
iω f i

= ⟨ f |V |i⟩ei 1
2 ω f it sin(ω f it/2)

ω f i/2 。因此跃迁概率 pi→ f 将是

pi→ f =
1
h̄2 |⟨ f |V |i⟩|

2
[

sin(ω f it/2)
ω f i/2

]2

. (10.17)

其中对于给定的时间 t，
[

sin(ω f it/2)
ω f i/2

]2
作为 ω f i 的函数图像如图 (10.1) 所示。从图中可以看

Figure 10.1: F(ω f i) =
[

sin(ω f iT/2)
ω f i/2

]2
的函数图像.

出来，当 ω f i = 0 时 (即初末态能量相等时)，跃迁概率达到最大，为 pi→ f =
1
h̄2 |⟨ f |V |i⟩|2t2。

但是当然，不同态之间的跃迁概率一定是小于 1 的，并且一阶微扰近似要有效的话，这个
跃迁概率还得远小于 1，因此我们可以得到离散能级时一阶含时微扰近似必须满足的条件，

|⟨ f |V |i⟩|t≪ h̄. (10.18)

末态为连续谱的情形

末态 | f ⟩ 属于一个连续谱情形的不同之处在于，这时候末态指标 f 实际上是一个连续

指标，因此按照公式 (10.16) 求出来的 pi→ f 实际上是关于末态的一个概率密度，而不是概

率，因此为了得到概率，我们需要对末态谱进行适当的积分。这个对末态谱的积分当然可

以直接在公式 (10.17) 的基础上进行，只不过一般来说我们无法得到一个解析的积分结果。
但是，对于实际应用中需要计算跃迁到末态连续谱的情形，情况可以简化。这是因为，末

态连续谱和离散能级不同，正如后文我们将要研究的，离散能级即使在 ω f i = 0 时，它在

一个充分长时间的微扰作用之下依然有可能发生初末态之间的振荡行为，这时候微扰论的

分析是不成立的，这就是为什么对于离散能级我们的一阶微扰公式需要满足条件 (10.18)
的原因。但是，当末态是连续谱时，只要这个连续谱的宽度足够，那么系统一旦离开初态

跃迁到末态连续谱以后，它将不会和原来的态发生振荡 (在本章的最后一节，我们将给出
这一结论的证明)，这一结论的自然推论就是，只要连续谱足够宽，连续谱中的态不会和任
何其它态发生振荡，因为任何态只要跃迁到连续谱就不能再跃迁回来了。形象地说，连续

谱就好比一个泥潭，量子态跃迁进去就被“粘住”回不来了。因此，对于末态是连续谱的

情形，在实际中我们总是可以测量一个充分长的时间段中的跃迁概率，也即是说，这时候

我们真正关心的其实总是 t→ ∞ 的情形，这时候结果就可以进一步简化。
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为了强调末态指标的连续性，我们将末态指标 f 改写成 α f。α f 只是一个示意性的指

标，一般来说它可能包含多个连续指标，我们假定不同末态归一化到标准的 δ 函数上，即
对于两个不同末态 |α f ⟩ 和 |α ′f ⟩ 我们有

⟨α ′f |α f ⟩= δ (α f −α ′f ). (10.19)

因此，为了得到跃迁概率，我们需要把按照公式 (10.16) 计算出来的概率密度 pi→α f 对 α f

进行一个合适的积分 ∫
D f

pi→α f dα f , (10.20)

式中 dα f 可以理解成一个 α f 指标微元内所包含的末态数目，而积分区域 D f 的选取则和

我们具体如何测量跃迁概率密切相关。

比方说，在实际测量中，我们的仪器对末态能量会有一个分辨率 ∆, 那么积分区域 D f

中就必须包含一个以能量 E f 为中心宽度为 ∆ 的能谱 (按照假定这是一个连续谱) 区间
∆(E f )，因此这就需要我们将末态指标从归一化到 δ 函数的指标 α f 变换到以连续能量 E f

为代表的指标。当然能量指标可能还不足以区分不同的末态，这时候我们就还需要一些额

外的指标 χ f。这种末态指标的变换会满足

dα f = ρ(E f ,χ f )dE f dχ f , (10.21)

其中指标变换的雅可比行列式 ρ(E f ,χ f ) 又称为末态态密度，因为它表示单位能量区间和

单位 χ 指标区间之内的末态数目。
比方说，如果 H0 是一个自由粒子哈密顿量，即 H0 =

p2

2m，因此末态是一个自由粒子，

它可以用归一化到 δ 函数的动量本征态 |p⟩ 来标记 (它当然也是 H0 的本征态), 这时候末
态数目就是 d3p。变换到动量空间的球坐标，就有 d3p = p2d pdΩ = m

√
2mEdEdΩ, 式中

p = |p| 表示末态粒子动量大小，E 表示末态粒子能量，Ω 是立体角，dΩ 就相当于前面一
般公式中的 dχ。因此，在这种情况下末态态密度 ρ(E) 就是

ρ(E) = m
√

2mE. (10.22)

根据一阶含时微扰的公式 (10.16)，为了计算跃迁概率密度 pi→α f , 我们需要计算∫ t
t0 dt1eiω f it1⟨α f |V |i⟩ = ⟨α f |V |i⟩

∫ t
t0 dt1eiω f it1。不过，为了后面的数学处理更方便，对于末态

是连续谱的情形，我们常常取初始时刻 t0 =−t/2，同时取末尾时刻为 t/2 时刻 (因此整个
过程持续的时间依然是 t)，因此我们要计算的实际上是 ⟨α f |V |i⟩

∫ t/2
−t/2 dt1eiω f it1。前面说过，

对于末态是连续谱的情形，实际中关心的其实总是 t → ∞ 时 (严格来说是 t 充分大时) 的
结果，因此这时候我们就有 ⟨α f |V |i⟩ limt→∞

∫ t/2
−t/2 dt1eiω f it1 = ⟨α f |V |i⟩2πδ (ω f i)。这里我们利

用了数学公式 ∫ +∞

−∞
dteiωt = 2πδ (ω). (10.23)

但是为了计算跃迁概率密度，我们需要将跃迁概率幅进行模方，这就涉及到 δ 函数的
平方该如何处理的问题。物理学家常常采用下面这种数学上不太严格，但是很有效很方便
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的处理方法。那就是

(δ (ω))2 = δ (ω)δ (ω) = δ (ω) lim
t→∞

∫ t/2

−t/2

dt1
2π

eiωt1 = δ (ω) lim
t→∞

∫ t/2

−t/2

dt1
2π

ei·0·t1

= δ (ω) lim
t→∞

∫ t/2

−t/2

dt1
2π
·1 = δ (ω)

t
2π
|t→∞, (10.24)

式中第三个等号我们利用了 δ 函数的公式 δ (ω)F(ω) = δ (ω)F(0)(F(ω) 为 ω 的一个任意
函数)。上面的推导告诉我们，当 t 充分大时，我们有

(δ (ω))2 = δ (ω)
t

2π
, (10.25)

这里的 ω 当然是一个频率变量。
利用公式 (10.25) 以及之前对跃迁概率幅的计算结果 − i

h̄⟨α f |V |i⟩2πδ (ω f i), 我们马上
就可以得到跃迁概率密度 pi→α f 为

pi→α f =
2π
h̄
|⟨α f |V |i⟩|2δ (E f −Ei) · t, (10.26)

为了得到这个式子我们还利用了 δ 函数的关系式 δ (x)/a = δ (ax)，其中 x 为变量，a > 0

为常数。将这个概率密度乘上末态数目 dα f，并对以 E f = Ei 为中心的末态能谱区间 ∆(E f )

积分 (这也就是测量仪器的精度区间)，注意到 δ (E f −Ei) 的积分是 1，我们就得到跃迁概
率 (还是记作 pi→ f )

pi→ f =
2π
h̄
|⟨α f |V |i⟩|2ρ(E f ,χ f )|E f =Eidχ f · t. (10.27)

注意到这个跃迁概率正比于微扰作用的时间 t，因此，单位时间的跃迁概率 wi→ f = d pi→ f /dt

为，

wi→ f =
2π
h̄
|⟨α f |V |i⟩|2ρ(E f ,χ f )|E f =Eidχ f . (10.28)

以上这个结果，常常被称为费米黄金规则。有时候人们也直接用单位时间的跃迁概率密度

wi→α f 将这一规则表达成

wi→α f =
2π
h̄
|⟨α f |V |i⟩|2δ (E f −Ei). (10.29)

式中的 δ (E f −Ei) 意味着，在恒定微扰的作用之下，末态的能量必然和初态的能量相等，

因此这样的量子跃迁满足能量守恒。

我们也可以计算 t 时间之内，从初态 |i⟩ 出发到所有可能末态 (当然不包括 |i⟩ 态本身)
的跃迁总概率, 显然它是 t · 2π

h̄

∫
|⟨α f |V |i⟩|2ρ(E f ,χ f )|E f =Eidχ f , 式中的积分表示对所有可能

的 dχ f (也就是整个末态相空间) 积分。这个总概率必定要小于 1(因为 |i⟩ 有一定的概率不
跃迁)，并且为了保证一阶微扰成立实际上应该远小于 1。注意到这个跃迁总概率正比于 t，

因此这实际上说明了，前面我们取 t → ∞ 其实只是一种近似，真实的 t 其实是微扰有效

作用的时间，考虑到 |⟨α f |V |i⟩|2 是一个二阶小量，因此这个时间可以充分大 (以使得前面
t→∞ 的近似处理成立)，但并不能真正趋于无穷，实际上跃迁总概率小于 1 的条件告诉我
们，真实的微扰有效作用的时间并不能过于长，否则我们的含时微扰论将不能适用。
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势散射理论初论

作为恒定微扰的一个例子，让我们来考虑一个粒子在一个固定势场中的散射问题，我

们将把势能 V (x) 看成是对自由粒子哈密顿量的微扰，我们假定 V (x) 在空间无穷远处衰
减得足够快，最重要的是 V (x) 不显含时间，因此是一个恒定微扰。系统的哈密顿量是
H = H0 +V (x)，其中 H0 =

P2

2m 是自由粒子的哈密顿量。假设入射粒子处在 H0 的本征态

|pi⟩, pi 表示入射粒子动量，因此入射粒子的能量是 Ei =
p2

i
2m。类似的假设出射粒子处在 H0

的本征态 |p f ⟩，|p f ⟩ 同时为动量本征态，满足归一化关系 ⟨p f |p′f ⟩= δ (p f −p′f )，出射粒子

能量为 E f =
p2

f
2m。因此势散射问题其实就是粒子从初态 |pi⟩ 跃迁到末态 |p f ⟩ 的跃迁问题。

由于在这里末态显然是一个连续谱，所以可以认为入射粒子是在 −t/2→−∞ 的无穷远过
去入射，在 t/2→ ∞ 的无穷远将来出射，因此在一阶微扰上，我们最终会有前面推导出来
的费米黄金规则 (10.28)。

为了使用费米黄金规则 (10.28)，我们需要计算末态态密度，根据我们前面的计算
(10.22)，结果是 ρ(E f ) = m

√
2mE f = mp f , 式中 p f = |p f | 为末态动量的大小。另外，我

们还需要计算矩阵元 ⟨p f |V (x)|pi⟩, 利用位置本征态的封闭性关系，我们有 ⟨p f |V (x)|pi⟩ =∫
d3x⟨p f |V (x)|x⟩⟨x|pi⟩ =

∫
d3xV (x)⟨p f |x⟩⟨x|pi⟩ = 1

(2π h̄)3

∫
d3xV (x)ei(

pi−p f
h̄ )·x, 式中我们利用了

⟨x|p⟩= 1
(2π h̄)3/2 ei p

h̄ ·x。因此根据费米黄金规则 (10.28)，我们可以得到单位时间粒子从 |pi⟩态
散射到 |p f ⟩ 态的概率,

wi→ f =
2π
h̄

1
(2π h̄)6

∣∣∣∣∫ d3xV (x)ei(
pi−p f

h̄ )·x
∣∣∣∣2 mp f dΩ, (10.30)

式中 Ω 为出射粒子的立体角，并且整个散射过程要满足能量守恒，即

E f = Ei. (10.31)

但是实验上测量的其实是一个和 wi→ f 密切相关的量，叫做微分散射截面，记作 dσ ,
它的定义是单位时间的散射概率 wi→ f 比上入射粒子概率流密度的大小 Ji，即

dσ =
wi→ f

Ji
. (10.32)

由于概率流密度的物理含义是单位时间在单位横截面积上粒子通过的概率，所以微分散射

截面的物理含义实际上是：最后被散射到立体角 dΩ 之内的粒子数 (实验上入射粒子并不
是一个，而是一束相同的粒子) 与单位时间单位截面积上入射的粒子数的比值。由于 wi→ f

是时间的负一次方量纲，而 Ji 的量纲是时间的负一次方乘上面积的负一次方，因此微分散

射截面有面积的量纲，所以称作截面。

对于归一化到 δ 函数的入射平面波, 其波函数是 1
(2π h̄)3/2 ei pi ·x

h̄ , 因此人们容易求得入射
概率流密度的大小 Ji 为

Ji =
1

(2π h̄)3
pi

m
. (10.33)

将这个结果和之前得到的 wi→ f 的结果 (10.30) 代入微分截面的定义式，我们就能得到

dσ =

(
m

2π h̄2

)2 ∣∣∣∣∫ d3xV (x)ei(
pi−p f

h̄ )·x
∣∣∣∣2 dΩ, (10.34)
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其中我们利用了能量守恒关系 p f = pi。注意，这个结果 (10.34) 只是一阶微扰论的结果，
通常称作玻恩近似的结果。在本章的最后两节我们将把这样的结论推广到微扰论的任意

阶。

微分散射截面的概念不仅适用于单个入射粒子受一个固定势场散射的情形。也适用

于两体散射情形，也就是两个粒子相互飞近，然后发生相互作用，再相互散射开来的情

形。这时候入射粒子是两个粒子，散射以后出射的依然是这两个粒子。但是由于总动量

守恒，两体问题总是可以化约为单体问题。这个结论我们在理论力学里就已经知道了，

结论是，我们可以选取质心系 (从而使得我们可以完全忽略质心的运动)，然后考察一个
粒子相对于另一个粒子的运动，即引入相对坐标 x = x1− x2, 并将质量替换成约化质量
mR = m1m2/(m1 +m2) 就可以了。因此对于两体散射问题，我们也可以选取质心系，并

把其中的一个粒子称作靶粒子，把另外一个相对于靶粒子运动的粒子称作散射粒子，然

后引入散射粒子相对于靶粒子的相对坐标 x 和约化质量，问题就依然归结为散射粒子
受靶粒子势场 V (x) 散射的问题。这时候前文中的入射粒子动量 pi 以及出射粒子动量

p f 就应该理解为散射粒子在质心系中散射前后的动量 (靶粒子的动量可以不用管，因
为在质心系中，它一定和散射粒子的动量相反)。散射粒子入射时的概率流密度现在是
J = 1

(2π h̄)3
p

mR
= 1

(2π h̄)3 | p
m1

+ p
m2
| = 1

(2π h̄)3 | p1
m1
− p2

m2
| = 1

(2π h̄)3 |v1− v2|, 这里我们利用了在质心系
中，散射粒子动量 p1 = p，靶粒子动量 p2 =−p。也就是说，散射粒子相对于靶粒子的概
率流密度由它们的相对速度决定。

但是，值得注意的是，散射截面的概念在 3 个粒子散射，或者更多粒子相互散射的情
形中是不适用的。这时候人们往往需要直接测量跃迁概率。不过这样的情形在实验上相对

难以实现，也相对没有那么重要。即使在量子场论中，也由于粒子可以湮灭和产生，散射

末态的粒子可以和初态粒子不同，甚至可以有很多末态粒子，因此更多粒子的相互作用规

律往往可以通过两个粒子碰撞产生很多末态粒子来观测，在这种情形下由于初态只有两个

粒子，因此散射截面的概念依然适用。实际上，高能物理的粒子对撞机都是研究两粒子的

对撞。

下面我们用玻恩近似 (10.34) 计算一个具体的散射截面，我们假设散射势能函数取如
下形式

V (x) =V0
e−

r
a

r
. (10.35)

式中 r 是散射粒子的径向坐标，V0 和 a 都是常数，并且 a > 0。V0 表示这个势的强度，我

们假设 |V0| 足够小，以致于玻恩近似可以成立。a 其实描写的是这个势相互作用的力程，

如果散射粒子的距离 r 比 a 大很多，那实际上它所受到的相互作用力就可以忽略不计了，

因此这个势描写的是一种短程力。但是如果我们取力程 a→+∞ 的极限，那这个势能显然
就变成一个库伦势了。

(10.35) 式给出来的这个势称作汤川势。汤川首先想到用这样一个相互作用势描写力
程约为一个费米的核力，为了解释这个势的来源，他不得不假设 π 介子的存在，后来，人
们的确在实验上发现了 π 介子，汤川也为此得了诺贝尔奖。
为了计算出汤川势的散射截面，我们记入射粒子的波矢量为 ki = pi/h̄, 记这个粒子在
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末态出射时的波矢量为 k f = p f /h̄，记散射中的波矢量转移为 k = k f −ki = (p f −pi)/h̄, 因
此根据公式 (10.34), 我们需要计算

V0

∫
d3xe−ik·x e−

r
a

r

=V02π
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将这个结果代入微分截面的公式 (10.34)，就可以得到

dσ =
4m2V 2

0

h̄4
1

[(1
a)

2 + |k|2]2
dΩ. (10.37)

注意到 |pi|= pi = p f = |p f |,进而由图 (10.2)很容易看出 |k|= 2(pi/h̄)sin(θ
2 )= 2(

√
2mE/h̄)sin(θ

2 ),

Figure 10.2: 散射前后波矢量的变化.

其中的 θ 不是刚才算积分的过程中涉及到的 θ , 而是散射角，即出射方向和入射方向的夹
角, 而 E 则是入射粒子动能，当然由于能量守恒，也是出射粒子动能。将这些代入 (10.37),
就可以得到
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如果在上面的结果中取 a→+∞的极限，并取 V0 =
Z1Z2e2

4πε0
= Z1Z2e2

s (式中 e2
s =

e2

4πε0
)，那

么汤川势就变成了两个序数分别为 Z1 和 Z2 的原子核之间的库伦排斥势能，这时候上面的

结果 (10.38) 就变成著名的卢瑟福公式

dσ =
Z2

1Z2
2e4

s

16E2 sin4(θ
2 )

dΩ. (10.39)

注意，在卢瑟福公式里，所有的普朗克常数 h̄ 全都消去了，这就是为什么卢瑟福用经典力

学的推导也能正确地得到这个公式的原因。
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10.1.3 简谐振荡微扰

下面我们考察另外一种重要的微扰，简谐振荡微扰，即以固定频率 ω 随时间振荡的
微扰，其微扰相互作用 V (t) 可以写成

V (t) =We−iωt +W †eiωt , (10.40)

其中算符 W 及其厄米共轭算符 W † 都不显含时间。我们将首先处理末态是连续谱的情形，

然后再讨论初末态都是离散能级的情形。

末态为连续谱的情形

对于末态是连续谱的情形，和恒定微扰的讨论一样，人们实际关心的总是一个充分长

的时间，因此我们可以近似认为初始时刻是在 −∞ 的无穷远过去，而末尾时刻是在 +∞ 的
无穷远将来，也即是说，整个微扰作用过程持续的时间 t 充分长。

首先我们要利用公式 (10.16)计算跃迁概率密度 pi→α f。为此我们需要计算
∫ +∞
−∞ dt1eiω f it1⟨α f |V (t1)|i⟩,

代入振荡微扰的一般形式 (10.40)，我们可以得到结果是
∫ +∞
−∞ dt1

[
ei(ω f i−ω)t1⟨α f |W |i⟩+ ei(ω f i+ω)t1⟨α f |W †|i⟩

]
=

Wf i2πδ (ω f i−ω)+W ∗i f 2πδ (ω f i+ω),式中Wf i = ⟨α f |W |i⟩,并且我们利用了 (W †) f i =W ∗i f。类

似于恒定微扰的情形，通过利用数学公式 (10.25)，并注意到 δ (ω f i−ω)δ (ω f i +ω) = 0(因
为无论 ω 取多少，这两个 δ 函数至少有一个会等于 0)，我们可以得到单位时间的跃迁概
率密度 wi→α f =

d pi→α f
dt ，结果完全类似于费米黄金规则

wi→α f =
2π
h̄

[
|Wf i|2δ (E f −Ei− h̄ω)+ |Wi f |2δ (E f −Ei + h̄ω)

]
. (10.41)

这个结论的物理意义很清楚，等式右边的第一项仅在末态能量 E f 比初态能量 Ei 高 h̄ω 时
才非 0，因此表示的是系统从微扰中吸收能量 h̄ω 进而跃迁到更高能级的过程，相反，等
式右边的第二项表示的是系统释放能量 h̄ω，进而从最初的更高能级 Ei 跃迁到低能级 E f

的过程，当然，等式 (10.41) 右边的两个 δ 函数不可能同时非 0，因此这两个过程不可能
同时实现。和恒定微扰情形一样，为了得到单位时间的跃迁概率 wi→ f，我们需要将概率密

度 wi→α f 对末态能谱作一个合适的积分，所有的处理都和恒定微扰情形完全一样，因此我

们这里不再赘述。

离散能级情形

下面我们来考察初末态都是离散能级的情形，根据我们在恒定微扰中的讨论，这时候

微扰作用的时间 t 不再能当作无穷大来处理，为此这时候我们不妨将初始时刻取为 t0 = 0，

末尾时刻取为有限时刻 t。并且这时候要计算的直接就是跃迁概率 pi→ f 而不再是概率密

度。为了利用公式 (10.16) 计算 pi→ f，我们首先需要计算
∫ t

0 dt1eiω f it1⟨ f |V (t1)|i⟩。代入振荡
微扰的一般形式 (10.40)，我们要计算的其实是∫ t

0
dt1
[
ei(ω f i−ω)t1Wf i + ei(ω f i+ω)t1W ∗i f

]
, (10.42)

式中 Wf i = ⟨ f |W |i⟩。
由于算符 W 不显含时间, 所以 (10.42) 式的积分当然可以很容易计算出来。但是对于

这种一般情形，由于 (10.42) 式两项之间的复杂干涉，结果的物理图像其实并不是很清晰。
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为了看清楚物理图像，人们通常考察所谓的共振近似 (也叫做旋波近似)，即我们分别考察
ω ∼ ω f i(由于假定 ω > 0，因此这时候当然需要 E f > Ei) 和 ω ∼ ωi f =−ω f i(这时候当然需
要 E f < Ei) 两种特殊情形。并假定微扰作用的时间 t 比较长 (虽然不能近似成无穷长)，以
至于

ωt ∼ |ω f i|t≫ 1. (10.43)

不妨以 ω ∼ ω f i 的情形为例。这时候公式 (10.42) 的两项中，第一项随时间的振荡频
率为 |ω f i−ω| ≪ ω, 因此是一个很缓慢的振荡，而第二项的振荡频率为 ω f i +ω ∼ 2ω, 因
此是一个相对比较快速的振荡，实际上，根据近似条件 (10.43), 在微扰的作用时间之内这
个快速振荡项其实振荡了非常多次，因此实际上这一项对结果的贡献将会平均为 0(由于
多次振荡会相互抵消)，也就是说，在 ω ∼ ω f i 并满足近似条件 (10.43) 时，我们其实可
以完全忽略公式 (10.42) 中第二项这个快速振荡项。因此近似的有

∫ t
0 dt1eiω f it1⟨ f |V (t1)|i⟩ ≈∫ t

0 dt1ei(ω f i−ω)t1Wf i =Wf iei 1
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(ω f i−ω)/2 。因此，这时候跃迁概率 pi→ f 将近似为

pi→ f ≈
1
h̄2 |Wf i|2

[
sin((ω f i−ω)t/2)

(ω f i−ω)/2

]2

. (10.44)

这个结果完全类似于恒定微扰离散能级时的结果, 由于这时候 E f > Ei，所以这个跃迁概

率代表的是系统与微扰共振并吸收能量的情形。当 ω = ω f i 时，跃迁概率达到最大，为
1
h̄2 |Wf i|2t2，一阶微扰近似适用的条件要求这个概率要远小于 1，因此我们得到第二个近似
条件,

|Wf i|t/h̄≪ 1. (10.45)

与共振近似条件 (10.43) 不同，这个近似条件来源于微扰论的适用条件。为了能同时满足
近似条件 (10.43) 和 (10.45), 显然要求微扰算符 W 满足

|Wf i| ≪ h̄|ω f i|= |E f −Ei|. (10.46)

类似的，人们也可以讨论 ω ∼−ω f i 的情形。这时候可以得到，跃迁概率近似为

pi→ f ≈
1
h̄2 |Wi f |2

[
sin((ω f i +ω)t/2)

(ω f i +ω)/2

]2

. (10.47)

由于这时候 E f < Ei, 因此它代表的是系统与微扰共振但是释放能量的情形。
以上就是在一阶微扰的框架下对于离散能级与微扰共振的处理，值得再次强调的是，

这种一阶微扰的处理办法需要满足微扰近似条件 (10.45)。因此如果微扰起作用的时间 t

过于长，以至于 (10.45) 不成立时，一阶微扰的处理将会失效，本章后面在关于量子共振
的一般性研究中，我们将会进一步考察这时候该如何处理问题。

10.2 光的辐射与吸收

10.2.1 原子对光的辐射与吸收

这一节我们将应用前面发展的含时微扰论来研究原子与电磁场的相互作用，具体来说

就是研究原子对光的辐射和吸收所导致的能级跃迁过程。研究光的辐射和吸收过程不仅可
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以使得我们理解光和物质相互作用的规律，而且在技术上也很重要，比方说激光就是这一

研究的重要产物。我们的激光打印机、商场的条形码扫描器、我们通过光纤网络浏览视频

等等，都离不开激光，我们几乎每天都在使用激光。但要理解激光的工作原理就需要用量

子力学来研究光的辐射和吸收过程。激光在自然界中原本是不存在的，完全是因为人们深

入理解了光的辐射和吸收机理才人为制造了出来。

早在 1917 年爱因斯坦就迈出了理解光的辐射和吸收机理的关键一步，也正是爱因斯
坦迈出的这一步才使得激光成为可能。爱因斯坦提出，光的辐射和吸收可以分成三个基本

过程，如图 (10.3) 所示：自发辐射过程、吸收过程、以及受激辐射过程。吸收过程就是原

Figure 10.3: 光的辐射和吸收的三个基本过程：(a) 自发辐射过程. (b) 吸收过程. (c) 受激
辐射过程.

子吸收一个光子进而跃迁到高能级的过程。自发辐射过程就是原子自发地从高能级跃迁到

低能级并放出一个光子的过程。原子通过自发辐射过程发出来的光就是普通的光，如日光

灯的光，霓虹灯的光等等，其特点是辐射光的频率、偏振方向、以及相位都很不一致。但

是，如果原子受外来光子的诱导而从高能级跃迁到低能级并辐射出光子，那辐射出来的光

子就会和诱导它的外来光子在频率、位相、以及传播方向等方面都完全一致，因此可以说，

外来光被相干地放大了。这样一个有很好的相干性的发光过程就是受激辐射过程。

当然，上面所描述的受激辐射图像是后人在爱因斯坦的基础上进一步发展的结果，是

一幅完全量子的图像。爱因斯坦关于光的辐射和吸收的原始模型里面并没有充分指出受激

辐射的相干性。完整地处理这一量子图像需要量子光学或者量子电动力学的知识，也就是

说，需要我们不仅用量子力学的方式处理原子，同时也要用量子力学的方式处理电磁场。

然而将电磁场进行量子化超出了本书的范围 (不过在下一节中，我们将研究一个特殊的模
型，在那个模型中，电磁场会被处理成量子谐振子)，因此我们这里将采用半经典的处理，
也就是说我们将依然把电磁场看成是一个经典场，而仅仅将电磁场中的原子当作量子力学

客体。

这种半经典的处理将使得我们仅仅只能直接研究原子对电磁波的吸收过程和受激辐
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射过程，因为这两种过程都可以看成是在一个预先存在的电磁场背景下发生的，用经典的

方式来处理这个背景电磁场并不会实质性地改变物理结论 (当然，要深入理解受激辐射的
相干性也还是需要量子光学的处理)。然而，原子的自发辐射过程却有所不同，这时候并没
有一个预先存在的背景电磁场，为了直接研究原子的自发辐射过程，我们必须同时将电磁

场量子化。不过，爱因斯坦原始模型的一个经典结果将自发辐射系数和受激辐射联系了起

来，这使得人们可以绕过电磁场的量子化得到自发辐射系数，结果与量子场论的直接推导

完全吻合。值得指出的是，在历史上，第一个完全用量子场的方式推导出自发辐射系数的

是狄拉克。

为了研究原子与背景电磁场的相互作用，我们假设电磁场的波长远大于原子的尺寸

(由于原子的能级差通常是 eV 量级，因此原子辐射和吸收的电磁波波长 λ 大致在几百个纳
米到上千个纳米，即 λ ∼ 10−6m, 而原子的尺寸大致是 10−10m，因此这个假设是成立的)。
因此，在原子的尺寸上，我们可以忽略电磁场随着空间的变化，进而将原子看成是与一个

均匀电磁场 (场强为 E(t),B(t)) 耦合的电偶极子和磁偶极子，我们将原子的电偶极矩算符
记作 d，将磁偶极矩算符记作 m。因此原子与电磁场的相互作用项 V (t) 为

V (t) =−d ·E(t)−m ·B(t). (10.48)

这一近似通常称作偶极近似。

实际上，在低阶近似中，磁偶极矩和磁场的相互作用也可以忽略。不妨以氢原子为

例来分析其原因，这时候，原子与电磁场的耦合实际上是核外电子与电磁场的耦合，因

此 d = −ex(x 为电子的位置矢量), 其大小在 ea0 = e h̄
mαc 的量级，这里 a0 为玻尔半径，

α = e2/(4πε0h̄c) ≈ 1/137 为精细结构常数。类似的，这时候 m = − e
2m L(L 为电子的角动

量)，其大小在 eh̄
2m 的量级。又由于对于电磁波而言，其磁场强度 B 的大小等于电场强度

E 的大小除以 c，即 |B|/|E|= 1/c。因此我们有

|m ·B|
|d ·E|

∼ 1
c
· ( eh̄

2m
)/(

eh̄
mαc

) = α ≈ 1/137. (10.49)

也就是说，磁偶极矩与磁场的相互作用大约比电偶极矩与电场的相互作用小两个数量级。

因此，作为低阶微扰近似，忽略掉原子的磁偶极矩和磁场的相互作用是很合理的。

我们首先考虑一个单色电磁波与原子的耦合，假定 E(t) = E0 cos(ωt), 式中 E0 是个常

数，表示场强的振幅。那么相应的相互作用 V (t) 将是

V (t) =−d · E0

2
(e−iωt + eiωt). (10.50)

但是请注意，我们真正要讨论的其实并不是一个单色电磁波的情形，因为在通常的条件下，

原子受激辐射或者吸收电磁波的时候，实际的背景电磁波其实不是一个单色波，而是形如

E(t) =
∫

dωE(ω)cos(ωt) 这样的一个单色波的连续叠加，因此频率 ω 并不是给定的，而是
一个连续变量。在这种情况下，虽然原子的初末态可能都是离散能级，但是我们计算出来

的单位时间跃迁概率 wi→ f 其实依然是一个概率密度，是关于微扰频率 ω 的概率密度，而
最终的跃迁概率是要对 ω 进行一个合适积分的。因此，前面关于连续谱的那些讨论和公
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式在这里依然适用。相反，如果实际的电磁场真的是一个单色波的话，那下面的讨论反而

将不适用了。

我们以原子吸收电磁波的情形为例来进行讨论。这时候，根据上一节对于连续谱情形

的讨论，单位时间之内原子从初态 |i⟩ 跃迁到末态 | f ⟩ 的概率 wi→ f (上面说过，实际上它是
一个关于 ω 的概率密度) 为，

wi→ f =
2π
h̄
|⟨ f |(d ·E0)/2|i⟩|2δ (E f −Ei− h̄ω)

=
π

2h̄2 |⟨ f |d ·E0|i⟩|2δ (ω f i−ω). (10.51)

但是，这个结论处理的是一个有确定偏振方向 E0 的电磁波，考虑到原子通常处在自然光

条件下，而自然光是非极化的，因此我们需要将 E0 的不同方向进行平均，也就是说要把

上面结果中的 |⟨ f |d ·E0|i⟩|2 替换成 1
3 |E0|2|⟨ f |d|i⟩|2, 注意 |E0|2 是和方向无关的，并且式中

|⟨ f |d|i⟩|2 = ⟨ f |d|i⟩ · ⟨ f |d|i⟩∗。因此最终的结果是

wi→ f =
π

6h̄2 |E0|2|⟨ f |d|i⟩|2δ (ω f i−ω). (10.52)

下面我们来考虑如何将上面的概率密度对 ω 进行一个适当的积分，也就是考虑如何从
一个单色波的结果过渡到不同单色波的连续叠加的情形。我们注意到电场 E(t)=E0 cos(ωt)

的能量密度对一个振动周期的平均值为 1
2 ε0|E0|2 · 1

2。由于电磁波的磁场能量密度对一个振

动周期的平均值总是和电场能量密度的平均值相等 (电动力学的熟知结论)。所以 E(t) =
E0 cos(ωt) 的单色波所对应的电磁场能量密度平均值为 1

2 ε0|E0|2。但这只是一个单色波的
结果，要过渡到单色波的连续叠加情形的话，我们就需要把这个能量密度替换成 u(ω)dω，
其中 u(ω) 表示电磁场在 ω 附近的单位频率区间里的能量密度。因此最终我们需要在结果
(10.52) 中进行 1

2 ε0|E0|2→ u(ω)dω 的替换，从而就会得到

wi→ f =
π

3ε0h̄2 u(ω)dω|⟨ f |d|i⟩|2δ (ω f i−ω). (10.53)

现在，将这个结果对 ω 积分，就会得到 (我们依然使用了记号 wi→ f , 希望不会引起读者的
混淆)

wi→ f =
π

3ε0h̄2 |⟨ f |d|i⟩|
2u(ω f i). (10.54)

由于这个单位时间跃迁概率正比于电磁场的能量密度 u,所以通常也写作 wi→ f = B f iu(ω f i),
B f i 称为从 |i⟩ 态吸收一个光子跃迁到高能级 | f ⟩ 态的吸收系数，很显然它是

B f i =
π

3ε0h̄2 |⟨ f |d|i⟩|
2. (10.55)

特别的，对于氢原子，由于 d =−ex，所以

B f i =
(2π)2αc

3h̄
|⟨ f |x|i⟩|2, (10.56)

这里 α 是精细结构常数。
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类似的，假设原子原来处在高能级 E f，我们也可以考察它在背景电磁场的作用下，在

单位时间之内跃迁到低能级 Ei, 并辐射出光子的概率 w f→i(即受激辐射的概率)，结果是与
吸收光子的概率完全相等，即

w f→i = wi→ f . (10.57)

这是因为，根据公式 (10.41)，从 |i⟩ 跃迁到 | f ⟩ 的辐射项正比于 |Wf i|2，但现在我们考察的
是从 | f ⟩ 跃迁到 |i⟩ 的辐射项，那当然还是正比于 |Wf i|2, 因此一切都和吸收光子从 |i⟩ 跃
迁到 | f ⟩ 的情形完全一样。历史上，受激辐射的概念是 1917 年在量子力学的完整理论建
立起来之前爱因斯坦首先提出来的。爱因斯坦假设，在单位时间之内，原子在高能级 | f ⟩
上受电磁场的诱导跃迁到低能级 |i⟩，进而辐射出一个光子的概率 w f→i 正比于电磁场的能

量密度 u(ω f i)，爱因斯坦将之写作，w f→i = Bi f u(ω f i), Bi f 称之为受激辐射系数。因此方程

(10.57) 告诉我们的实际上是，

Bi f = B f i, (10.58)

即受激辐射系数和吸收系数相等。这个结果最早也是爱因斯坦通过其原子辐射和吸收模型

得到的。

10.2.2 爱因斯坦的受激辐射理论与激光

下面，让我们简单地回顾一下爱因斯坦的原始模型，我们的着重点在于搞清楚原子的

自发辐射如何与吸收以及受激辐射联系起来。爱因斯坦的推理要点就在于考察当系统达到

热平衡时，原子的吸收过程和辐射过程如何相平衡。

设想在黑体辐射的空腔里有大量完全相同的原子在不断辐射和吸收电磁波，并达到热

平衡。假设我们以 Nn 表示热平衡时 |n⟩ 能级的原子数目。则热平衡时，单位时间之内通
过吸收一个光子从 |i⟩ 能级跃迁到高能级 | f ⟩ 的原子数将是 w f iNi = B f iu(ω f i)Ni。相反，单

位时间之内，从高能级 | f ⟩ 通过辐射一个光子从而跃迁到低能级 |i⟩ 的原子分成两类，一
类是通过自发辐射跃迁到低能级的原子，自发辐射和空腔里的电磁场没有关系，因此单位

时间的跃迁概率是个常数，记作 Ai f，也称之为自发辐射系数，所以单位时间之内通过自

发辐射从 | f ⟩ 能级跃迁到 |i⟩ 能级的原子数为 Ai f N f。另一类从 | f ⟩ 能级跃迁到 |i⟩ 能级的
原子是由于受到了空腔里的电磁场的诱导而产生的辐射，这就是前面我们已经研究过了的

受激辐射，单位时间之内通过受激辐射从 | f ⟩ 能级跃迁到 |i⟩ 能级的原子数是 Bi f u(ω f i)N f。

因此，单位时间之内从 | f ⟩ 能级跃迁到 |i⟩ 能级的总原子数是 (Ai f +Bi f u(ω f i))N f。很显然，

如果 |i⟩ 到 | f ⟩ 的跃迁能和 | f ⟩ 到 |i⟩ 的跃迁相平衡，即

B f iu(ω f i)Ni = (Ai f +Bi f u(ω f i))N f , (10.59)

那么系统就能维持在热平衡状态。

另一方面，根据统计物理的玻尔兹曼定律，在热平衡时，能量为 E 的原子数目将正比

于 exp
(
− E

kT

)
, 式中 k 为玻尔兹曼常数，T 为热平衡温度。因此

N f /Ni = exp
(
−

E f −Ei

kT

)
= exp

(
−

h̄ω f i

kT

)
. (10.60)



336 Chapter 10. 含时问题与散射问题

而且，根据普朗克黑体辐射公式，

u(ω f i) =
h̄ω3

f i

π2c3
1

e
h̄ω f i
kT −1

. (10.61)

将这些结果代入 (10.59) 就可以得到

Ai f =
h̄ω3

f i

π2c3
1

e
h̄ω f i
kT −1

[
B f i exp

(
h̄ω f i

kT

)
−Bi f

]
. (10.62)

由于这些系数 Ai f、B f i 以及 Bi f 都与温度无关。因此为了让上式对于任何温度都成立，就

必定有

B f i = Bi f , Ai f =
h̄ω3

f i

π2c3 Bi f . (10.63)

其中，第一个结果我们已经通过微扰论推导出来了。而更重要的是第二个结果，它使得我

们可以避开对电磁场的量子化，直接从对 B f i 的计算中得出自发辐射系数 Ai f。

前面我们谈到受激辐射所发出的光有很好的相干性，这使得人们自然想到利用受激辐

射，的确，激光就是这一想法的产物。然而要想制造出激光，我们还需要克服一些困难。第

一个困难是，在通常的条件下，受激辐射其实很微弱，原子发光主要靠自发辐射。人们可

以通过比较自发辐射的跃迁概率 Ai f 和受激辐射的跃迁概率 Bi f u(ω f i) 来理解这一点，根

据爱因斯坦的模型导出来的结果，在热平衡时我们有

Ai f

Bi f u(ω f i)
= e

h̄ω f i
kT −1 = 2ω f i/ωc(T )−1. (10.64)

式中，ωc(T ) = kT
h̄ log2，当 ω f i = ωc 时，这两个跃迁概率相等。当 ω f i 大于 ωc 时，自发

辐射的概率与受激辐射概率的比值按照 ω f i/ωc(T ) 的指数关系增长。如果取 T 为室温的

300K, 则 ωc = 2.74× 1013Hz, 相应于波长 λc = 6.9× 10−5m。而可见光的波长在几百个纳

米，即大约是 10−2λc, 因此对于室温下的可见光辐射，自发辐射的概率约是受激辐射概率
的 2102

= 2100 倍，因此相比来说，受激辐射完全可以忽略。

由于受激辐射的概率正比于电磁场的能量密度，因此要增加受激辐射的概率就需要增

加辐射场的能量密度。在激光器中，这一点是通过一个谐振腔来实现的，就是让受激辐射

出来的相干光不断地在谐振腔中谐振，一个光子通过受激辐射诱导出两个相干光子，两个

相干光子再诱导出四个相干光子，如此不断谐振使得相干光子数不断倍增，从而实现一个

强辐射场，其能量密度远大于热平衡时电磁场的能量密度。因此才能使得激光器中的受激

辐射超过自发辐射占据主导地位。

但即使是这样，也还不能实现激光的输出，原因在于，工作物质中的原子不只会辐射

光，它还会吸收光。前面我们已经知道，吸收的概率是 B f iu(ω f i), 这个概率和受激辐射的
概率是一样的。但是工作物质单位时间之内对光的吸收率等于这个概率乘以低能级的原子

数 Ni，而辐射率则等于这个概率乘以高能级原子数 N f。要实现激光的输出，就必须使得

辐射率超过吸收率，也即要让 N f > Ni。但是根据玻尔兹曼定律，在热平衡时，N f 一定小

于 Ni。因此要实现激光的输出也必须远离热平衡，实现高能级原子数 N f 大于低能级原子
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数 Ni 的粒子数反转，也叫做集居数反转 (population inversion)。用来实现集居数反转的
特殊介质，叫做增益介质 (gain medium)，给增益介质提供能量使其反生集居数反转的能
量源，叫做泵浦源 (pumping source)。但是在不同类型的激光器中，往往会有不同的泵浦
方式来实现集居数反转，具体内容请读者参阅关于激光工作机理方面的专业书籍。

10.3 量子共振的一般性研究

这一节我们将在超越微扰论的意义上讨论离散能级之间的跃迁过程。对于离散能级，

我们前面讨论过，微扰展开的处理办法适用的一个必要条件是 |⟨m|V |n⟩|t/h̄≪ 1, 其中 t 表

示我们所考察的整个过程的时间尺度，或者也可以理解为微扰持续的时间，|n⟩ 和 |m⟩ 是
两个相互跃迁的能级。这个必要条件意味着，仅在微扰相互作用比较微弱，并且时间尺度

不过长的时候，我们才可以用前面发展的含时微扰论来处理问题。但是实际中有大量的含

时演化问题超出了微扰论的这个适用范围，这时候我们又该如何处理问题呢？

我们还是假设系统 H 可以分成 H0 和 V 两部分，并且 H0 部分所描述的物理是我们

已经了解清楚的，我们想讨论的是，含时相互作用 V 所引起的跃迁。因此，前面我们定义

的相互作用绘景下的时间演化算符 UI(t, t0) 依然适用，跃迁幅 ⟨m|UI(t, t0)|n⟩ 和跃迁概率的
概念也依然成立，UI(t, t0) 所满足的微分方程 (10.12) 也依然适用。但是，我们现在不再使
用微扰展开的戴森级数 (10.15) 了。现在，我们直接以方程 (10.12) 为基本出发点。

10.3.1 共振近似 (旋波近似)

为了简单起见，我们不妨取初始时刻 t0 = 0, 并将 UI(t,0) 简记为 UI(t) = UI(t,0)。假

设系统的初态为 |i⟩, 我们记 t 时刻系统跃迁到某个任意的 |m⟩ 态的概率幅为 bm(t)，因此

bm(t) = ⟨m|UI(t)|i⟩, (10.65)

显然，bm(t) 满足初始条件 bm(0) = δmi。因此，t 时刻系统跃迁到 m 态的概率 pi→m(t) =

|bm(t)|2。为了推导 bm(t) 所满足的演化方程，我们利用方程 (10.12)，从而即有， dbm
dt =

⟨m| d
dt UI(t)|i⟩=(− i

h̄)⟨m|VI(t)UI(t)|i⟩=(− i
h̄)∑n⟨m|VI(t)|n⟩⟨n|UI(t)|i⟩=(− i

h̄)∑n⟨m|VI(t)|n⟩bn(t),
即

dbm

dt
= (− i

h̄
)∑

n
⟨m|VI(t)|n⟩bn(t) = (− i

h̄
)∑

n
eiωmnt⟨m|V (t)|n⟩bn(t). (10.66)

之后我们要做的就是直接求解这组方程。

下面我们以 V =W †eiωt +We−iωt 为例来说明在不做微扰展开的情况下，如何作出必要

的近似以简化方程组 (10.66), 当然我们假设算符 W 和 W † 都不依赖于时间 t。对于这种类

型的含时相互作用 V , 方程组 (10.66) 变成

dbm

dt
= (− i

h̄
)∑

n

[
ei(ωmn+ω)tW ∗nmbn(t)+ ei(ωmn−ω)tWmnbn(t)

]
, (10.67)

式中Wmn = ⟨m|W |n⟩,并且我们利用了 (W †)mn =W ∗nm。现在，我们将注意力集中在一种共振

情形，即假设微扰的振荡频率 ω 接近于某个 ω f i = (E f −Ei)/h̄,即 ω ∼ω f i(具体来说，我们
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假设 |ω−ω f i|≪ω),式中 i态就是我们的初态，f 态表示的是某个将与其共振的态，这里我

们假设 E f > Ei, 因此 ω f i > 0, 对于 E f < Ei 的情形，人们可以类似地考虑 ω ∼ ωi f =−ω f i。

并且，我们进一步假设这样的共振能级 f 是唯一的，即对于所有 (m,n) ̸= ( f , i)∪ (i, f ) 都

有 |ω±ωmn| ∼ ω。
在上面的近似条件之下，人们很容易看出，方程组 (10.67) 所包含的所有项中，只有

随时间的振荡频率为 ωi f +ω 和 ω f i−ω 的项相对来说是振荡得很缓慢的，其余的所有项
相对来说都随着时间振荡得比较快。因此假设我们考察一个很长的时间，t≫ 1/ω，那么将
只有那些缓慢振荡项是决定性的，而所有的快速振荡项都会因为多次振荡而抵消掉了。因

此，我们可以直接忽略方程组 (10.67) 中的所有快速振荡项，进行得到下面的简化方程组，

dbi

dt
=−i

W ∗f i

h̄
ei(ω−ω f i)tb f (t)

db f

dt
=−i

Wf i

h̄
ei(ω f i−ω)tbi(t). (10.68)

可见，在我们的共振近似下，只有相互共振的两个能级，i 和 f 是相关的，问题简化为求

解由方程 (10.68) 所描述的二能级系统，由于 i 是演化初态，所以初始条件是 bi(0) = 1,
b f (0) = 0。

10.3.2 Jaynes-Cummings 模型

下面我们以一个更具体的物理例子来演示方程 (10.68) 的物理内涵，以及对它的求解
过程如何进行。我们要研究的这个物理例子描述的是一个原子的二能级与激光场耦合共振

的情形。我们把这两个能级中的低能级称作“基态”(ground state), 记为 |g⟩，把二能级中
的高能级称作激发态 (excited state)，记为 |e⟩，假设 |e⟩ 态和 |g⟩ 态的能级差为 h̄ω0。假定

激光场的频率为 ω, 由于电磁场本身是一种简谐振动，所以激光场可以用一个谐振子来描
写（人们可以严格地通过将共振腔内的电磁场量子化来得到类似的结果），这个谐振子的

第 n 能级我们记为 |n⟩, 它描述的是 n 个光子处在完全相同的量子态，每个光子的能量为

h̄ω, 所以 |n⟩ 态的能量为 nh̄ω(由于零点能和我们将要进行的讨论无关，所以我们忽略它)，
多个光子相干性地处于完全相同的量子态正是激光的典型特征，所以我们才说与原子耦合

的是一个激光场。我们把描述激光场的这个谐振子的产生湮灭算符分别记为 a†,a，相应的

粒子数算符 N = a†a 描述的当然就是光子数，因此 N|n⟩= n|n⟩。在物理上，我们考察的这
个原子和激光场的耦合系统需要把原子放置在量子光场的共振腔中才能实现，它属于量子

光学的基本研究内容。

描述这个二能级原子与激光场耦合的最简单模型是所谓的 Jaynes-Cummings 模型，
它是量子光学中一个极为重要也非常基本的模型。Jaynes-Cummings 模型的哈密顿量是，

H = h̄ω0
σz

2
+ h̄ωa†a+λ h̄(a†σ−+aσ+). (10.69)

式中 σz = |e⟩⟨e|− |g⟩⟨g|, 即满足 σz|g⟩ = −|g⟩, σz|e⟩ = |e⟩, 因此 h̄ω0
σz
2 正好具有 h̄ω0 的能

级差，而哈密顿量中的线性谐振子项 h̄ωa†a 当然描述的就是激光场。另外，σ+ = |e⟩⟨g|,
σ− = |g⟩⟨e|, 即满足 σ+|g⟩= |e⟩, σ−|e⟩= |g⟩, 以及 σ2

+ = σ2
− = 0，也就是说，σ+ 的作用是描

述原子从“基态”到激发态的跃迁，而 σ− 描述的是原子从激发态到“基态”的跃迁。而且，
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从这几个算符的定义很容易得到 σ2
z = |e⟩⟨e|+ |g⟩⟨g| = 1(这里我们利用了两能级系统的完

备性关系), 以及 σ−σz = σ−, σzσ− =−σ−，从而 [σz,σ−] =−2σ−, 类似的，[σz,σ+] = 2σ+。

总之，σz,σ+,σ− 这几个算符所满足的代数关系和我们很熟悉的泡利算符 σz,σ†,σ 其实是
完全一样的，只不过这里我们将 σ 记成了 σ−，将 σ† 记成了 σ+。

哈密顿量 (10.69) 中的 λ h̄(a†σ−+ aσ+) 描述的就是原子二能级与激光场的相互作用，

λ h̄ 表示这种相互作用的强度，a†σ− 描述的是原子从激发态跃迁到“基态”，同时放出一个
光子 (因此光场的光子数增加 1)，产生算符 a† 描述的正是这个光子数增加 1 的作用。相
反，aσ+ 描述的是原子从“基态”跃迁到激发态，同时吸收一个光子 (因此光子数减少 1)，
湮灭算符 a 描述的正是这个光子数减少 1 的作用。如果我们假设整个系统最初处在 |n,g⟩
态，即初始时光场处在能级 |n⟩，原子处在“基态”|g⟩, 那么通过原子与光场的相互作用，
系统可以通过吸收一个光子跃迁到 |n−1,e⟩ 态，当然，原子与光场的相互作用也可能反过
来使得系统从 |n−1,e⟩ 态跃迁到 |n,g⟩ 态。因此，一般来说，Jaynes-Cummings 的哈密顿
量 (10.69) 会描述一个 |n,g⟩ 态与 |n−1,e⟩ 态之间的振荡，这就是著名的拉比振荡，我们
可以示意性地表示为

|n,g⟩⇌ |n−1,e⟩. (10.70)

下面我们就是要对这个拉比振荡过程进行精确的数学分析，我们假定系统的初态是 |n,g⟩
态。

值得说明的是，Jaynes-Cummings模型可以从量子光场与原子相互作用的一般性理论
中通过一个前面所说的共振近似推导出来，人们也常常称这样的近似为旋波近似 (rotating
wave approximation)。

我们取 H0 = h̄ω0
σz
2 + h̄ωa†a, V = λ h̄(a†σ−+aσ+)。很显然，|n,g⟩ 态和 |n−1,e⟩ 态都

是 H0 的本征态。为了应用基本方程 (10.66), 我们需要计算出相互作用绘景中的 VI(t) =

ei H0
h̄ tVe−i H0

h̄ t。为了将 VI(t) 的具体表达式计算出来，我们首先注意到原子的算符和光场的

算符是相互对易的，因为原子和光场是两个不同的子系统。另外，我们再注意到下面的恒

等式

eiθNae−iθN = e−iθ a, eiθNa†e−iθN = eiθ a†. (10.71)

这两个恒等式互为厄米共轭关系，因此只需证明其中的一个就够了，在这里我们将给

出第一个恒等式的直接证明。为此，我们定义一簇依赖于参数 θ 的算符 F(θ), F(θ) =
eiθNae−iθN ,很显然 F(0) = a。另一方面，我们又有 d

dθ F(θ) = ieiθNNae−iθN− ieiθNaNe−iθN =

ieiθN [N,a]e−iθN =−ieiθNae−iθN =−iF(θ),式中倒数第二个等号我们利用了代数关系 [N,a] =

−a。也就是说，F(θ) 满足微分方程 d
dθ F(θ) = −iF(θ), 而这一微分方程有唯一解 F(θ) =

F(0)e−iθ = ae−iθ，因此这就证明了我们需要的恒等式。类似的，我们也可以证明下面两个

恒等式

eiθ σz
2 σ−e−iθ σz

2 = e−iθ σ−, eiθ σz
2 σ+e−iθ σz

2 = eiθ σ+, (10.72)

不过为了证明这两个恒等式我们需要用到的代数关系是 [σz,σ−] =−2σ−。
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根据 VI(t) 的定义，再利用上面的这些恒等式，我们可以算出

VI(t) = λ h̄(aσ+ei2δ t +a†σ−e−i2δ t), (10.73)

式中 2δ = ω0−ω, 通常被称为失谐。注意到 a|n⟩=
√

n|n−1⟩, a†|n−1⟩=
√

n|n⟩, 人们很容
易计算出 VI(t) 的两个非 0 矩阵元，为

⟨n−1,e|VI|n,g⟩=
√

nλ h̄ei2δ t , ⟨n,g|VI|n−1,e⟩=
√

nλ h̄e−i2δ t . (10.74)

定义跃迁概率幅 bg(t) = ⟨n,g|UI(t)|n,g⟩, be(t) = ⟨n−1,e|UI(t)|n,g⟩，它们满足初始条件
be(0) = 0, bg(0) = 1。由一般性的方程 (10.66) 和刚才计算出来的 VI(t) 的非 0 矩阵元，我
们有如下方程

dbg

dt
=−i

√
nλe−i2δ tbe(t),

dbe

dt
=−i

√
nλei2δ tbg(t). (10.75)

很显然，这个方程组和我们前面在共振近似下得到的一般性方程组 (10.68) 有完全类似的
数学结构，这表明 Jaynes-Cummings 模型所描写的光场和二能级系统共振的物理图像是
普适的，并且我们只需要求解出 Jaynes-Cummings模型的方程组 (10.75)就能很容易地将
解推广到一般情形 (10.68)。

为了求解上面的方程组 (10.75)，我们引入变量 z+(t) 和 z−(t)，它们的定义是 z+(t) =

eiδ tbg(t) + ie−iδ tbe(t), z−(t) = eiδ tbg(t)− ie−iδ tbe(t)，很显然，它们满足初始条件 z+(0) =

z−(0) = 1。根据方程 (10.75)，我们可以推导出新变量 z+(t) 和 z−(t) 所满足的微分方程，

dz+
dt

= (
√

nλ + iδ )z−(t),
dz−
dt

=−(
√

nλ − iδ )z+(t). (10.76)

由这两个方程我们很容易看出 z±(t) 均满足一个典型的谐振子方程，

d2z±
dt2 +Ω2

nz±(t) = 0, Ωn =
√

nλ 2 +δ 2, (10.77)

Ωn 就是这个谐振子的振荡频率，在这里称为拉比频率。由于 z±(0) = 1, 从而可知必有
z±(t) = cos(Ωnt)+c± sin(Ωnt), 式中 c± 为两个待定常数。将这个通解代入方程 (10.76)，就
可以得到 c+ = (

√
nλ + iδ )/Ωn, c− = −(

√
nλ − iδ )/Ωn。这样我们就完全确定了 z±(t)，反

过来我们就能得到 bg(t) 和 be(t)，它们为

eiδ tbg(t) = cos(Ωnt)+ i
δ

Ωn
sin(Ωnt), e−iδ tbe(t) =−i

√
nλ

Ωn
sin(Ωnt). (10.78)

利用这个最终解我们就可以计算出 t 时刻，系统从 |n,g⟩ 态跃迁到 |n− 1,e⟩ 态的概率
pg→e(t) = |be(t)|2, 为

pg→e(t) =
nλ 2

nλ 2 +δ 2 sin2(Ωnt), (10.79)

从这个概率随时间 t 的振荡行为中，我们可以很清楚地看到，系统是在 |n,g⟩态和 |n−1,e⟩
态之间振荡，这就是拉比振荡，Ωn =

√
nλ 2 +δ 2 =

√
nλ 2 +(ω0−ω

2 )2 就是拉比振荡的频率。
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为了推广拉比振荡的结果，我们将方程组 (10.68) 和方程组 (10.75) 进行类比。很显
然，|n,g⟩ 态对应于 |i⟩ 态，|n−1,e⟩ 态对应于 | f ⟩ 态，ω0−ω 对应于 ω f i−ω, nλ 2 对应于

|W f i
h̄ |

2。因此我们可以将上面的跃迁概率 pg→e(t) 一般性地推广到 pi→ f (t), 将公式 (10.79)
推广成

pi→ f (t) =
|W f i

h̄ |
2

|W f i
h̄ |2 +(

ω f i−ω
2 )2

sin2(

√
|
Wf i

h̄
|2 +(

ω f i−ω
2

)2 · t), (10.80)

人们通常称这个一般性的公式为拉比公式。很容易看出，当 |Wf i|≪ h̄|ω f i−ω|时，拉比公式
就近似成为一阶微扰论给出的公式 (10.44)。但是反过来，只要时间足够长，即使 ω =ω f i，|i⟩
态和 | f ⟩态之间的正弦振荡也依然存在，这种振荡是一阶微扰论的结果 (10.44)(令 ω = ω f i)
解释不了的。

10.4 * 散射的一般理论

10.4.1 散射的一般理论和 S 矩阵

在恒定微扰一节中，我们用一阶恒定微扰讨论了一个自由入射粒子在一个固定势场中

的散射问题。其实可以用恒定微扰讨论更一般的散射问题，比方说多粒子散射问题。也可

以不限于一阶微扰，可以将微扰散射理论发展到任意阶。发展这样的一个关于散射的一般

理论就是我们这一节将要处理的内容。

由于入射粒子和出射粒子的能量和动量都可以连续取值，因此散射问题中所涉及的入

射粒子量子态和出射粒子量子态都是连续谱，我们不妨称这些量子态为散射态。散射的确

说明连续谱的量子态可以跃迁到连续谱，但是类似于本章最后一节的证明同样可以说明，

只要末态是连续谱那么系统就不会振荡回初态。在物理直观上这是显然的，因为出射粒子

当然不可能自己跃迁回入射状态。因此，根据前面关于末态连续谱的讨论，我们完全可以

认为，散射是在从 −∞ 到 +∞ 的时间内发生的。当然，散射相互作用真正有效起作用的时
间在宏观时间尺度来看其实很短，只是在微观时间尺度上看充分长而已。

对于无穷远过去的散射初态，以及无穷远将来的散射末态，粒子间的距离都很远，相

互作用 V (这里假定 V 不显含时间) 可以忽略，因此作为初态的入射粒子 (多个粒子) 和作
为末态的出射粒子 (也是多个粒子) 都可以看成是哈密顿量 H0 的本征态，H0 可以认为是

多个自由粒子的哈密顿量之和。由于这些 H0 的本征态是散射态连续谱，所以我们用 |α⟩
这样的连续指标来标记，相应的本征值记为 Eα，也即是说

H0|α⟩= Eα |α⟩. (10.81)

注意，|α⟩ 一般来说是多粒子态，描写多个自由粒子, 并且它满足标准的 δ 函数归一化，

⟨α|β ⟩= δ (α−β ). (10.82)

值得注意的是，α、β 其实只是抽象的记号，它们都可以是好多指标的总体，当然 α、β 所
代表的指标中必须要包含一些连续指标，但是我们其实也可以允许 α、β 中包含有一些离
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散指标，这些指标应该理解成是归一化到克龙内克 δ 符号，而对这些指标的积分就应该理
解成求和。

我们想要计算的同样是 −∞时刻的 |α⟩态在 +∞时刻跃迁到 |β ⟩态的概率密度 pα→β ,
为了强调指标的连续性，我们也常常将它写作 p(α → β )。根据本章第一节中的一般性讨
论，p(α → β ) = |⟨β |UI(+∞,−∞)|α⟩|2。其中幺正算符 UI(+∞,−∞) 习惯上记作 S，

S =UI(+∞,−∞), (10.83)

它可以按照戴森级数 (10.15) 的方法来进行微扰展开，我们将这个级数重写如下,

S = 1+(− i
h̄
)
∫ +∞

−∞
VI(t1)dt1

+(− i
h̄
)2
∫ +∞

−∞
dt2
∫ t2

−∞
dt1VI(t2)VI(t1)

+(− i
h̄
)3
∫ +∞

−∞
dt3
∫ t3

−∞
dt2
∫ t2

−∞
dt1VI(t3)VI(t2)VI(t1)+ ... (10.84)

根据上面这个戴森级数，我们来逐级地计算一下跃迁幅 ⟨β |UI(+∞,−∞)|α⟩。很显然在V

的 0阶近似上，我们有 ⟨β |1|α⟩= δ (β−α)。注意到VI(t)= ei H0
h̄ tVe−i H0

h̄ t ,我们也很容易计算现
在应该已经比较熟悉了的一阶微扰修正 (− i

h̄)
∫ +∞
−∞ ⟨β |VI(t1)|α⟩dt1 =(− i

h̄)
∫ +∞
−∞ eiωβα t⟨β |V |α⟩dt1 =

−2πiδ (Eβ −Eα)⟨β |V |α⟩，式中 ωβα = (Eβ −Eα)/h̄。即一阶微扰的结果是

−2πiδ (Eβ −Eα)⟨β |V |α⟩. (10.85)

对于微扰级数的二阶 (− i
h̄)

2 ∫ +∞
−∞ dt2

∫ t2
−∞ dt1⟨β |VI(t2)VI(t1)|α⟩, 利用散射态的封闭性关系∫

dα ′|α ′⟩⟨α ′|= 1，我们有

(− i
h̄
)2
∫ +∞

−∞
dt2
∫ t2

−∞
dt1⟨β |VI(t2)VI(t1)|α⟩

=(− i
h̄
)2
∫

dα ′
∫ +∞

−∞
dt2
∫ t2

−∞
dt1⟨β |VI(t2)|α ′⟩⟨α ′|VI(t1)|α⟩

=(− i
h̄
)2
∫

dα ′
∫ +∞

−∞
dt2
∫ t2

−∞
dt1eiωβα ′ t2eiωα ′α t1⟨β |V |α ′⟩⟨α ′|V |α⟩. (10.86)

下面将这个式子中对时间变量的积分都算出来，首先要计算
∫ t2
−∞ dt1eiωα ′α t1，但这个积分在

t1→−∞ 时是振荡的，为了让积分在 t1→−∞ 时收敛，我们可以给 ωα ′α 加一个很小的负

虚部，即做替换 ωα ′α → ωα ′α − iε, 式中 ε > 0 为一个无穷小量，并且我们将在对所有物

理可观测量的计算都完成以后令 ε → 0。经过这样的手续以后，就有
∫ t2
−∞ dt1ei(ωα ′α−iε)t1 =

1
i(ωα ′α−iε)e

i(ωα ′α−iε)t2 = ih̄ 1
Eα−Eα ′+iε ei(ωα ′α−iε)t2。将这个结果代入上面的 (10.86) 式，并利用

ωβα ′+ωα ′α = ωβα，就有

(− i
h̄
)
∫

dα ′
∫ +∞

−∞
dt2ei(ωβα−iε)t2⟨β |V |α ′⟩ 1

Eα −Eα ′+ iε
⟨α ′|V |α⟩

=−2πiδ (Eβ −Eα)
∫

dα ′⟨β |V |α ′⟩ 1
Eα −Eα ′+ iε

⟨α ′|V |α⟩

=−2πiδ (Eβ −Eα)⟨β |V
1

Eα −H0 + iε
V |α⟩. (10.87)
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完全类似的，我们也可以计算出三阶微扰，结果如下

(− i
h̄
)3
∫ +∞

−∞
dt3
∫ t3

−∞
dt2
∫ t2

−∞
dt1⟨β |VI(t3)VI(t2)VI(t1)|α⟩

=−2πiδ (Eβ −Eα)⟨β |V
1

Eα −H0 + iε
V

1
Eα −H0 + iε

V |α⟩. (10.88)

做了这么多推导以后，人们应该很容易归纳出规律，进而可以写出微扰展开的任意阶

了。将这些结果放在一起，即有

⟨β |S|α⟩= δ (β −α)−2πiδ (Eβ −Eα)⟨β |T |α⟩, (10.89)

其中算符 T 称作 T 算符，它由下面的无穷级数定义

T =V +V
1

Eα −H0 + iε
V +V

1
Eα −H0 + iε

V
1

Eα −H0 + iε
V + ... (10.90)

有时候，人们也常常记 Eα + iε = E+
α , 很显然，T 算符的定义依赖于 E+

α，所以也常常记作

T (E+
α )。

幺正算符 S的矩阵元 ⟨β |S|α⟩通常称作 S矩阵，记作 Sβα = ⟨β |S|α⟩。类似的，T 算符的

矩阵元通常叫做 T 矩阵，记作 Tβα = ⟨β |T |α⟩。有了 T 矩阵和 S矩阵，我们就可以计算跃迁

概率密度 p(α→ β )，p(α→ β ) = |⟨β |S|α⟩|2。如果我们考察初态 |α⟩ 跃迁到一个不同的态
|β ⟩ 的概率，那 S 矩阵的 0 阶项显然是 0，因此根据 (10.89) 式，跃迁概率实际上完全由 T

矩阵给出，p(α→ β ) = ( 2π
h̄ )2(δ (ωβα))

2|⟨β |T |α⟩|2,这里我们利用了 δ (Eβ −Eα) = δ (ωβα)/h̄。

进一步利用数学公式 (δ (ωβα))
2 = δ (ωβα) · t/(2π)，式中 t 是从初态跃迁到末态的整个时

间，它趋于无穷大。容易有，p(α → β ) = ( 2π
h̄ )δ (Eβ −Eα)|⟨β |T |α⟩|2 · t, 或者说，单位时间

的跃迁概率密度 w(α → β ) = d p(α → β )/dt 是

w(α → β ) =
2π
h̄
|⟨β |T |α⟩|2δ (Eβ −Eα). (10.91)

很显然，这个结果实际上就是费米黄金规则的推广。由 T 算符的展开式 (10.90) 可以看到，
如果只考虑微扰论的一阶，那 (10.91) 式就回到了我们前面得出的费米黄金规则。正因为
T 矩阵元 Tβα 的模方决定了散射概率，所以有时候也把它称为散射幅。

假如我们考察的是单个入射粒子在一个固定势场 (这个固定势场的作用可以和粒子自
旋有关) 中的散射问题，那么我们依然可以定义微分散射截面 (11.76)，一切都和前面在一
阶微扰中对势散射问题的讨论一样，乘上末态态密度以后，就有

dσ = (2π h̄)6
(

m
2π h̄2

)2

|⟨p f ,s f |T |pi,si⟩|2dΩ. (10.92)

其中的 si 表示入射粒子自旋，s f 表示出射粒子自旋。公式前面的因子 (2π h̄)6 完全是因为

我们将入射和出射的自由粒子平面波取成了 1
(2π h̄)3/2 eip·x/h̄，如果将平面波都取成 eip·x/h̄ 的

形式，那这个因子就不存在了。
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10.4.2 S 矩阵的解析性和幺正性

很明显，T (E+
α ) 的定义式 (10.90) 中还出现了一个算符，常常记作 G0(E+)，它的定义

是

G0(E+) =
1

E−H0 + iε
. (10.93)

值得注意的是，由于在散射态连续谱的希尔伯特空间上，算符 E−H0 有 0 本征值 (对应
H0 的本征值为 E 的那个散射态)，所以它实际上不可逆，也就是说 1/(E−H0) 没有定义，

但是给 E 加上一个虚部 +iε 以后就避开了这个问题，所以 G0(E+) 是有定义的。实际上，

人们还常常将 G0(E+) 的定义解析延拓到整个能量复平面上除了 H0 的散射谱之外的区域

(在散射理论中，H0 常常只有散射谱，也即只有散射态对应的连续谱)，记为 G0(z)，

G0(z) =
1

z−H0
. (10.94)

因此，H0 的散射谱对应解析函数 G0(z) 在实轴上的一条割线 (即要从解析函数 G0(z) 的定

义域中切除的线)，如图 (10.4) 所示。

Figure 10.4: 将能量延拓成复平面，散射谱是实轴上的一条割线。

类似的，我们也可以将 T (E+) 延拓到能量复平面上得到 T (z)，

T (z) =V +V G0(z)V +V G0(z)V G0(z)V + ....

=V +V [G0(z)+G0(z)V G0(z)+G0(z)V G0(z)V G0(z)....]V. (10.95)

显然，G0(z) 在实轴上的割线也是 T (z) 的割线。不过当超越微扰论，将微扰级数的所有阶

都加起来以后，T (z) 在能量复平面上的解析结构比这要复杂一些。利用下面的算符微扰恒

等式
1

A−B
=

1
A
+

1
A

B
1
A
+

1
A

B
1
A

B
1
A
+ ... (10.96)

我们容易有

G0(z)+G0(z)V G0(z)+G0(z)V G0(z)V G0(z)....

=
1

z−H0
+

1
z−H0

V
1

z−H0
+

1
z−H0

V
1

z−H0
V

1
z−H0

+ ...

=
1

z−H0−V
=

1
z−H

= G(z), (10.97)
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上式的最后一个等号是 G(z) 的定义。由于 G(z) 是 G0(z) 的一个无穷级数，因此 G0(z) 在

实轴上的割线也是 G(z) 的割线，这实际上就保证了 H0 的散射谱和 H 的散射谱 (散射态
的连续谱) 是一一对应的。但是，现在包含相互作用以后的哈密顿算符 H 可能不只是有散

射谱了，它还可能有束缚态，这些束缚态就对应 G(z) = (z−H)−1 的极点 (如图 (10.5) 所
示)。另外，将上面的结果 (10.97) 代入 T (z) 的定义式 (10.95), 就有

Figure 10.5: G(z) 的解析结构，束缚态对应实轴上的极点。

T (z) =V +V G(z)V. (10.98)

从这个表达式可以看出，G(z) 的极点也是 T (z) 的极点。前面我们已经看到，T (E+
α ) 的矩

阵元决定了散射概率，因此这也就是说，我们可以从散射概率关于入射粒子总能量的极点

结构中读出哈密顿量 H 的束缚态信息。因此，散射实验也可以探测到系统的束缚态信息。

只不过，因为需要把所有阶的微扰级数都加起来，所以微扰计算实际上发现不了这些束缚

态，为了得到这些束缚态的信息，我们需要用非微扰的方式计算 T (z) 算符。

以上关于 T (z) 解析性的讨论主要是在算符的意义上进行的，所有的割线和极点都作

为哈密顿算符的本征值而出现，由于哈密顿算符的本征值一定是实数，因此这些割线和

极点都一定在实轴上。但是，如果我们超出算符本征值的范围，讨论解析函数 Tβα(z) =

⟨β |T (z)|α⟩，那么就还可能出现一种新的解析结构，即对于某些合适的初态 |α⟩和末态 |β ⟩，
函数 Tβα(z) 会在复平面的实轴之外出现极点 (如图 (10.6) 所示)，与这些极点相应的量子

Figure 10.6: Tαβ (z) 的解析结构。
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态通常称作散射共振态，正如我们将要在本章最后一节中论证的，在物理上这些散射共振

态相应于系统的一些不稳定的会衰变的束缚态。为了从一个基本理论出发得到这些散射共

振态的信息，我们往往也需要用非微扰的方式计算 T 矩阵。

上面我们研究了 S 矩阵 (实际上我们研究的是和它密切相关的 T 矩阵) 作为入射粒子
能量的函数的解析性。实际上 S矩阵还有另外一个重要的性质，那就是幺正性。前面我们说

过，由于 S算符是一种特殊的时间演化算符，所以它是幺正算符，即满足 S†S = SS† = 1。由

此我们就能推导出 S 矩阵必定是一个幺正矩阵，比方说 δ (β −α) = ⟨β |1|α⟩= ⟨β |S†S|α⟩=∫
dγ⟨β |S†|γ⟩⟨γ|S|α⟩ =

∫
dγS∗γβ Sγα , 式中利用了 ⟨β |S†|γ⟩ = ⟨γ|S|β ⟩∗ = S∗γβ，尤其是利用了

S†S = 1。我们也可以类似地利用 SS† = 1，最后就可以得到∫
dγS∗γβ Sγα = δ (β −α)∫
dγSβγS∗αγ = δ (β −α). (10.99)

这就是 S 矩阵的幺正性。

利用方程 (10.89) 将 S 矩阵用 T 矩阵来表达，我们就可以由 S 矩阵的幺正性得到

T 矩阵的一些重要性质。比方说，根据 (10.99) 的第一个式子，我们可以得到 (2π)δ (Eβ −
Eα)[−iTβα + iT ∗αβ ]+(2π)2 ∫ dγδ (Eγ−Eβ )δ (Eγ−Eα)T ∗γβ Tγα = 0，利用 δ (Eγ−Eβ )δ (Eγ−Eα) =

δ (Eγ−Eβ )δ (Eβ−Eα),即有 [−iTβα + iT ∗αβ ]+(2π)
∫

dγδ (Eγ−Eβ )T ∗γβ Tγα = 0，进一步取 β =α,
则有

π
∫

dγδ (Eγ −Eα)|Tγα |2 =−ImTαα . (10.100)

由单位时间的散射概率公式 (10.91)可以知道，这个方程的左边实际上就等于 h̄
2
∫

dγw(α→
γ), 即正比于单位时间之内初态 α 到所有可能末态的总散射概率，而方程右边的 Tαα 人们

常常称为朝前散射幅。所以，方程 (10.100) 告诉我们的是，单位时间的总散射概率 Γα 由

朝前散射幅的虚部决定，即

Γα =
∫

dγw(α → γ) =−2
h̄

ImTαα . (10.101)

式中第一个等号涉及的是 Γα 的定义。这个结果通常称作光学定理。类似的，根据 (10.99)
的第二个式子，我们还可以得到

π
∫

dγδ (Eα −Eγ)|Tαγ |2 =−ImTαα . (10.102)

它告诉我们所有其它态散射到 |α⟩ 态的总概率也由 |α⟩ 的朝前散射幅决定。将这两个结果
联合起来就有，α 态散射到其它态的总概率，等于其它态散射到 α 态的总概率，这正反映
了概率守恒。这是因为，我们的这些结果都是根据幺正性得来的，而幺正性的本质正是概

率守恒。

特别的，对于单个入射粒子在一个固定势场中的散射问题，我们有 σ =
∫

dσ = 1
Jα

∫
dβw(α→

β ) =− 2
h̄

ImTαα
Jα
，式中 σ 称为总截面，它要对所有可能的散射末态积分，包括要对末态粒子
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的自旋进行求和，式中的 Jα 当然就是入射粒子概率流密度，它等于 1
(2π h̄)3

h̄kα
m ，kα 表示入

射粒子平面波的波数大小。将 Jα 代入总截面的表达式，就能得到

kα

4π
σ =−(2π h̄)3 m

2π h̄2 ImTαα . (10.103)

这就是散射截面的光学定理。表达式 (10.103) 前面的因子 (2π h̄)3 当然是因为我们取入射

粒子平面波为 1
(2π h̄)3/2 eip·x/h̄ 了，如果将入射平面波取成 eip·x/h̄ 的形式，那这个因子就不存

在了。

10.4.3 哈密顿量 H 的散射定态

从公式 (10.91) 可见，计算散射概率的关键就在于计算出 T 矩阵。最常用的计算办法

就是按照 T 算符的微扰级数展开 (10.90) 逐级地计算。但是微扰论的方法并不是所有时候
都好用的，比方说它往往不容易得到束缚态和共振态的信息。因此我们有时候需要寻找计

算 T 矩阵的非微扰方法，或者至少是对 T 矩阵进行非微扰分析的方法。最重要的一种非

微扰方法就是直接求解包含相互作用的完整哈密顿量 H 的散射定态。可以证明，从这些

散射定态的解中可以直接地得到 T 矩阵 (当然，散射定态通常无法精确求解，但是很多时
候我们依然可以借助于它进行非微扰的分析)。

为此，我们首先要定义什么是 H 的散射定态。前面在讨论解析性的时候我们已经提

到，H0 的散射谱可以对应到 H 的散射谱。H 的散射定态实际上就是这些散射谱所对应的

本征态 (注意，不是束缚态)，有时候也称为 H 的散射态。这些散射态和 H0 的散射态可

以对应起来。实际上，根据不同的对应方法，我们可以定义 H 的两组不同散射定态。其

中一组 H 的散射定态在无穷远过去即 t →−∞ 时 (这时候相互作用 V 可以忽略) 趋于 H0

的散射态，因此在物理上，这一组散射定态是与入射自由粒子态相对应的，有时候也称为

入射态或者 in 态。另一组 H 的散射定态在无穷远将来即 t → +∞ 时 (这时候相互作用也
可以忽略) 趋于 H0 的散射态，在物理上，这组散射定态当然就是与出射自由粒子态相对

应的，因此有时候也称作出射态或者 out 态。不过值得强调的是，in 态并不是入射自由粒
子态，out 态也不是出射自由粒子态，它们都是包含了相互作用 V 之后的，因为它们都是

H = H0 +V 的本征态。

当然，为了得到 T 矩阵我们实际上并不需要 in 态和 out 态都同时研究，只研究其中
之一就已经够了，因此下面我们将主要处理 in 态，除非特别说明，下面我们说到散射定
态的时候都默认指的是 in 态，我们将直接从形式上构造出这些 in 态。与入射自由粒子态
|α⟩ 对应的 in 态通常被记作 |ψ+

α ⟩，我们将它构造为

|ψ+
α ⟩=UI(0,−∞)|α⟩, (10.104)

这个构造的物理含义非常清楚，它说的无非是，|ψ+
α ⟩ 是用时间演化算符 UI 将一个 H0 的

本征态 |α⟩ 从 −∞ 演化到 0 时刻所得到的态，−∞ 时的 |α⟩ 当然描述的是入射自由粒子，
因此 |ψ+

α ⟩ 自然满足在无穷远过去趋于入射自由粒子态这一要求。在下文中，我们将阐明
为什么从 |ψ+

α ⟩ 中可以得到 T 矩阵。另一方面，直接用 (10.104) 式这样的形式构造来计算
|ψ+

α ⟩ 实际上并不方便，所以下文我们将推导出 |ψ+
α ⟩ 所满足的一个基本方程 (Lippmann–
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Schwinger 方程)，通过这个方程我们可以证明 |ψ+
α ⟩ 的确是 H 的本征态。如此一来，|ψ+

α ⟩
就完全符合我们对散射定态的物理定义了。

但在具体进行上述推导之前，我们不妨先看一下 out 态可以如何构造，与 |α⟩ 态对应
的 out 态 |ψ−α ⟩ 可以从形式上构造为

|ψ−α ⟩=UI(0,+∞)|α⟩=U†
I (+∞,0)|α⟩. (10.105)

将这个式子厄米共轭就有 ⟨ψ−β |= ⟨β |UI(+∞,0)，由此就可以进一步得到 ⟨ψ−β |ψ
+
α ⟩= ⟨β |UI(+∞,0)UI(0,−∞)|α⟩=

⟨β |UI(+∞,−∞)|α⟩= ⟨β |S|α⟩, 即

⟨β |S|α⟩= ⟨ψ−β |ψ
+
α ⟩. (10.106)

这个式子告诉我们，前面定义的散射 S 矩阵实际上是 in 态和 out 态之间的幺正变换矩阵，
即是 H 的两组不同散射定态之间的幺正变换矩阵。

为了进一步确定散射定态 |ψ+
α ⟩, 我们可以将它用自由粒子散射态 {|β ⟩} 来进行展开，

即计算 ⟨β |ψ+
α ⟩ = ⟨β |UI(0,−∞)|α⟩。我们将 UI(0,−∞) 展开成戴森级数 (10.15)，然后和前

文计算 ⟨β |UI(+∞,−∞)|α⟩ 完全类似地逐级计算 ⟨β |UI(0,−∞)|α⟩, 这里将不再重复这个类
似的计算过程了，具体推导留给读者作练习，结果是

⟨β |ψ+
α ⟩= ⟨β |UI(0,−∞)|α⟩

=⟨β |α⟩+ ⟨β | 1
Eα −H0 + iε

V |α⟩

+⟨β | 1
Eα −H0 + iε

V
1

Eα −H0 + iε
V |α⟩+ .....

=⟨β |α⟩+ ⟨β | 1
Eα −H0 + iε

T |α⟩. (10.107)

最后一个等式中的 T 就是 T 算符。从这里实际上已经可以看到 |ψ+
α ⟩ 中包含 T 矩阵的信

息了，为了看得更清楚一点，我们可以将 (10.107) 改写成，

|ψ+
α ⟩= (1+

1
Eα −H0 + iε

V +
1

Eα −H0 + iε
V

1
Eα −H0 + iε

V + ....)|α⟩

= |α⟩+ 1
Eα −H0 + iε

T |α⟩. (10.108)

我们可以进一步看一下这个表达式中的 T |α⟩，根据 T 算符的级数形式 (10.90),显然 T |α⟩=
(V +V 1

Eα−H0+iε V +V 1
Eα−H0+iε V 1

Eα−H0+iε V + ....)|α⟩=V (1+ 1
Eα−H0+iε V + 1

Eα−H0+iε V 1
Eα−H0+iε V +

....)|α⟩=V |ψ+
α ⟩, 这里最后一个等号用到了 (10.108) 中的第一个等号关系。因此我们有

T |α⟩=V |ψ+
α ⟩. (10.109)

将这个结果代入 (10.108) 式的后一个等式，就可以得到 |ψ+
α ⟩ 所满足的基本方程,

|ψ+
α ⟩= |α⟩+

1
Eα −H0 + iε

V |ψ+
α ⟩. (10.110)

这个方程就是著名的 Lippmann–Schwinger 方程。
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将 Eα −H0 作用到 Lippmann–Schwinger 方程左右两边并取 ε → 0，并注意到 (Eα −
H0)|α⟩= 0, 我们就可以得到 (Eα −H0)|ψ+

α ⟩=V |ψ+
α ⟩, 也就是

H|ψ+
α ⟩= Eα |ψ+

α ⟩. (10.111)

这就证明了 |ψ+
α ⟩ 的确是 H 的本征态，并且本征值依然是 Eα , 后面这一点值得特别强调一

下，因为按照我们最初的定义，Eα 只是 H0 的本征值 (相应的本征态是 |α⟩), 也就是入射
自由粒子的能量，现在我们又证明了 Eα 其实也是 H 的本征值。这当然是因为我们考察的

是散射谱，而 H 的散射谱和 H0 的散射谱是可以对应起来的，我们现在不过是建立了一个

具体的对应方式，即将 |α⟩ 对应到 |ψ+
α ⟩。也正因为如此，Lippmann–Schwinger 方程不能

直接用来求解 H 的束缚态，它只能用来求解散射定态，也即求解 |ψ+
α ⟩。

最后，从散射定态中读出 T 矩阵的办法非常简单，比方说根据 (10.109) 式，我们可
以用下面的式子来得到 T 矩阵

⟨β |T |α⟩= ⟨β |V |ψ+
α ⟩. (10.112)

当然为此我们首先需要解出散射定态，这可以通过直接求解 H 的本征方程 (10.111) 来完
成。当然，为了保证得到的解的确是散射定态，我们还要求这个本征态解可以写成如下形

式

|ψ+
α ⟩= |α⟩+

1
Eα −H0 + iε

T |α⟩. (10.113)

注意, 这一形式中的 T 是解本征方程 (10.111) 得到的，其物理含义暂时未知，但从前面的
讨论可以知道，如果 H 的本征态解有这种形式，那这个解就是散射定态，那么其中的 T

当然就是 T 算符。大体上我们就是这样从散射定态中读出 T 矩阵的。

而且散射概率的一般公式 (10.91) 清楚地告诉我们，散射初末态的能量是守恒的 (至
少我们这里的理论只处理了这种最重要的情形)。因此实际上我们只需要知道 T 矩阵在初

末态能量相等时的矩阵元。这其实相当于说，我们并不需要知道散射定态 |ψ+
α ⟩ 的完整解，

只需要知道它的某种渐近形式就可以了。

从上面两段的简单描述中可以知道，这一得出 T 矩阵的办法是非微扰的，它的关键就

是求解 H 本征方程 (10.111) 的某种特定类型的解，即散射定态解。但是我们也知道，对
于大多数相互作用 V，没有办法得到本征方程 (10.111) 的精确解，因此也就无法得到精确
的 T 矩阵。但是，我们依然可以用上面描述的过程来对 T 矩阵进行非微扰分析，而且，上

一小节分析的 T 矩阵的解析性对我们的非微扰分析很有帮助，另外，T 矩阵和 S 矩阵是

密切相关的，而 S 矩阵的幺正性也会极大地帮助我们进行非微扰分析。此外，非微扰的分

析甚至精确求解真正能发挥威力的地方往往是系统有某些对称性的时候，这时候对称性会

极大地简化对 T 矩阵和 S 矩阵的分析。在下一章中，我们将具体地示例整个分析过程可

以如何进行。

10.5 * 不稳定束缚态和散射共振态

在量子力学中，末态是连续谱的情况非常常见，比方说一个原子受电场的作用电离成

一个离子加上一个自由电子，由于末态中包含了一个自由电子，因此它当然是一个连续
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谱。再比方说，一个处在激发态的原子通过与真空中的电磁涨落相互作用自发跃迁到较低

能态，并辐射出一个光子，这时候由于末态中包含了一个自由的光子，因此当然也是一个

连续谱 (当然，由于能量守恒，辐射出来的光子能量本身几乎是分立的，但是作为自由光
子，这些辐射出来的光子从属于一个连续谱)。正如我们在第五章中用有效哈密顿量方法
讨论过的，这种与末态连续谱的耦合将使得原来的离散初态变得不稳定，进而表现出一个

有限的寿命。

从广义上来说，由于和环境或者真空中的量子涨落的耦合，除非受某一条守恒定律

(比方说非相对论极限下的粒子数守恒，比方说更精确的电荷守恒等等) 的保护，否则一切
量子体系的激发态严格来说都不稳定，在一个足够长的时间尺度上都会衰变，这种衰变就

是因为激发态跃迁到更低能态时向环境中释放的量子信号从属于一个连续谱 1。在第五章

中我们已经证明过这个结论了，但是在这一节中我们还想仿照 Cohen-Tannoudji 的处理，
通过直接求解含时问题给出一个与前面不同的证明。另外，在本节中我们还会将这种不稳

定离散态与散射共振态联系起来，从而表明散射实验如何可以发现这样的不稳定离散态。

实际上，在粒子物理中，大量的不稳定粒子都是通过这样的散射实验发现的，最近的重要

例子是发现 Higgs 粒子，也就是所谓的上帝粒子。
另外，本章前面的小节中我们研究了在一个充分长的时间尺度上，微扰可以使得系统

在两个离散态之间振荡，因此一阶含时微扰论的计算只在一个相对较短的时间内才成立。

但是我们也提到，如果末态是一个连续谱的话，那么情况将会完全不同，这时候不会出现

初末态之间的振荡，而是初态一旦跃迁到末态连续谱，就会被末态连续谱“粘住”，一去

不复返。正因为如此，在我们对末态连续谱的含时微扰论处理中才可以近似地认为微扰的

作用时间为无穷长。本节关于与末态连续谱耦合的离散初态的不稳定性的证明其实也是一

个关于末态连续谱时不会出现振荡的证明。

当然，首先我们要注意到，对这种末态连续谱情形，含时微扰论的处理并不足以证明

不会出现振荡，因为含时微扰论计算出来的跃迁概率正比于 |Tβα |2t/h̄, 作为概率它当然要
小于 1，这就使得含时微扰论的处理仅在微扰的有效作用时间不过于长时才成立 (比方说
不能是一个宏观的时间尺度)。当然，因为 |Tβα |2 是一个二阶小量，这使得跃迁概率小于 1
这个要求可以在一个微观上充分长的时间内成立，因此在对末态连续谱的含时微扰论处理

中取 t→ ∞ 的近似是可以成立的。但这对于证明末态连续谱时没有振荡依然不足够，为了
完成这样的证明，我们必须要处理任意长的时间尺度，甚至要能够分析宏观的时间尺度。

这时候含时微扰论的处理将不再成立。

10.5.1 含时问题与离散态衰变

我们假设系统的末态是连续谱但是初态是一个离散态，记为 |i⟩。这时候根据公式
(10.28)，单位时间之内，初态 i 跃迁到末态连续谱的总概率是 (注意这里末态不是一个态，
而是一个连续谱, 我们要把所有的可能末态都积分起来)，

Γi =
2π
h̄

∫
f
|⟨α f |V |i⟩|2ρ(E f ,χ f )|E f =Eidχ f . (10.114)

1比方说，黑洞就可以看成是量子引力的高激发态，因此根据我们的这个观点，黑洞将是不稳定的，将会衰

变。的确，霍金从数学上证明了这种衰变的存在，那就是著名的黑洞的霍金辐射。
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表达式中的积分
∫

f 表示对 dχ f 积分，也就是对所有可能末态积分。

我们假设初态 |i⟩ 和末态 |α⟩ 都是未扰动的哈密顿量 H0 的本征态，即满足

H0|i⟩= Ei|i⟩, H0|α⟩= Eα |α⟩. (10.115)

我们假定 |i⟩ 是一个离散态，为了简单起见我们不妨假定它不简并。假定 α 是连续指标，
因此 Eα 是一个连续能谱，它的可能取值构成了实轴上的一个区间，并且这个区间足够长，

也即是说，我们假定末态连续谱足够宽，为了简单起见不妨假定 Eα 连续取值在 [0,+∞)区

间上。当然，要实现末态连续谱与初态 |i⟩ 的共振 (这里共振的含义后文会说清楚，注意，
它不是初末态之间的振荡)，初态能量 Ei 也得落在这个区间之内。|α⟩ 归一化到 δ 函数上，
满足 ⟨α ′|α⟩= δ (α ′−α)。当然我们也常常将末态标记从归一化到 δ 函数的 α 指标变换到
(E,χ) 指标，E 其实就是 Eα , 只不过刚才我们是以 α 为指标，现在是以 E 本身为指标，因

此和前文中的 (10.21) 式一样，我们有

dα = ρ(E,χ)dEdχ. (10.116)

当然，离散谱 |i⟩ 和连续谱 |α⟩ 是正交的，满足 ⟨i|α⟩= 0. 并且，为了简单起见，我们将忽
略除 |i⟩ 之外的其它离散谱，因此 |i⟩ 和 |α⟩ 构成封闭性关系

|i⟩⟨i|+
∫

dα|α⟩⟨α|= 1. (10.117)

现在，假设在系统中引入一个恒定微扰 V，这个微扰的作用是将离散谱 |i⟩ 和连续谱
|α⟩ 耦合起来，因此一般来说，

⟨α|V |i⟩ ̸= 0. (10.118)

另外，为了简单起见我们还进一步假设 V 满足

⟨i|V |i⟩= ⟨α|V |α⟩= 0, ⟨α ′|V |α⟩= 0, (10.119)

这里第一个式子的假设是平凡的，它说的无非是 V 没有对角元，这一点总是可以通过将

V 的对角元吸收到 H0 的定义中来满足。第二个式子 ⟨α ′|V |α⟩= 0 的假设会极大地简化我

们的分析，它说的是连续谱中的态相互之间没有耦合。

以上看起来我们作了很多的假设，但这些假设大多都是为了简化数学分析，在物理上

真正本质的假设其实主要是两条：第一，末态连续谱得足够宽。第二，|i⟩ 态与这个连续谱
在一个足够宽的范围内有耦合。

我们的出发点是前文在量子共振的一般性研究中所引入的方程 (10.66)。只不过现在
需要把一些离散的态指标改成连续的态指标，相应的对离散态的求和也要改成连续的积

分。同样我们假设初始时，即 t0 = 0 时，系统处在 |i⟩ 态，并记 t 时刻系统跃迁到 |α⟩ 态
的概率幅为 bα(t)，依然跃迁到 |i⟩ 态本身的概率幅为 bi(t)，即

bα(t) = ⟨α|UI(t)|i⟩, bi(t) = ⟨i|UI(t)|i⟩. (10.120)



352 Chapter 10. 含时问题与散射问题

由于假设 t = 0 时系统处在 |i⟩ 态，所以有初始条件 bi(0) = 1,bα(0) = 0。因此根据方程

(10.66) 以及上面的那些假设，我们有

dbi

dt
= (− i

h̄
)
∫

dαei(Ei−Eα )t/h̄⟨i|V |α⟩bα(t)

dbα

dt
= (− i

h̄
)ei(Eα−Ei)t/h̄⟨α|V |i⟩bi(t). (10.121)

下面我们要做的就是在合理的近似下求解这个方程组。

首先，我们对方程组 (10.121) 中的第二个方程进行积分，注意到初始条件就可以得到
bα(t) = (− i

h̄)⟨α|V |i⟩
∫ t

0 dt ′ei(Eα−Ei)t ′/h̄bi(t ′), 将之代入方程组 (10.121) 中的第一个方程，从而
有

dbi

dt
= (− 1

h̄2 )
∫

dα
∫ t

0
dt ′ei(Ei−Eα )(t−t ′)/h̄|⟨α|V |i⟩|2bi(t ′)

= (− 1
h̄2 )

∫ t

0
dt ′
∫

dEdχei(Ei−E)(t−t ′)/h̄|⟨E,χ|V |i⟩|2ρ(E,χ)bi(t ′). (10.122)

式中第二个等号我们是将末态指标从 α 变换到了 (E,χ)。现在引入记号 K(E), 其定义是

K(E) =
∫

dχ|⟨E,χ|V |i⟩|2ρ(E,χ). (10.123)

那么方程 (10.122) 就可以重写为

dbi

dt
= (− 1

h̄2 )
∫ t

0
dt ′
∫ +∞

0
dEei(Ei−E)(t−t ′)/h̄K(E)bi(t ′). (10.124)

现在我们假设微扰 V 的性质足够良好。以致于通过 (10.123) 式引入的函数 K(E) 是

一个足够平滑的函数，即它关于自变量 E 的变化足够缓慢。另外，根据我们的关于 |i⟩ 态
与连续谱在一个足够宽的范围内有耦合的假定，K(E) 将在一个足够宽的能量范围内非 0。

根据上述 K(E) 的性质可以知道，如果时间差 t− t ′ 不足够小的话，那么方程 (10.124)
中的积分

∫ +∞
0 dEei(Ei−E)(t−t ′)/h̄K(E) 都会因为指数因子 ei(Ei−E)(t−t ′)/h̄ 而多次振荡，我们知

道，这种指数振荡的求和 (积分) 是相互抵消的。因此这也就是说，除非 t ′ 足够接近 t，否

则
∫ +∞

0 dEei(Ei−E)(t−t ′)/h̄K(E) 都将为 0。既然仅当 t ′ 离 t 足够近时方程 (10.124) 右边才不
等于 0，那么我们就可以合理地将方程 (10.124) 右边的 bi(t ′) 近似为 bi(t)，从而得到

dbi

dt
= (− 1

h̄2 )
∫ +∞

0
dE
∫ t

0
dt ′ei(Ei−E)(t−t ′)/h̄K(E)bi(t)

= (− 1
h̄2 )bi(t)

∫ +∞

0
dEK(E)

∫ t

0
dτei(Ei−E)τ/h̄. (10.125)

人们当然可以就任意的时间 t 分析求解方程 (10.125)。但是由于我们关心的是系统的
长时间行为，所以我们还可以近似认为方程 (10.125) 中关于 τ 的积分上限是 +∞，因此
方程 (10.125) 中关于 τ 的积分变成

∫ +∞
0 dτei(Ei−E)τ/h̄，这个积分在上限处是无穷振荡的，

为了让积分收敛，我们可以给 Ei−E 加上一个无穷小的正虚部 iε，并在计算完成之后令
ε → 0。因此我们要算的积分就变成∫ +∞

0
dτei(Ei−E+iε)τ/h̄ =

ih̄
Ei−E + iε

. (10.126)
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利用数学公式

lim
ε→0

1
x+ iε

= P
1
x
− iπδ (x), (10.127)

其中 P 表示取主值部分。从而我们就有∫ +∞

0
dτei(Ei−E+iε)τ/h̄ = ih̄P

1
Ei−E

+ h̄πδ (Ei−E). (10.128)

将这些近似和结果代入方程 (10.125) 就可以得到
dbi

dt
= (−1

h̄
)bi(t)

(
πK(Ei)+ iP

∫ +∞

0
dE

1
Ei−E

K(E)
)
. (10.129)

我们引入记号 ∆Ei，它的定义是

∆Ei = P
∫ +∞

0
dE

1
Ei−E

K(E)

= P
∫

dEdχ
|⟨E,χ|V |i⟩|2

Ei−E
ρ(E,χ)

= P
∫

dα
|⟨α|V |i⟩|2

Ei−Eα
. (10.130)

式中第二个等号我们代入了 K(E) 的定义 (10.123)。很显然，这个 ∆Ei 正是根据定态微扰

论 |i⟩ 能级能量的二级微扰修正。另一方面，根据函数 K(E) 的定义 (10.123)，我们可以注
意到 2π

h̄ K(Ei) 正是我们前面在 (10.114) 式中定义的 Γi(只不过现在我们省略了 (10.114) 式
中所有在末态上的记号 f )。如此一来我们就可以将方程 (10.129) 重写为

dbi

dt
=

(
−Γi

2
− i

1
h̄

∆Ei

)
bi(t). (10.131)

方程 (10.131) 的解是

bi(t) = e−
Γi
2 te−i ∆Ei

h̄ t . (10.132)

将这个解代回最初的方程组 (10.121) 的第二个方程，又可以进一步得到

bα(t) = ⟨α|V |i⟩
1− e−

Γi
2 tei(Eα−Ei−∆Ei)t/h̄

(Eα −Ei−∆Ei)+ i Γi
2 h̄

. (10.133)

这两个解就描写了系统是怎么渐渐从 |i⟩ 态跃迁到末态连续谱的。尤其是这个解中没有出
现振荡！这可以通过 t 时刻系统在 |i⟩ 态上的概率 pi(t) 看得很清楚，

pi(t) = |bi(t)|2 = e−Γit . (10.134)

这个结果与我们在第五章中用有效哈密顿量方法得到的结果完全一致，它说明与连续谱的

耦合使得 |i⟩ 态呈现出一个有限的寿命 τi, 其定义是

τi =
1
Γi
. (10.135)

我们也可以计算 t 时刻，系统跃迁到 |α⟩ 态上的概率密度 p(α, t) = |bα(t)|2。根据 (10.133)
式，当 t≫ τi 时，指数因子近似为 0，从而

p(α, t) = |⟨α|V |i⟩|2 1
(Eα −Ei−∆Ei)2 +(Γi

2 h̄)2
. (10.136)

显然这个概率密度在 Eα = Ei +∆Ei 时达到最大，反映的是末态连续谱与初态的共振。
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10.5.2 自电离以及散射共振态

下面举一个具体的例子以说明上述理论。假设我们考虑一个氦原子，其哈密顿量 H 为

H =
P2

1
2me

+
P2

2
2me
− 2e2

4πε0|x1|
− 2e2

4πε0|x2|
+

e2

4πε0|x1−x2|

=
P2

1
2me

+
P2

2
2me
− 2h̄αc
|x1|

− 2h̄αc
|x2|

+
h̄αc
|x1−x2|

. (10.137)

式中 P1, P2 分别是氦原子两个电子的动量算符，x1, x2 是这两个电子的位置矢量。式中

α = e2/(4πε0h̄c) 是精细结构常数，而且由于这里涉及的是非相对论物理，所以 αc 总是作

为一个整体出现 (因为非相对论物理不涉及光速，而只有 αc这样的整体才和光速 c无关)，
因此整个系统只涉及三个相互独立的物理量，me, h̄, αc，为了数学分析的简洁我们很容易

作无量纲化处理，即令

h̄ = 1, me = 1, αc = 1. (10.138)

如此一来所有的物理量都将无量纲了，要恢复量纲也很容易，人们只要做简单的量纲分析

就可以了。因此无量纲化以后，氦原子的哈密顿量将是

H =
1
2
(P2

1 +P2
2)−

2
|x1|
− 2
|x2|

+
1

|x1−x2|
. (10.139)

这个无量纲化的氦原子基态能量大约在 Eg ≈−2.9。

现在我们将氦原子的哈密顿量 H 分解成 H0 +V，其中

H0 =
1
2
(P2

1 +P2
2)−

2
|x1|
− 2
|x2|

, V =
1

|x1−x2|
. (10.140)

V 代表的当然就是两个电子之间的库伦排斥相互作用，我们将它看成是对 H0 的一个扰动。

H0 可以精确求解，它就是两个相互独立的类氢原子哈密顿量之和，因此 H0 的本征能

量是两个没有相互作用的电子的能量之和。每个电子的能量谱又可以分成一个束缚态部分

和一个散射谱部分，束缚态部分能级为

− 2
n2 , n ∈ Z+. (10.141)

电子的散射谱部分可以表示为

1
2

p2, (10.142)

p 是这个电子在离核无穷远处的动量，这时候氦原子核的库伦场可以忽略，电子可以认为
是自由的。

现在，让我们考察 H0 的一个离散态 |2,2⟩, 它表示每个电子都处在 n = 2 的第二束缚

态能级 (我们忽略电子的角动量量子数)，我们将它记作 |R⟩ 态，即 |R⟩ = |2,2⟩。|R⟩ 态作
为 H0 的本征态，其能量本征值 ER 为

ER =− 2
22 −

2
22 =−1. (10.143)
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|R⟩ 态当然只是 H0 的本征态，考虑到两电子之间的相互作用 V , ER 会发生能级移动。

让我们同时考察 H0 的一组连续态 |1,p⟩, 它表示一个电子处于 n = 1 的第一束缚态

能级，另一个电子电离出去，p 为这个电离出去的电子离氦原子核无穷远时的动量，因此
|1,p⟩ 描写的是一个 He+ 离子加上一个电离出去的电子，我们记作 He++ e。|1,p⟩ 态的能
量本征值我们记作 E(p), 很显然它是

E(p) =− 2
12 +

1
2

p2 =−2+
1
2

p2. (10.144)

显然 E(p) 是一个连续谱，这个谱的取值范围是 [−2,+∞)。注意，即使加上相互作用 V，

E(p)也不会有能级移动，因为当一个电子被束缚在基态，另一个电子被电离到无穷远并在
无穷远处有动量 p 时，两个电子之间的相互作用当然是可以忽略的。这实际上就是我们在
散射的一般理论那一节中所描述的 H0 的散射谱和 H 的散射谱之间的对应关系，而且从散

射的一般理论中我们还知道 |1,p⟩ 态可以对应到 H 的两个散射定态 |ψ+
1,p⟩ 和 |ψ

−
1,p⟩，E(p)

同时也是这两个 H 的散射定态的本征值。值得一提的是，H 的基态 (即氦原子基态) 能量
(Eg ≈−2.9) 的确落在这个散射谱的范围之外。

从上面的分析我们清楚地看到，H0 的这个离散能级 |R⟩, 其能量 ER 落在连续谱

[−2,+∞) 的范围之内。如果没有电子间的库伦排斥相互作用 V , 那这也没有什么。但是
库伦排斥相互作用 V 将 |R⟩ 态和连续态 |1,p⟩ 耦合了起来，即

⟨1,p|V |R⟩ ̸= 0. (10.145)

假设系统最初处在离散能级 |R⟩= |2,2⟩ 态，那么根据我们在上一小节中的讨论，这一离散
能级和连续谱的耦合将会导致束缚态 |R⟩= |2,2⟩ 变得不稳定，进而衰变到连续态 |1,p⟩ 之
中。这一过程描述的就是，一个最初处在 |2,2⟩ 束缚态的氦原子由于电子之间的库伦排斥
相互作用自发地电离成 He++ e。这样的过程就叫做激发态原子的自电离过程。在物理上，

这其实是因为 |2,2⟩态的氦原子的某个电子自发地从 n = 2能级跃迁到了 n = 1能级，同时

这一跃迁所释放的能量将另一个电子从 n = 2能级电离出去的过程。也即是说，|R⟩= |2,2⟩
态有一个有限的寿命 τR, 如果我们记单位时间 |R⟩ 态自电离的概率为 ΓR, 那么根据我们在
上一小节中的结果，τR = 1/ΓR。

现在假设我们把这个过程反过来，我们用一个动量为 p的自由电子作为入射粒子去和
一个处在基态 (即 n = 1 能级) 的 He+ 离子碰撞 (因此现在 |1,p⟩ 态是初态)。那么将会发
生的是，由于静电吸引力，入射电子会短暂地被 He+ 离子束缚，使得系统短暂地从 |1,p⟩
态跃迁到 |R⟩ = |2,2⟩ 态，但是 |2,2⟩ 态是不稳定的，它很快又会衰变到另一个 |1,p′⟩ 态。
因此 |1,p′⟩ 态才是散射的末态，它描述的是一个处在基态的 He+ 离子，加上一个动量为

p′ 的出射电子。我们当然可以测量整个从初态 |1,p⟩散射到末态 |1,p′⟩的散射截面 dσ。由
散射的一般理论那一节中给出的公式 (10.92), 我们可以知道，

dσ ∝ |⟨1,p′|T |1,p⟩|2. (10.146)

当然，决定散射截面的是系统从初态跃迁到末态的概率。而现在的末态 |1,p′⟩ 可以看作
是由不稳定束缚态 |2,2⟩ 衰变而来的, 因此根据我们在上一小节中的结果 (10.136), 这一
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概率应该正比于 1
(E−ER)2+(

ΓR
2 )2

, 这里 E = E(p) = E(p′)(因为散射过程的能量守恒)，ER 是

|R⟩= |2,2⟩态的能量，这里我们假设 ER 中已经包含由于相互作用而产生的能级移动了 (因
此这里的 ER 不并等于没有相互作用时的 −1，而是修正后的结果)。这也就是说，

dσ ∝
1

(E−ER)2 +(ΓR
2 )2

. (10.147)

比较 (10.146) 式和 (10.147) 式这两个结果，我们会发现 T 矩阵在能量复平面上一定有如

下形式的极点

⟨1,p′|T |1,p⟩ ∼ 1
E−ER + i ΓR

2

. (10.148)

根据我们在散射的一般理论那一节中关于 T 矩阵解析性的讨论，这样的极点对应散射共

振态。而在我们现在的例子中，这一极点来自于不稳定束缚态 |R⟩= |2,2⟩。这也就是说，不
稳定束缚态在散射过程中就会成为散射共振态。虽然我们只是用一个具体例子来说明这一

结论，但是回顾我们的分析过程，人们会发现完全类似的分析可以推广到一般情形。因此

不稳定束缚态和散射共振态的这一联系完全是一般性的。

10.5.3 不稳定束缚态作为散射共振态

前面我们研究的是，由于和连续谱的耦合导致 H0 的某个离散束缚态 |i⟩ 变得不稳定，
并最终衰变到连续谱 |α⟩ 的过程。但是在上一小节的最后，我们谈到如何将这个过程反过
来，将连续的散射态 |α⟩ 作为初态，在 |α⟩ 态被相互作用 V 散射的过程中，系统可能短暂

地跃迁到不稳定的 |i⟩ 态，然后最终又衰变到连续的散射态 |β ⟩ 的过程，这时候这个不稳
定束缚态 |i⟩ 就成为散射的共振态，并对应于 T 矩阵在能量复平面下半平面的某个极点。

这一小节我们就是要通过量子力学的推导来建立这个一般性的结论。

这一小节我们将沿用前面第 (10.5.1) 小节中的所有假设，唯一的不同在于，现在我们
是要考察一个散射过程，初态是作为连续谱的散射态 |α⟩ 而不是不稳定束缚态 |i⟩，散射的
末态也是另一个散射态 |β ⟩，|i⟩ 只是作为中间短暂的共振态而出现。我们首先要计算的就
是单位时间的跃迁概率 wα→β , 通过将表达式 (10.91) 给出的概率密度 w(α→ β ) 乘上末态
数目 dβ = ρ(E,χ)dEdχ (式中 E 其实就是 Eβ , 只不过我们换成了以能量本身为末态指标),
并对末态能量积分，我们可以得到

wα→β =
2π
h̄
|⟨β |T |α⟩|2ρ(E,χ)|E=Eα dχ. (10.149)

显然，为了计算跃迁概率，我们首先需要计算 T 矩阵元 ⟨β |T |α⟩。我们已经知道，T 矩阵

元可以通过求解散射定态 |ψ+
α ⟩ 来得到，当然一般来说，人们并不能精确求解出散射定态

|ψ+
α ⟩，但是在我们这里，由于沿用了第 (10.5.1) 小节中的许多简化性假设，散射定态 |ψ+

α ⟩
实际上可以通过求解 Lippmann–Schwinger 方程 (10.110) 来得到。

具体来说，根据等式 (10.112)，T 矩阵元与散射定态的关系是，

⟨β |T |α⟩= ⟨β |V |ψ+
α ⟩. (10.150)
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我们可以在 ⟨β |V |ψ+
α ⟩ 中插入封闭性关系 (10.117)，并利用第 (10.5.1) 小节中关于连续态

之间无耦合的假设，就可以得到

⟨β |T |α⟩= ⟨β |V |i⟩⟨i|ψ+
α ⟩. (10.151)

由此可见，为了计算出 T 矩阵元以及相应的跃迁概率，我们只需求出散射定态 |ψ+
α ⟩ 在 |i⟩

态上的分量，即只需要求出 ⟨i|ψ+
α ⟩= ⟨i|UI(0,−∞)|α⟩，它实际上也就是入射的 |α⟩ 态在中

间 t = 0 时刻暂时性地跃迁到不稳定束缚态 |i⟩ 的概率幅。
正如前面所说的，我们可以通过求解 Lippmann–Schwinger 方程 (10.110) 来得到

⟨i|ψ+
α ⟩，我们将这个方程重写在下面

|ψ+
α ⟩= |α⟩+

1
Eα −H0 + iε

V |ψ+
α ⟩. (10.152)

分别用 |i⟩ 态以及连续态 |γ⟩ 从左边和这个方程作内积，并注意到 |i⟩ 和 |γ⟩ 都是 H0 的本

征态，而且 |i⟩ 和 |γ⟩ 相互正交，从而就可以得到

⟨i|ψ+
α ⟩=

1
Eα −Ei + iε

⟨i|V |ψ+
α ⟩

=
1

Eα −Ei + iε

∫
dγ⟨i|V |γ⟩⟨γ|ψ+

α ⟩

⟨γ|ψ+
α ⟩= δ (γ−α)+

1
Eα −Eγ + iε

⟨γ|V |ψ+
α ⟩

= δ (γ−α)+
1

Eα −Eγ + iε
⟨γ|V |i⟩⟨i|ψ+

α ⟩. (10.153)

上式的第二行与第四行我们再一次在算符 V 和量子态 |ψ+
α ⟩ 的中间插入了封闭性关系

(10.117), 并利用了第 (10.5.1) 小节中的那些具体假设。
将方程组 (10.153) 的第二个方程代入第一个方程以消去 ⟨γ|ψ+

α ⟩, 并稍作整理，我们就
可以得到 [

Eα −Ei + iε−
∫

dγ
|⟨γ|V |i⟩|2

Eα −Eγ + iε

]
⟨i|ψ+

α ⟩= ⟨i|V |α⟩. (10.154)

式中我们利用了 V 的厄米性，即 ⟨i|V |γ⟩= ⟨γ|V |i⟩∗。
定义 ∆i(Eα) 和 Γi(Eα) 如下，

∆i(Eα) = P
∫

dγ
|⟨γ|V |i⟩|2

Eα −Eγ
, (10.155)

Γi(Eα) =
2π
h̄

∫
dγ|⟨γ|V |i⟩|2δ (Eγ −Eα)

=
2π
h̄

∫
dχ|⟨E,χ|V |i⟩|2ρ(E,χ)|E=Eα . (10.156)

则利用 1
Eα−Eγ+iε = P 1

Eα−Eγ
− iπδ (Eα −Eγ), 人们可以验证方程 (10.154) 可以重写成[

Eα − (Ei +∆i(Eα))+ ih̄
Γi(Eα)

2

]
⟨i|ψ+

α ⟩= ⟨i|V |α⟩. (10.157)
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从 ∆i(Eα) 和 Γi(Eα) 的定义可以看出，当 Eα = Ei 时，∆i(Eα) 就是能级 Ei 的二阶微扰修

正，也就是第 (10.5.1) 小节中定义的 ∆Ei, 而这时候的 Γi(Eα) 就是 |i⟩ 态单位时间的总衰
变概率，也就是第 (10.5.1) 小节中定义的 Γi，即

∆i(Ei) = ∆Ei, Γi(Ei) = Γi. (10.158)

到此为止，我们就已经可以解出 ⟨i|ψ+
α ⟩ 了，将从 (10.157) 式解出的 ⟨i|ψ+

α ⟩ 代入 T 矩

阵元的表达式 (10.151)，并且记 Ei +∆i(Eα) = ER,i(Eα)(下标 R 代表共振态的意思)，我们
就有

⟨β |T |α⟩= ⟨β |V |i⟩⟨i|V |α⟩
Eα −ER,i(Eα)+ ih̄ Γi(Eα )

2

. (10.159)

显然，假设将 T 矩阵元看成是入射粒子能量 Eα 的函数，那么不稳定束缚态 |i⟩ 的存在就
对应于这个函数在能量复平面下半平面的一个极点，也就是对应于一个散射共振态。这就

是不稳定束缚态与散射共振态之间的一般性联系。

人们很容易将上面的结果推广到 H0 的多个离散能级与连续谱通过 V 相耦合的情形。

这时候，∆i(Eα) 需要推广成 ∆i j(Eα), Γi(Eα) 需要推广成 Γi j(Eα), 它们的定义如下，

∆i j(Eα) = P
∫

dγ
⟨i|V |γ⟩⟨γ|V | j⟩

Eα −Eγ
, (10.160)

Γi j(Eα) =
2π
h̄

∫
dγ⟨i|V |γ⟩⟨γ|V | j⟩δ (Eγ −Eα)

=
2π
h̄

∫
dχ⟨i|V |E,χ⟩⟨E,χ|V | j⟩ρ(E,χ)|E=Eα . (10.161)

很显然，它们都成了在离散态子空间里的矩阵，不妨引入离散态子空间里的算符 ∆(Eα) 和

Γ(Eα)，它们的定义是

∆(Eα) = ∑
i, j

∆i j(Eα)|i⟩⟨ j|, Γ(Eα) = ∑
i, j

Γi j(Eα)|i⟩⟨ j|. (10.162)

假如我们同时将 ∑ j | j⟩⟨ j|V |α⟩ 看成是离散态子空间里的某个态 Aα , 同时将 ∑i⟨β |V |i⟩⟨i| 看
作 A†

β，那么算符 ∆(Eα) 和 Γ(Eα) 就可以写成

∆(Eα) = P
∫

dγ
AγA†

γ

Eα −Eγ
, (10.163)

Γ(Eα) =
2π
h̄

∫
dχAE,χA†

E,χρ(E,χ)|E=Eα . (10.164)

而散射 T 矩阵的表达式现在就是，

⟨β |T |α⟩= A†
β

1

Eα −HR(Eα)+ ih̄ Γ(Eα )
2

Aα . (10.165)

式中 HR(Eα) 为离散态空间上的算符，其定义为 HR(Eα) = ∑i Ei|i⟩⟨i|+∆(Eα)。

很显然，上面的所有结果都与第五章中用有效哈密顿量的方法得到的结果一致。而得

到散射 T 矩阵 (10.165) 的最快方法其实也是应用第五章的有效哈密顿量。(这一段请读者
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先去回顾一下第五章的相关结论)首先，注意到 ⟨β |T |α⟩= ⟨β |P⊥T P⊥|α⟩。其次，根据 T 算

符的一般公式 (10.98), P⊥T (z)P⊥=P⊥V P⊥+P⊥V G(z)V P⊥，而按照我们的假设 P⊥V P⊥= 0,
所以有 P⊥T (z)P⊥ = P⊥V PG(z)PV P⊥(这里在中间插入了 P+P⊥ = 1)。而 PG(z)P 就是将

G(z) = 1
z−H 化约到离散态子空间 P 上, 利用第五章中的算符恒等式 P 1

z−H P = 1
z−Heff(z)

，结

果当然就是将哈密顿量 H 替换成 P 上的有效哈密顿量 Heff(z) = HPP +∆(z)− h̄ i
2 Γ(z), 从而

最终我们就会得到

P⊥T (z)P⊥ =VP⊥P
1

z−HPP−∆(z)+ h̄ i
2 Γ(z)

VPP⊥ . (10.166)

将这个 T 算符写成 T 矩阵的形式，马上就能得到我们之前的结果 (10.165)。因此这一小
节我们本质上是用求解 Lippmann–Schwinger 方程的方法印证了第五章有效哈密顿量的方
法。

举例

下面我们考察上述理论的一个例子。假设我们考察单个入射粒子和一个固定靶散射，

最后再作为末态出射的情形。不过，这个固定靶本身可以是一个有内部结构的系统，比方

说，我们上一小节中的 He+ 离子就是一个这样的固定靶。假设入射粒子在无穷远处是一

个自由粒子，它在无穷远处的动量为 p，出射粒子在无穷远处也是一个自由粒子，动量为
p′。因此我们可以用 |p⟩ 来标记入射态 |α⟩, 用 |p′⟩ 来标记末态 |β ⟩。这样一个系统相应的
连续能谱将可以写成

Ep = E0 +
p2

2m
. (10.167)

式中 E0 表示当散射的粒子与固定靶距离为无穷远时，固定靶的内能。散射过程的能量

守恒意味着，入射粒子在无穷远处的动能必然与出射粒子在无穷远处的动能相等，因此

|p|= |p′|。正如我们早已知道的，这种连续谱的态密度 ρ(E) = mp, 式中 p = |p|。对于这一
类两体散射问题，我们可以计算微分散射截面，根据 (10.92) 式，现在它应该是，

dσ = (2π h̄)6
(

m
2π h̄2

)2

|⟨p′|T |p⟩|2dΩ. (10.168)

另外，假设系统有一个不稳定束缚态 |i⟩, 下面我们将仅仅考虑这个不稳定束缚态与连
续谱的耦合，因此就可以直接应用上面所发展的理论了。将态密度表达式 ρ(E) = mp 代入

(10.156), 我们可以得到

Γi(Ep) =
2π
h̄

∫
mpdΩ|⟨p|V |i⟩|2. (10.169)

现在，进一步假设相互作用 V 具有旋转不变性，而且 |i⟩态的角动量量子数 l = 0(因此
没有简并)。这时候由于 |i⟩和 V 均旋转不变，所以矩阵元 ⟨p|V |i⟩必定不依赖于动量 p的方
向，即必有 ⟨p|V |i⟩= ⟨p|V |i⟩。同样的道理，也有 ⟨i|V |p⟩= ⟨i|V |p⟩,以及 ⟨p′|V |i⟩= ⟨p|V |i⟩(这
里我们用到了 |p′|= |p|= p)。将这些结果代入 (10.169) 就可以得到

Γi(Ep) = 2
(2π)2

h̄
mp|⟨p|V |i⟩|2. (10.170)
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对于 T 矩阵元 ⟨p′|T |p⟩，根据 (10.159) 式，它应该是

⟨p′|T |p⟩= ⟨p′|V |i⟩⟨i|V |p⟩
Ep−ER,i(Ep)+ ih̄ Γi(Ep)

2

=
|⟨p|V |i⟩|2

Ep−ER,i(Ep)+ ih̄ Γi(Ep)
2

=
1

2(2π)2mp
h̄Γi(Ep)

Ep−ER,i(Ep)+ ih̄ Γi(Ep)
2

. (10.171)

在上式的最后一行中我们代入了 (10.170) 式。
将 (10.171) 的最终结果代入微分截面公式 (10.168), 并对所有的立体角积分，我们就

能够得到总截面 σT =
∫

dσ，结果是

σT =
4π
k2

[h̄Γi(Ep)]
2

4[Ep−ER,i(Ep)]2 +[h̄Γi(Ep)]2
. (10.172)

式中 k = p/h̄。如果相互作用 V 的数学性质足够良好，以致于函数 ER,i(Ep) 和函数 Γi(Ep)

随初态能量的变化都非常缓慢，那我们也可以将它们近似看成是常数，分别记为 ER,i 和

Γi，那么总截面的公式就可以简化为

σT =
4π
k2

(h̄Γi)
2

4(E−ER,i)2 +(h̄Γi)2 , (10.173)

式中的 E 表示初态的能量，也就是之前的 Ep。

将这个总截面 σT 看成是初态能量 E 的函数，函数图像大体如图 (10.7) 所示 (请注
意，公式 (10.173) 中的 k 也是能量 E 的函数)。图中的共振峰位于 E = ER,i 的位置，对

Figure 10.7: σT 作为初态能量 E 的函数

应于散射共振态的能量，峰的宽度大致由 h̄Γi/2 来衡量，Γi 越大峰越宽。图中我们画的是

ER,i = 4, (h̄Γi)
2 = 2 的情形。也即是说，如果我们从实验上测量散射截面，然后发现有这么

一个共振峰存在，那就意味着系统里必然有一个散射共振态 (或者说不稳定束缚态) 存在，
而且由于 τi = 1/Γi 是这个不稳定态的寿命，因此如果共振峰越宽那就意味着相应的散射

共振态的寿命越短，通过测量共振峰的宽度我们就能测出这个不稳定态的寿命。在粒子物

理中，大量的粒子都是这么发现的，因为只有很少粒子是完全稳定的，大部分粒子实际上

都不稳定，会衰变，因此会以散射共振态的形式在散射实验中显现。
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10.6 习题

1. 假设在 t0 = 0 的初始时刻，某量子系统由哈密顿量 H0 描述，假设我们已经完全了

解了 H0 的本征态，记为 |n⟩,n = 1,2,3...。设想我们缓慢地给系统加上一个微扰 W (W 是一
个厄米算符)，使得 t = +∞ 时系统的哈密顿量变成 H0 +W。假设整个过程可以由下面的

哈密顿量 H 描述，

H = H0 +(1− e−t/τ)W, 0≤ t ≤+∞, (10.174)

式中的时间尺度 τ 衡量了微扰加入的快慢。请用一阶含时微扰论计算 t0 = 0 时刻的 |n⟩ 态
在 t = +∞ 时跃迁到 |m⟩ 态的概率 pn→m。并请将 τ → +∞ 时的答案与定态微扰论的计算
进行比较。

2. 给一个线性谐振子 (哈密顿量为 H0 = h̄ω(a†a+ 1
2)) 加上一个微扰 V (t) = h̄ωλ (a† +

a)e−t2/τ2 , 请用一阶含时微扰计算出 −∞ 时刻的 |n⟩ 能级在 +∞ 时刻跃迁到 |m⟩ 能级的概
率 pn→m。

3. 我们已经知道了 Jaynes-Cummings 哈密顿量 (JC 哈密顿量) 可以在 |n,g⟩ 态和
|n−1,e⟩ 态所张成的子空间里进行求解。

(1) 请在这个两态子空间里写出 JC 哈密顿量的矩阵形式，并求出它的两个本征态。
(2) 假设系统初始处在 |n,g⟩ 态，请利用上一问求出来的两个本征态直接导出跃迁概

率 pg→e(t) 的公式。

4. 在磁共振中，我们常常让一个自旋 1/2 的粒子同时处在两个磁场中，一个是沿着

z 轴的磁场 B0，这是一个不随时间变化的固定磁场，另外一个是在 x− y 平面内旋转的磁

场 B⃗1 = B1(cos(ωt),sin(ωt),0)。系统的哈密顿量可以写成 H =−µ⃗ · (B⃗0 + B⃗1), µ⃗ 是例子的
磁矩，它和粒子的自旋算符 S⃗ 之间的关系是，µ⃗ = γ S⃗, γ 就是所谓的旋磁比。因此这个哈
密顿量也可以写成

H =−γ(B0Sz +B1Sx cos(ωt)+B1Sy sin(ωt)). (10.175)

请研究在磁场的作用下，这个粒子在自旋向上态与自旋向下态之间的拉比振荡行为，并推

导出相关的公式。

5. 由于和环境或者与其它量子态的耦合，一个量子系统的定态其实总有一些不稳定
性，这使得系统可以稳定地处在定态上的时间常常不是无穷大，而是有一个有限的典型时

间，称之为相应定态的寿命。刻画定态寿命的一个最简单方法是给相应的定态能量加上一

个负虚部，具体来说即是，考虑到有限的寿命 τ, 人们可以将一个能量为 E 的定态的能量



362 Chapter 10. 含时问题与散射问题

修正为 E− i h̄
τ。假设我们考察一个两能级系统，其基态 |0⟩ 的能量为 E0，寿命为无穷大，

而激发态 |1⟩ 的能量为 E1，寿命为 τ。因此，以这两个定态为基，这个两能级系统的哈密
顿量可以写成 (

E1− i h̄
τ 0

0 E0

)
. (10.176)

现在，假设我们通过某种方式进一步将 |0⟩, |1⟩ 这两个态耦合起来，使得系统的哈密顿量
变成 (

E1− i h̄
τ W

W E0

)
, (10.177)

式中 W 是一个实数。

(1) 耦合之后开始计时，假设 t = 0 时系统处在 |0⟩ 态，请计算跃迁概率 p0→0(t) 以及

p0→1(t)。

(2) 请就 W 很大和 W 很小两种情况画出跃迁概率随时间的变化曲线，并进行物理讨

论。然后请想一想，这个系统的总概率守恒吗？为什么？



11. * 再论势散射

本章将详细地讨论一维和三维定态散射理论，并用来处理入射粒子在一个固定势场中

的散射问题，称为势散射问题。我们讨论了如何从势散射的散射振幅中提取束缚态和共振

态的信息。对于中心势场，我们也详细讨论了分波法。
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在含时问题和散射问题这一章所发展的关于散射的一般理论中，我们说过，非微扰地

分析散射幅和散射概率的关键在于求解哈密顿量 H 的散射定态。这里 H 是包含相互作用

V 的完整哈密顿量，散射定态是它的一组特殊本征态，这些散射定态的渐近形式中包含有

我们需要的散射 T 矩阵信息。我们是在最一般的意义上达致这一结论的，因此这一理论框

架的适用范围非常广，比方说，它适用于多粒子的散射，甚至适用于量子场论的分析，但

这种一般性也使得它有些抽象。但是，如果限制于单个入射粒子在一个固定势场中的散射

问题，那情况就会简化很多，这时候我们可以证明，前面关于散射定态的抽象理论其实是

和我们的物理直观完全一致的。这种一致性就是我们这一章想要论述的第一个主题，我们

将分别对于一维势散射问题和三维势散射问题，先从直观上给出散射定态的概念，并讨论

如何从这些直观的散射定态中计算出散射概率，然后我们再分别证明这些直观的散射定态

概念和前面含时问题与散射问题一章中关于散射定态的抽象定义完全一致。如此一来，一

维势散射和三维势散射就成了前面关于散射的一般理论的一种具体应用。

当然，关于三维势散射的微扰理论和玻恩近似我们在前面的章节中已经系统地处理过

了。但是，作为散射一般理论的应用，一维势散射和三维势散射问题能够很好地说明如何

对散射问题进行非微扰分析。当然，这首先涉及到求解散射定态，其次还涉及到如何利用

对称性，以及如何利用 S 矩阵的幺正性和解析性。我们将分别通过对宇称守恒的一维势散

射，以及中心力场中的三维势散射的分析来说明这些非微扰分析方法的应用。在三维中心

力场的情况下，这一方法通常被称为分波法。

值得说明的是，我们这里对一维势散射和三维势散射 (包括分波法) 的处理并不是最
快捷的，这是因为我们想用这些特殊情形来说明更为一般性的散射问题中非微扰分析大致

可以如何进行。正因为如此，对于很多结论，只要有可能我们就总是会采用一般性的有可

能被推广的推导方法，而不仅仅只是为了处理一维势散射和三维势散射这样的特殊情形，

如果只是为了后一目标，那这一课题当然可以被处理得更快捷一些。

11.1 一维势散射问题

所谓的一维势散射问题，我们指的是一个沿 x轴运动的入射粒子受一个固定势场 V (x)

散射的问题，在实际应用中产生这种散射势场的原因很多，比方说它可能反映的是一维材

料在某个区域上的一些杂质，这时候势散射问题描写的其实就是入射粒子被这些杂质所散

射的问题。我们对 V (x) 的具体形式没有太多的限制，只是假定它只集中在一个有限的区

域，即 V (x) 在 |x| → ∞ 时会以足够快的速度衰减为 0，如图 (11.1) 所示。因此在 |x| → ∞

Figure 11.1: 一维势散射问题。入射粒子被势 V (x) 散射，产生反射波和透射波。

的空间无穷远处，散射势可以忽略，这时候粒子可以看成是自由粒子，由自由粒子哈密顿
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量 H0 描述，H0 =
p2

2m，这里 p 为粒子的动量算符。当然，包含散射势在内的完整哈密顿量

H = H0 +V (x)。

对于自由粒子哈密顿量 H0 =
p2

2m。对于任何给定的大于 0 的能量 E，显然 H0 有两个

本征态，我们称之为右行波和左行波，分别记为 ⟨x|E,R⟩ 和 ⟨x|E,L⟩, 它们由下式给出

⟨x|E,R⟩= eikE x, ⟨x|E,L⟩= e−ikE x, (11.1)

式中，kE =
√

2mE
h̄2 (从而 E =

h̄2k2
E

2m )。如图 (11.2) 所示。很显然，右行波和左行波是正交的，

Figure 11.2: 自由粒子的右行波和左行波。

即 ⟨E,L|E,R⟩ = 0。另外，波函数当然可以相差一个整体归一化常数，而在公式 (11.1) 这
种归一化选取下两个能量不同的右行波的正交归一性则是，⟨E ′,R|E,R⟩= 2πδ (kE ′−kE), 类
似的也有左行波的正交归一性，⟨E ′,L|E,L⟩= 2πδ (kE ′− kE)。

11.1.1 直观的理论

如图 (11.1) 所示，假设我们考虑一个自由粒子从势 V (x) 的左边入射，然后被势 V (x)

所散射，一部分波反射回来，另一部分波从势中透射出去，我们所关心的就是粒子被反射

的概率和透射的概率。下面我们会看到，这些概率可以通过求解定态薛定谔方程来得到，

实际上，这就是求解一维势散射问题的散射定态。

我们要求解的方程是 (
− h̄2

2m
d2

dx2 +V (x)
)

ψ(x) = Eψ(x), (11.2)

由于我们这里关心的是散射定态，所以 E > 0。当 x→−∞ 时，散射势 V (x) 已经衰减为

0，所以粒子完全被自由粒子哈密顿量 H0 所描述，这时候对于给定能量 E > 0，定态解

必定是右行波和左行波的某种线性叠加。从直观上，在 x→−∞ 的渐近区域，既有入射波
(这是一个右行波) 又有反射波 (这是一个左行波)，所以定态波函数必定有 eikE x + re−ikE x =

⟨x|E,R⟩+ r⟨x|E,L⟩ 的渐近形式，这里 r 是一个复数，而且我们已经通过调整波函数 ψ(x)

的整体常数系数将入射右行波前面的叠加系数设置为 1 了。类似的，在 x→ +∞ 的渐近
区域，粒子也成为一个自由粒子，但是，从图 (11.1) 的直观上我们可以知道，在这个区
域只有右行的透射波没有左行波。因此，当 x→ +∞ 时，定态波函数 ψ(x) 必定渐近为

teikE x = t⟨x|E,R⟩ 的形式。我们把在 x→±∞ 时具有刚才所说渐近形式的定态波函数记为
ψE,R(x) = ⟨x|ψE,R⟩，下标 R表示它描述的是入射粒子从左边入射 (因此入射波是右行波)的
情形。
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因此，我们现在要找的就是定态薛定谔方程 (11.2) 的某种特定类型的解 ψE,R(x) =

⟨x|ψE,R⟩，它具有如下渐近形式

x→−∞ : ⟨x|ψE,R⟩ ∼ ⟨x|E,R⟩+ r⟨x|E,L⟩

x→+∞ : ⟨x|ψE,R⟩ ∼ t⟨x|E,R⟩. (11.3)

复系数 r 和 t 分别称作反射系数和透射系数，它们要通过求解满足上述渐近条件 (11.3) 的
定态薛定谔方程 (11.2)，才能具体确定。

下面我们来看一下，复系数 r 和 t 是如何决定反射概率和透射概率的。我们定义反射

概率 pr 等于反射波的概率流密度的大小比上入射波概率流密度的大小 (在实验上，我们
总是用一束入射粒子来做实验，因此这个定义其实说的就是，反射概率等于反射粒子流强

度比上入射粒子流的强度)，反射波是 r⟨x|E,L⟩= re−ikE x, 很容易算得它的概率流密度大小
为 |r|2 h̄kE

2m，类似的，入射波 ⟨x|E,R⟩= eikE x 的概率流密度为 h̄kE
2m , 因此我们有

pr = |r|2. (11.4)

类似的，我们定义透射概率 pt 等于透射波概率流密度比上入射波概率流密度 (也就是透射
流强比上入射流强), 最后我们也容易得出

pt = |t|2. (11.5)

当然，由于入射粒子要么被反射，要么透射，总概率是守恒的，即入射的概率流大小等于

出射 (包括反射和透射) 的概率流大小，因此必有

|r|2 + |t|2 = 1. (11.6)

现在，假设我们让自由粒子从势 V (x) 的右边入射，如图 (11.3) 所示。那这个时候入

Figure 11.3: 自由粒子从势 V (x) 的右边入射。

射波就是一个左行波，透射波也是一个左行波，而反射波成了一个右行波。相应的满足方

程 (11.2) 的散射定态我们记作 ψE,L(x) = ⟨x|ψE,L⟩, 它满足的渐近条件是

x→+∞ : ⟨x|ψE,L⟩ ∼ ⟨x|E,L⟩+ r′⟨x|E,R⟩

x→−∞ : ⟨x|ψE,L⟩ ∼ t ′⟨x|E,L⟩. (11.7)

同样，这时候的反射系数 r′ 和透射系数 t ′ 也得满足概率守恒，

|r′|2 + |t ′|2 = 1. (11.8)
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因此，一维势散射问题可以用四个复系数 r, t,r′, t ′ 来刻画，这些复系数都是入射粒子

能量 E 的函数。当然，独立的系数没有这么多，因为正如刚才我们所说的，它们要满足两

个概率守恒关系。而且后文我们会进一步证明，实际上 r′ 和 t ′ 并不是独立的，它们完全

可以用 r, t 表达出来。

11.1.2 与散射的一般理论的联系

上一小节是我们从物理直观上得到的理论，尤其是，我们是根据直观物理图像写出散

射定态所满足的渐近条件 (11.3) 和 (11.7) 的。而我们在前面的章节含时问题和散射问题
中给出过散射定态的一般定义，我们知道散射定态 |ψ+

α ⟩ 就是哈密顿算符 H 的能写成如下

形式的本征态

|ψ+
α ⟩= |α⟩+

1
Eα −H0 + iε

T |α⟩. (11.9)

那么上一小节的直观理论和这个一般性的形式化理论是不是一致呢？尤其是两者如何联系

起来呢？这就是我们这一小节要探讨的内容。

首先，一般理论中的 |α⟩ 态是哈密顿量 H0 的本征态，在我们这里当然就是 |E,R⟩ 和
|E,L⟩。不过，为了后面推导的方便，从现在开始我们改变一下 |E,R⟩和 |E,L⟩的归一化。具
体来说就是，我们要求 |E,R⟩ 归一化到能量 δ 函数上，即要求 ⟨E ′,R|E,R⟩= δ (E ′−E) (在
上一小节中我们是归一化到 2πδ (kE ′−kE)),同样，现在我们也要求 ⟨E ′,L|E,L⟩= δ (E ′−E)。

可以验证，我们只要将右行波 ⟨x|E,R⟩ 和左行波 ⟨x|E,L⟩ 作如下重新定义，就能满足这一
新的归一化要求，

⟨x|E,R⟩=
√

m
2π h̄2kE

eikE x, ⟨x|E,L⟩=
√

m
2π h̄2kE

e−ikE x. (11.10)

现在，假设我们以指标 1 标记右行波，以指标 2 标记左行波，即令 1 = R, 2 = L。那么自

由粒子本征态的正交归一关系就可以写成

⟨E ′, i|E, j⟩= δ (E ′−E)δi j, i, j = 1,2. (11.11)

因此，这里的 (E, i) 这样的一对标记就相当于一般理论里的指标 α，相应的，一般理论中
涉及的对 α 的积分在这里当然就要理解成既对连续指标 E 积分，同时也对离散指标 i 求

和。

在散射的一般理论中，散射概率是由 S 矩阵和 T 矩阵决定的，它们满足

⟨β |S|α⟩= δ (β −α)−2πiδ (Eβ −Eα)⟨β |T |α⟩. (11.12)

现在，在我们的一维势散射问题中，这一关系就是

⟨E ′, i|S|E, j⟩= δ (E ′−E)δi j−2πiδ (E ′−E)⟨E ′, i|T |E, j⟩

= δ (E ′−E)(δi j−2πi⟨E, i|T |E, j⟩). (11.13)
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δ (E ′−E)当然意味着散射初末态能量得守恒。公式 (11.13)中的 δ (E ′−E)因子也意味着 S

矩阵关于 H0表象是“对角的”(关于 i, j指标当然不对角)，“对角元”是 (δi j−2πi⟨E, i|T |E, j⟩)，
我们常常将它简记作 Si j(E)，即

⟨E ′, i|S|E, j⟩= δ (E ′−E)Si j(E), Si j(E) = δi j−2πi⟨E, i|T |E, j⟩. (11.14)

Si j(E) 构成了一个 2×2 的矩阵 Ŝ(E)，即

Ŝ(E) =

(
SRR(E) SRL(E)

SLR(E) SLL(E)

)
. (11.15)

不难验证，S 矩阵的幺正性现在就意味着这个 2×2 的矩阵是一个幺正矩阵，即满足

Ŝ†Ŝ = ŜŜ† = 1. (11.16)

由于 Ŝ(E) 是 S 矩阵关于 H0 表象的“对角元”，所以在一维势散射问题中我们也常常直接

把它叫做 S 矩阵。从 (11.14) 式我们还可以看到，这样定义的 S 矩阵实际上和标准的 T 矩

阵 ⟨E, i|T |E, j⟩ 只差一个常数系数 −2πi 以及一个相加常数 δi j。

由于我们只需要处理初末态能量相等 (均为 E) 的情形，所以后文我们也常常省略能
量指标 E, 比如，后文我们常常将 |E, i⟩ 态简写成 |i⟩ 态，即将 |E,R⟩ 简写成 |R⟩, 将 |E,L⟩
简写成 |L⟩。当这样简写时，我们默认粒子的能量为 E。

下面我们就是要阐明 S 矩阵 Ŝ 和我们前面直观理论中的反射系数和透射系数之间的

关系。直观上，由于这些系数代表的是出射波 (反射波和透射波都是出射波) 相对于入射
波的幅度，而 S 矩阵按照定义就是入射的初态到出射的末态的跃迁幅，因此人们可以想见

这些反射系数和透射系数大致应该就是 Ŝ 的矩阵元。下面我们会利用散射定态的一般性形

式理论证明这一点。由此我们也将上一小节关于散射定态的直观处理与一般性的形式定义

(11.9) 联系起来。
我们的出发点就是方程 (11.9)。在现在的一维势散射问题中，这一方程可以更具体地

写成

|ψE,R⟩= |R⟩+
1

E−H0 + iε
T |R⟩

|ψE,L⟩= |L⟩+
1

E−H0 + iε
T |L⟩ (11.17)

其中第一个式子描写的是粒子从 V (x) 左边 −∞ 处往右边入射的情形，第二个式子描写的
粒子从 +∞ 处往左边入射的情形。

根据上面的方程 (11.17), 我们有

⟨x|ψE,R⟩= ⟨x|R⟩+ ⟨x|
1

E−H0 + iε
T |R⟩

= ⟨x|R⟩+
∫ +∞

−∞
dx′⟨x| 1

E−H0 + iε
|x′⟩⟨x′|T |R⟩. (11.18)
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接下来，我们来计算一下 ⟨x| 1
E−H0+iε |x

′⟩，利用动量本征态的封闭性关系
∫

d p|p⟩⟨p|= 1，并

注意到 H0|p⟩= p2

2m |p⟩，我们有

⟨x| 1
E−H0 + iε

|x′⟩=
∫

d p⟨x| 1
E−H0 + iε

|p⟩⟨p|x′⟩

=
∫

d p
1

E− p2

2m + iε
⟨x|p⟩⟨p|x′⟩=

∫ d p
2π h̄

1

E− p2

2m + iε
eip(x−x′)/h̄

=
∫ dk

2π
eik(x−x′)

h̄2k2
E

2m −
h̄2k2

2m + iε
=−2m

h̄2

∫ +∞

−∞

dk
2π

eik(x−x′)

k2− k2
E − iε

. (11.19)

为了算出上式最后那个对 k 的积分，我们首先注意到， 1
k2−k2

E−iε 在 k 的复平面上有两个极

点 kE + iε 和 −kE − iε, 如图 (11.4) 所示。另外，(11.19) 式最后对 k 的积分是沿着实轴积

Figure 11.4: k 的极点与积分围道。

分，但是，当 x− x′ > 0 时，我们可以把这个积分加上 k 复平面在上半平面无穷远处的一

个半圆，形成一个闭合的围道积分，如图 (11.4) 所示。这是因为，当 x−x′ > 0 时，(11.19)
式中的指数因子 eik(x−x′) 在复上半平面是指数衰减的 (因为这时候 k 有一个正虚部)，在无
穷远处的半圆上衰减为 0，因此实际上这时候无穷大半圆上的积分贡献是 0，也即是说围
道积分其实就等于沿着实轴的积分。类似的，当 x− x′ < 0 时，我们可以把沿实轴的积分

加上 k 复平面在下半平面无穷远处的一个半圆，形成在下半平面的一个闭合围道积分，如

图 (11.4) 所示。利用围道积分的留数法，我们就可以将这两种情形时 (11.19) 式最后的积
分结果都算出来，最后的结果可以概括如下

⟨x| 1
E−H0 + iε

|x′⟩

=−2πi
(√

m
2π h̄2kE

)2 [
θ(x− x′)eikE (x−x′)+θ(x′− x)e−ikE (x−x′)

]
=−2πi

[
θ(x− x′)⟨x|R⟩⟨R|x′⟩+θ(x′− x)⟨x|L⟩⟨L|x′⟩

]
. (11.20)

式中 θ(x) 是阶跃函数，它的定义是，当 x > 0 时 θ(x) = 1, 当 x < 0 时 θ(x) = 0。(11.20)
式的最后一个等号是利用了右行波 ⟨x|R⟩ 和左行波 ⟨x|L⟩ 的定义式 (11.10)。
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将 (11.20) 的最终结果代入散射定态波函数的方程 (11.18), 我们就可以得到

⟨x|ψE,R⟩= ⟨x|R⟩+

−2πi
[
⟨x|R⟩

∫ x

−∞
dx′⟨R|x′⟩⟨x′|T |R⟩+ ⟨x|L⟩

∫ +∞

x
dx′⟨L|x′⟩⟨x′|T |R⟩

]
. (11.21)

因此，当 x→−∞ 时，我们有

⟨x|ψE,R⟩ ∼ ⟨x|R⟩−2πi
[
⟨x|L⟩

∫ +∞

−∞
dx′⟨L|x′⟩⟨x′|T |R⟩

]
= ⟨x|R⟩−2πi⟨x|L⟩⟨L|T |R⟩. (11.22)

另一方面，根据 (11.14) 式，我们有 SLR =−2πi⟨L|T |R⟩, 因此我们有，x→−∞ : ⟨x|ψE,R⟩ ∼
⟨x|R⟩+ ⟨x|L⟩SLR。

类似的，根据 (11.21) 式可知，当 x→+∞ 时，我们有

⟨x|ψE,R⟩ ∼ ⟨x|R⟩−2πi
[
⟨x|R⟩

∫ +∞

−∞
dx′⟨R|x′⟩⟨x′|T |R⟩

]
= ⟨x|R⟩−2πi⟨x|R⟩⟨R|T |R⟩. (11.23)

另一方面，根据 (11.14)式，我们有 SRR = 1−2πi⟨R|T |R⟩,因此我们有，x→+∞ : ⟨x|ψE,R⟩ ∼
⟨x|R⟩SRR。

简单归纳一下就是，通过上面两段的推导，我们得到了下面的结果

x→−∞ : ⟨x|ψE,R⟩ ∼ ⟨x|R⟩+ ⟨x|L⟩SLR

x→+∞ : ⟨x|ψE,R⟩ ∼ ⟨x|R⟩SRR. (11.24)

将这个结果 (11.24) 与上一小节的 (11.3) 式进行比较，我们就有

SLR = r, SRR = t. (11.25)

当然，读者可能注意到，上一小节的 (11.3) 式与这里的 (11.24) 式对右行波 |R⟩ 以及对左
行波 |L⟩ 所采用的归一化是不同的。但这种不同完全不影响这两者的比较，因为相差一个
整体的归一化常数对波函数 ⟨x|ψE,R⟩ 并不产生什么实质的影响。(11.25) 式这个结果非常
好理解，SRR 表示入射右行波到出射右行波的散射，这当然对应的是透射，因此等于 t，而

SLR 表示入射右行波到出射左行波的散射，那当然对应的是反射，因此等于 r。

我们可以对入射粒子从 V (x) 右边 +∞ 处往左边入射的情形作完全类似的推导，最后
会得到

x→−∞ : ⟨x|ψE,L⟩ ∼ ⟨x|L⟩SLL

x→+∞ : ⟨x|ψE,L⟩ ∼ ⟨x|L⟩+ ⟨x|R⟩SRL. (11.26)

将这个式子与上一小节的 (11.7) 式比较，我们就有

SRL = r′, SLL = t ′. (11.27)
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综合 (11.25) 和 (11.27)，我们就有

Ŝ(E) =

(
SRR SRL

SLR SLL

)
=

(
t r′

r t ′

)
. (11.28)

可见，从散射的形式化理论开始推导出来的结果和上一小节的直观理论是完全一致

的。形式化的推导虽然没有那么直接，但它可以看作是对上一小节的直观理论的一个数学

证明。并且，通过这个推导，我们将反射系数和透射系数与 S 矩阵联系了起来，这就使得

我们可以利用 S 矩阵的幺正性和解析性来进一步得到几个反射系数和透射系数之间的关

系。而且，上面的推导过程具体地演示了如何从散射定态解中得到 T 矩阵和 S 矩阵的信

息，而这样的处理不仅只适用于一维势散射问题，而是具有一般性的。形式化处理的最大

好处也许是，它是一个统一性的理论，我们可以统一性地用它来处理所有的散射问题，不

管是这里处理的一维势散射也好，还是后面将要讨论的三维势散射也好，还是其它更复杂

的散射问题也好，我们都可以用同一套散射的一般理论来处理。

当然，我们可以考察一个更为一般的散射定态 |ψE⟩, 它是 |ψE,L⟩ 和 |ψE,R⟩ 的线性叠
加，

|ψE⟩= cL|ψE,L⟩+ cR|ψE,R⟩. (11.29)

那么根据 (11.24) 式和 (11.26) 式，我们可以看到，|ψE⟩ 将满足如下渐近条件

x→−∞ : |ψE⟩ ∼ cR|R⟩+(SLRcR +SLLcL)|L⟩

x→+∞ : |ψE⟩ ∼ cL|L⟩+(SRRcR +SRLcL)|R⟩. (11.30)

很显然，这两个渐近表达式的第一项都是代表的入射波，而第二项都是代表的出射波 (比
方说在 x→−∞ 的区域，也就是 V (x) 的左边，入射波当然就是右行波，而左行波当然就

是出射波)。(11.30) 式告诉我们，在 {|R⟩, |L⟩} 表象下，入射波的列矢量 ψi 以及出射波的

列矢量 ψo 可以分别表示为

ψi =

(
cR

cL

)
, ψo =

(
SRR SRL

SLR SLL

)(
cR

cL

)
= Ŝψi. (11.31)

可见，S 矩阵正是把出射波的幅度与入射波的幅度联系起来的矩阵。而 S 矩阵的幺正性

(11.16) 所说的无非是，出射波的总概率等于入射波的总概率，也就是概率守恒。
(11.28) 告诉我们，反射系数和透射系数其实是 S 矩阵元，因此我们可以应用 S 矩阵

的幺正性 (11.16)。由 Ŝ†Ŝ = 1 可以知道，(
t∗ r∗

r′∗ t ′∗

)(
t r′

r t ′

)
=

(
1 0

0 1

)
, (11.32)

从而必有

|t|2 + |r|2 = |t ′|2 + |r′|2 = 1,
t ′

t∗
=−r′

r
. (11.33)
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这个结果中的第一个式子是我们在上一小节中已经根据概率守恒得到过的，现在我们从 S

矩阵的幺正性再一次得到了它们。这是不令人意外的，因为正如我们在上一段所说的，幺

正性的物理本质就是概率守恒。但是由于我们现在考虑的是更一般情形下的概率守恒，所

以我们还额外得到一个关系式。不仅如此，假设我们进一步利用 ŜŜ† = 1, 那将还可以得到

|t|2 + |r′|2 = |t ′|2 + |r|2 = 1,
t ′

t∗
=− r∗

r′∗
. (11.34)

比较 (11.33) 式的第一个式子和 (11.34) 式的第一个式子，我们有

|r′|2 = |r|2, |t ′|2 = |t|2. (11.35)

这告诉我们粒子从 V (x) 右边入射的反射概率以及透射概率分别与粒子从左边入射的反射

概率以及透射概率相等。当然，有了这个结果以后，那么 (11.33)式的第二个式子和 (11.34)
式的第二个式子实际上就是一回事了。

不仅如此，注意到我们这里并没有涉及到粒子的自旋，尤其是没有涉及到自旋与外磁

场耦合等破坏时间反演对称性的相互作用，因此我们的系统是时间反演不变的。在时间反

演之下，粒子的动量 p将变成 −p，即 p→−p，这就告诉我们，在时间反演之下，左行波会

变成右行波，而右行波会变成左行波，即 |E,R⟩→ |E,L⟩，|E,L⟩→ |E,R⟩。另外很显然的是，
在时间反演之下，初末态也将调换，初态将变成末态，末态将变成初态。因此，在时间反演之

下，⟨E ′,R|S|E,R⟩(这里的 S是散射一般理论中的 S算符)将变成 ⟨E,L|S|E ′,L⟩，⟨E ′,L|S|E,R⟩
将变成 ⟨E,L|S|E ′,R⟩, 即 ⟨E ′,R|S|E,R⟩ → ⟨E,L|S|E ′,L⟩, ⟨E ′,L|S|E,R⟩ → ⟨E,L|S|E ′,R⟩。系统
有时间反演对称性，那就意味着时间反演之后的结果和反演之前相等，即有

⟨E ′,R|S|E,R⟩= ⟨E,L|S|E ′,L⟩, ⟨E ′,L|S|E,R⟩= ⟨E,L|S|E ′,R⟩. (11.36)

另一方面，根据矩阵 Ŝ(E) 的定义 (11.14), ⟨E ′, i|S|E, j⟩= δ (E ′−E)Si j(E)，因此上面的式子

就告诉我们

SRR(E) = SLL(E). (11.37)

用透射系数来写，这个结果即是 t ′ = t。结合 (11.33) 式的第二个式子，我们有

t ′ = t, r′ =−r
t
t∗
. (11.38)

正因为这个结果，我们前面才说，系数 r′, t ′ 可以用 r, t 表达出来。

11.1.3 空间反演对称性

上一小节最后通过对时间反演对称性的分析，我们已经看到对称性如何可以限制 S 矩

阵。这一小节我们进一步考虑空间反演对称性可以如何简化一维势散射问题。

我们假定势函数具有 V (−x) = V (x) 的形式，如图 (11.5) 所示。习惯上，人们常常定
义空间反演算符 P,

P|x⟩= |− x⟩, P2 = 1. (11.39)
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Figure 11.5: 具有空间反演对称性的势函数。

假设我们将系统的哈密顿算符记作 H(x) = − h̄2

2m
d2

dx2 +V (x), 则由于 V (−x) = V (x)，因此

PH(x) = H(−x)P = H(x)P, 另外由于 H0 = − h̄2

2m
d2

dx2 也是 x 的偶函数，所以很显然也有

PH0 = H0P，即

[P,H0] = [P,H] = 0. (11.40)

现在让我们来考察空间反演算符在左行波和右行波上的作用。由于 P|x⟩ = | − x⟩, 则
⟨x|P = ⟨−x|P。现在让我们来考察 P|R⟩, 由于 ⟨x|P|R⟩ = ⟨−x|R⟩ =

√
m

2π h̄2kE
e−ikE x = ⟨x|L⟩, 因

此即有 P|R⟩= |L⟩, 类似的 P|L⟩= |R⟩, 即

P|R⟩= |L⟩, P|L⟩= |R⟩. (11.41)

下面我们进一步来考察 P 在散射定态 |ψE,R⟩ 和 |ψE,L⟩ 上的作用。根据我们在散射
的一般理论中的讨论，散射定态满足一个形式化的定义 |ψ+

α ⟩ =UI(0,−∞)|α⟩, 在我们这里
即有 |ψE,R⟩ = UI(0,−∞)|R⟩, |ψE,L⟩ = UI(0,−∞)|L⟩。另一方面，根据定义，时间演化算符
UI(t2, t1) = ei H0

h̄ t2U(t2, t1)e−i H0
h̄ t1 = ei H0

h̄ t2e−i H
h̄ (t2−t1)e−i H0

h̄ t1。由于空间反演算符 P 与 H0 以及 H

均对易 (11.40), 因此很显然 PUI(t2, t1) = UI(t2, t1)P。由此即有 P|ψE,R⟩ = PUI(0,−∞)|R⟩ =
UI(0,−∞)P|R⟩=UI(0,−∞)|L⟩= |ψE,L⟩, 同理有 P|ψE,L⟩= |ψE,R⟩, 即

P|ψE,R⟩= |ψE,L⟩, P|ψE,L⟩= |ψE,R⟩. (11.42)

由于 P 与时间演化算符 UI 对易，而 S 算符是一个特殊的时间演化算符 UI(+∞,−∞),
所以 PS = SP。由此即有 ⟨E ′,R|S|E,R⟩ = ⟨E ′,L|PSP|E,L⟩ = ⟨E ′,L|SP2|E,L⟩ = ⟨E ′,L|S|E,L⟩，
⟨E ′,R|S|E,L⟩= ⟨E ′,R|SP|E,R⟩= ⟨E ′,R|PS|E,R⟩= ⟨E ′,L|S|E,R⟩，也即是 ⟨E ′,R|S|E,R⟩= ⟨E ′,L|S|E,L⟩,
⟨E ′,R|S|E,L⟩= ⟨E ′,L|S|E,R⟩。类似的也有 ⟨E ′,L|S|E,R⟩= ⟨E ′,R|S|E,L⟩。由于 ⟨E ′, i|S|E, j⟩=
δ (E ′−E)Si j(E)，因此即有

SRR = SLL, SRL = SLR. (11.43)

或者用反射系数和透射系数来写即是

t ′ = t, r′ = r. (11.44)
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更方便的处理方式是重新定义基矢 |+⟩ 和 |−⟩，它们的定义是

|+⟩= 1√
2
(|R⟩+ |L⟩), |−⟩= 1√

2
(|R⟩− |L⟩). (11.45)

根据 (11.41)，很显然 |+⟩、|−⟩ 均为空间反演算符 P 的本征态，

P|+⟩= |+⟩, P|−⟩=−|−⟩. (11.46)

即 |+⟩ 为正宇称态，|−⟩ 为负宇称态。
在新基矢下，有 ⟨E ′,−|S|E,+⟩= ⟨E ′,−|SP|E,+⟩= ⟨E ′,−|PS|E,+⟩=−⟨E ′,−|S|E,+⟩，因

此必有 ⟨E ′,−|S|E,+⟩= 0，同理 ⟨E ′,+|S|E,−⟩= 0。这就意味着在这个新的基矢下 S+−(E) =

S−+(E) = 0, S 矩阵的非 0 矩阵元为 S++(E) 和 S−−(E)。新基矢下 S 矩阵的幺正性就变成

|S++(E)|2 = |S−−(E)|2 = 1. (11.47)

这就意味着 S++ 和 S−− 都是一个相因子，有时侯也记作 S++(E) = e2iδ+(E), S−−(E) =

e2iδ−(E)。当然，根据基矢之间的变换关系，我们也有

S++ = SRR +SRL = t + r, S−− = SRR−SRL = t− r. (11.48)

同样，我们可以定义新的散射定态 |ψE,+⟩ 和 |ψE,−⟩，它们的定义是

|ψE,+⟩= (|ψE,R⟩+ |ψE,L⟩), |ψE,−⟩= (|ψE,R⟩− |ψE,L⟩). (11.49)

根据 (11.42) 式可知，它们也是 P 的本征态，满足

P|ψE,+⟩= |ψE,+⟩, P|ψE,−⟩=−|ψE,−⟩. (11.50)

则根据散射定态解的渐近形式 (11.30) 式，我们有

x→−∞ : |ψE,+⟩ ∼ |R⟩+(SLR +SLL)|L⟩= |R⟩+S++|L⟩

x→+∞ : |ψE,+⟩ ∼ |L⟩+(SRR +SRL)|R⟩= |L⟩+S++|R⟩. (11.51)

同理也有

x→−∞ : |ψE,−⟩ ∼ |R⟩+(SLR−SLL)|L⟩= |R⟩−S−−|L⟩

x→+∞ : |ψE,−⟩ ∼ −|L⟩+(SRR−SRL)|R⟩=−|L⟩+S−−|R⟩. (11.52)

也即是说，通过研究有确定宇称的散射定态的渐近形式我们就可以得到 S 矩阵的信息。

11.1.4 一维势散射举例

让我们考虑一个如图 (11.6)所示的对称方形势阱的例子。让我们来考察它的偶宇称散
射定态 |ψE,+⟩, 相应的波函数记为 ψE,+(x)。则根据 (11.51) 式可知

x≤−a
2

: ψE,+(x) = eikE x +S++(E)e−ikE x

x≥+
a
2

: ψE,+(x) = e−ikE x +S++(E)eikE x. (11.53)
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Figure 11.6: 对称的方形势阱。

另外，很显然，[−a/2,+a/2] 区间上的偶函数解必定有如下形式

x ∈ [−a/2,+a/2] : ψE,+(x) = A(eiqE x + e−iqE x), (11.54)

式中 qE > 0满足 h̄2q2
E

2m = E+V0。利用波函数和波函数的一阶导数在 x =−a/2(或者 x = a/2)
处的连续性条件，我们可以得到

S++(E) = e−ikE a 1+ i(qE/kE) tan(qEa/2)
1− i(qE/kE) tan(qEa/2)

. (11.55)

类似的，人们也可以考察奇宇称的散射定态 |ψE,−⟩, 并进而得到

S−−(E) = e−ikE a 1+ i(kE/qE) tan(qEa/2)
1− i(kE/qE) tan(qEa/2)

. (11.56)

求出 S++ 和 S−− 以后，人们当然也可以利用 (11.48) 式求出反射系数和透射系数。

束缚态

上面求出来的 S 矩阵 (11.55) 和 (11.56) 适用于 E > 0 情形。但是假如我们将它们解

析延拓到 E < 0 的情形，或者等价的，将 kE 解析延拓到正虚轴上，之所以是正虚轴而不

能是负虚轴，是因为 kE =
√

2mE
h̄2 ，而且我们的解析延拓是从能量复平面正实轴割线的上沿

开始的 (即是从 E+ = E + iε 开始的)，因此当 E 延拓到负实轴上的时候，相应的 kE 应该

延拓到正虚轴。这样解析延拓以后，我们就可能发现 S++(E) 和 S−−(E) 的极点。根据我

们在散射的一般理论中的论述，T 矩阵在能量复平面实轴上的极点对应于哈密顿量 H 的

束缚态。由于我们这里的 S 矩阵和 T 矩阵其实是密切相关的。因此这也就是说，S++(E)

和 S−−(E) 在负实轴上的极点对应的是系统的束缚态。

为了加深对这种 S 矩阵在能量负实轴上的极点与系统束缚态之间的对应关系的理解，

我们现在通过简单考察散射定态在解析延拓下的行为来作进一步说明。假设我们将能量 E

延拓到负实轴，相应的 kE 就解析延拓为 kE = iλE(λE > 0)。根据 (11.53) 式，这时候散射
定态波函数在 x≥+ a

2 区间上将延拓为

eλE x +S++(E)e−λE x, (11.57)

很显然，一般来说这样的波函数将是无法归一化的，从而解析延拓后的散射定态一般来说

不对应任何物理态。但是，有一种情形例外，那就是如果延拓后的能量刚好是 S++(E) 的
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极点的话，那么 (11.57) 式的第二项将有一个无穷大的幅度，因此不可归一化的第一项相
比就可以忽略 (为了看得更清楚，人们可以将表达式 (11.57) 整体除以一个常数 S++(E),
从而看到在极点处 (11.57) 的第一项相对来说为 0)，从而使得解析延拓后的散射定态在
x≥+ a

2 区间上实际上正比于 e−λE x，这样一个在无穷远处衰减为 0 的波函数所描述的当然
就是一个束缚态。

假设我们将 kE 解析延拓为 kE = iλE ,因此 E =− h̄2λ 2
E

2m < 0,从而 h̄2q2
E

2m = E +V0 =− h̄2λ 2
E

2m +

V0。则从表达式 (11.55) 很容易看出，S++(E) 的极点由下面的方程决定

λE = qE tan(qEa/2), λ 2
E +q2

E =
2mV0

h̄2 . (11.58)

这组方程的解对应于偶宇称的束缚态。同样的道理，根据 S−−(E) 的极点，我们也可以得

到奇宇称束缚态所满足的方程

qE =−λE tan(qEa/2), λ 2
E +q2

E =
2mV0

h̄2 . (11.59)

不难验证，通过直接求解束缚态情形下的定态薛定谔方程，我们也正好可以得到 (11.58)
和 (11.59), 这就说明了，H 的束缚态的确对应于 S 矩阵解析延拓以后在能量复平面实轴

上的极点。

我们可以用画图的方法来求解方程组 (11.58) 和方程组 (11.59)，如图 (11.7) 所示，方
程组 (11.58) 对应左图，方程组 (11.59) 对应右图。从图中很容易看出，对于偶宇称情形，

Figure 11.7: 束缚态解。左图对应偶宇称束缚态，右图对应奇宇称束缚态。

无论 V0 > 0 具体取多少，至少存在一个束缚态。但是，对于奇宇称情形，如果 V0 > 0 的

值过小的话，奇宇称束缚态有可能不存在。

11.1.5 共振态

上一小节我们讨论了如何通过将 S 矩阵解析延拓进而找到系统的束缚态。然而，如果

势函数 V (x) 具有的是如图 (11.5) 所示的形状，那么严格的束缚态是不存在的。因为这时
候粒子虽然可以暂时性地被束缚在势阱之中，但是，它也有一定的概率通过量子隧穿效应

隧穿到势阱外面去。因此，这时候没有稳定的束缚态存在，只要等待的时间足够长，粒子

必定会出现在势阱之外，成为一个自由粒子。但是，如果粒子最初处在势阱之内，并且我

们等待的时间也并不太长，那么直观上很显然的是，粒子将有更大的概率依然被束缚在势

阱之内。也即是说，在一定的意义上，束缚态的概念在这里依然适用，不过，这时候的束

缚态不是一个稳定束缚态，而是一个会随时间衰变的束缚态。
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上一章在散射的一般理论中我们说过，这种不稳定的束缚态对应的是 T 矩阵在能量

复平面上实轴之外的极点，更严格地说是在能量复平面下半平面上的极点。在我们这里也

就是，不稳定束缚态对应 S 矩阵在能量复平面下半平面的极点。以偶宇称的不稳定束缚态

为例，这时候，它们对应于 S++(E) 在下半平面的极点。比方说，假设其中一个这样的极

点为 ER− i Γ
2 h̄, 则由于 S++(E) 本身是一个相因子，因此在此极点附近必有

S++(E)∼
E−ER− i Γ

2 h̄

E−ER + i Γ
2 h̄

. (11.60)

根据我们在上一章中的讨论，τ = 1/Γ 就是这个不稳定束缚态的典型寿命。直观上，这是
因为，这个不稳定束缚态的能量是一个复数 E = ER− i Γ

2 h̄, 它随时间的演化将满足

e−i E
h̄ t = e−i ER

h̄ te−
Γ
2 t . (11.61)

因此，t = 0 时刻处于这一态上的粒子在 t 时刻依然处于这个态上的概率将为 e−Γt = e−
t
τ。

这种不稳定束缚态也称作散射共振态。因为，在散射实验中，假设入射粒子能量接近

ER, 那么它将和这个不稳定束缚态共振，从而使得入射粒子短暂地处于这个不稳定束缚态
上，然后再衰变为出射自由粒子态。

举例

下面我们举一个会出现这种散射共振态的具体例子。假设我们考虑双 δ 函数势

V (x) =V0
h̄2

2m

[
δ (x−1)+δ (x+1)

]
, (11.62)

式中 V0 > 0 为这个 δ 函数势的强度。
假设我们考虑偶宇称散射定态 |ψE,+⟩。则在 |x| ≥ 1 的地方，散射定态波函数将具有

(11.53) 的形式。而在 x ∈ [−1,1] 区间上，散射定态波函数将具有 ψE,+(x) = A(eikE x +e−ikE x)

的形式。在 x =±1 处，波函数依然是连续的，但是波函数的一阶导数并不连续，比方说，

将相应的定态薛定谔方程在 x = 1 附近积分我们可以得到

ψ ′(1+)−ψ ′(1−) =V0ψ(1), (11.63)

式中 ψ ′(x) 表示 ψ(x) 对 x 的一阶导数，1+ = 1+ ε, 1− = 1− ε，ε > 0 为一个无穷小量。

由波函数的连续性，以及波函数的一阶导数所满足的方程 (11.63), 我们就可以得到

S++(E) = e−2ikE
1+ i(tankE − V0

kE
)

1− i(tankE − V0
kE
)
. (11.64)

现在，将能量延拓到复平面上，或者等价地将 kE 延拓到复平面上，则我们可以找到 S++

的极点，它们满足 1− i tankE + iV0
kE

= 0，整理一下即是

e2ikE =−
(

1− i
2kE

V0

)
. (11.65)
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很容易证明，对于 V0 取一个足够大的有限值情形, 在 kE 复平面上沿着实轴或者沿着虚轴，

都找不到这个方程的解。因此，一般来说，(11.65) 的解是一个不为纯虚数的复数，对应
的能量 E =

h̄2k2
E

2m 当然也必定是复数。也即是说，S++(E) 的极点不在能量复平面的实轴上，

因此相应于不稳定束缚态。

假设 V0 足够大，那我们可以将 (11.65) 的解按照 1/V0 进行级数展开，人们容易验证，

下面给出的 kE 直到 (1/V0)
2 阶为止都满足方程 (11.65)

kE =
π
2
(1− 1

V0
+

1
V 2

0
)− i(

π
2V0

)2. (11.66)

相应的能量极点 E =
h̄2k2

E
2m 为

E = ER− i
h̄
2

(
h̄π3

4mV 2
0

)
, (11.67)

式中 ER 的近似表达式我们留给读者自己去推导。这个式子告诉我们，直到 (1/V0)
2 阶，这

个不稳定束缚态的 Γ = h̄π3

4mV 2
0
。

11.2 三维势散射问题

所谓的三维势散射问题，指的是一束入射粒子被一个固定势场 V (x) 散射的问题，如
图 (11.8) 所示。我们要求势场 V (x) 在无穷远处衰减得足够快，以使得势场的有效作用范
围有限。整个系统的哈密顿量 H 为，H = H0 +V (x)，其中 H0 = − h̄2

2m ∇2 为自由粒子哈密

Figure 11.8: 入射粒子流受固定势场散射。

顿量。

首先让我们来回顾一下散射截面的概念。假设如图 (11.8) 所示，入射粒子束沿着水平
的 z 轴入射，每单位时间单位横截面积上的入射粒子通量为 Fi, 显然，Fi 等于入射粒子总

数与入射粒子概率流密度 Ji 的乘积，Fi = JiN。假设势场 V (x) 定域在坐标原点 O 附近。

在 θ ,φ 方向上，在远离散射势场的地方，我们放置有一个探测器，它对 O 点的张角为立

体角 dΩ。经过势场的散射以后，入射粒子有一定的概率被散射到这个立体角 dΩ 里面去，
从而被探测到。假设单位时间探测器探测到的粒子数为 dN, 很显然 dN 等于入射粒子总数

N 与跃迁概率 wi→ f 的乘积，dN = wi→ f N, 式中 wi→ f 表示单个粒子单位时间之内从入射
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初态跃迁 (散射) 到 dΩ 所表示的连续末态的概率。根据我们以前的定义，微分散射截面
dσ = wi→ f /Ji = wi→ f N/(JiN) = dN/Fi, 即等于探测器单位时间之内探测到的粒子数与入射
粒子通量的比值。很显然，探测器探测到的粒子数将正比于 dΩ, 因此 dσ 也正比于 dΩ, 常
常也写作

dσ = σ(θ ,φ)dΩ. (11.68)

人们有时候也把 σ(θ ,φ) 称为微分散射截面。
为了后文的推导，让我们先来研究一下如果散射势不存在，粒子完全自由时的行为。

很显然，这时候给定能量 E > 0, 设 E =
h̄2k2

E
2m (kE > 0), 则自由粒子所满足的定态薛定谔方程

为

(∇2 + k2
E)ϕE(x) = 0, (11.69)

式中 ϕE(x) 为能量为 E 的自由粒子定态波函数。方程 (11.69) 有一类非常平凡的平面波解

ϕE(x) = eikE ·x, (11.70)

式中 kE 为任意一个满足 |kE | = kE 的波矢量。很显然，这个解描述的是一个动量为 h̄kE

的自由粒子。

为了寻找方程 (11.69) 其它形式的解，我们利用球坐标中的关系式

∇2 =
1
r

∂ 2
r r− L2

h̄2r2
, (11.71)

式中，r = |x| 为离散射中心的距离，L 为角动量算符。下面我们仅仅关心 r→ +∞ 时方
程 (11.69) 在球坐标中的解。由 (11.71) 式可知，当 r→+∞ 时， L2

h̄2r2 可以忽略，因此方程

(11.69) 渐近为

r→+∞ : (
1
r

∂ 2
r r+ k2

E)ϕE(x) = 0. (11.72)

这个方程的解为

r→+∞ : ϕE(x)∼ g(θ ,φ)
e±ikE r

r
. (11.73)

很明显，这两个解分别描写的是外行和内行的球面波, 式中 g(θ ,φ) 是一个任意的角度部
分波函数。

11.2.1 直观理论

考虑到固定势场 V (x), 则完整的定态薛定谔方程就应该是(
− h̄2

2m
∇2 +V (x)

)
ψE(x) = EψE(x), (11.74)

式中 ψE(x) 为定态波函数。不过，由于我们是在研究散射问题，所以我们关心的其实是这
个定态薛定谔方程的散射定态解。这些散射定态解除了要满足这个定态薛定谔方程之外，

还需要满足一些额外的限制。
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为了找到散射定态所需满足的额外限制，我们来考察方程 (11.74) 在 r = |x| →+∞ 时
的渐近行为。根据我们的假设，这时候势场 V (x)完全可以忽略，被散射的粒子将成为一个
自由粒子，从而由自由粒子定态薛定谔方程 (11.69)所描述。这告诉我们两点：第一，对于散
射定态，能量 E 可以定义为粒子在无穷远处的动能，因此必定可以取成，E =

h̄2k2
E

2m (kE > 0)。
第二，在 r→ +∞ 的无穷远处，定态波函数 ψE(x) 必定趋近于某个自由粒子定态波函数
ϕE(x)。

直观上，当 r→+∞ 时，定态波函数 ψE(x) 应该包含两部分，其中一部分描写入射自
由粒子态 (注意入射粒子是从 z→−∞ 的无穷远处入射的)，另外一部分描写散射以后的出
射粒子态。由于粒子是沿着 z轴水平入射，所以入射自由粒子态显然可以取成平面波 eikE z。

但是，经过势场散射以后，粒子将沿着四面八方出射，所以在 r→+∞ 时，出射粒子态应
该由一个外行的球面波来描写。这也就是说，在 r→+∞ 时，散射定态 ψE(x) 应该具有如
下渐近行为

r→+∞ : ψE(x)∼ eikE z + f (θ ,φ)
eikE r

r
. (11.75)

其中函数 f (θ ,φ)(有时候也称为散射振幅) 的具体形式要通过求解定态薛定谔方程 (11.74)
才能得到。

为了求出散射定态解 ψE(x) 如何决定微分散射截面 dσ，我们可以计算入射波 eikE z 的

概率流密度，结果为 Ji =
h̄kE
m , 因此单位时间单位横截面积上的入射粒子通量 Fi =

h̄kE
m N。然

后我们再计算单位时间之内探测器在无穷远处探测到的粒子数 dN，很显然，它等于总粒子

数 N 与出射波概率流密度 Jr 在面积元 r2dΩ 上的通量的乘积，即 dN = NJrr2dΩ。对于出
射波 f (θ ,φ) eikE r

r , 我们很容易计算出它沿着径向的概率流密度 Jr, 结果为 Jr =
h̄kE
m
| f (θ ,φ)|2

r2 。

由此我们可以得到

dσ = dN/Fi = | f (θ ,φ)|2dΩ. (11.76)

可见，微分散射截面完全由散射定态解 ψE(x) 在 r→+∞ 时的渐近形式决定。

11.2.2 与散射的一般理论的联系

上一小节我们给出的是在三维势散射问题中散射定态的直观理论。但是我们还有一个

关于散射定态的一般性理论。那么上面的直观理论和一般性形式化理论给出来的结果是否

一致呢？这就是这一小节将要研究的内容，通过这个研究，我们将会看到，三维势散射问

题同样是一般性散射理论的一个特例。

为了看清楚理论的一般结构，现在我们将三维势散射的散射定态 ψE(x) 重记为 |ψki⟩,
式中 ki 为入射波的波矢量 (它沿着水平的 z 轴)，因此 |ki| = kE。根据散射定态的一般理

论，|ψki⟩ 将满足方程

|ψki⟩= |ki⟩+
1

E−H0 + iε
T |ki⟩. (11.77)

式中 T 为散射理论的 T 算符，|k⟩ 为自由粒子平面波态，我们取

⟨x|k⟩= eik·x, (11.78)
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因此它们满足归一化条件

⟨k|k′⟩= (2π)3δ (k−k′). (11.79)

与这个归一化相配套的，对 k 态的求和现在也应该是积分
∫ d3k

(2π)3 ...。

根据 (11.77) 式，我们有 ⟨x|ψki⟩= ⟨x|ki⟩+
∫

d3x′⟨x| 1
E−H0+iε |x

′⟩⟨x′|T |ki⟩。为了进一步计
算这个散射定态波函数，我们首先需要计算出 ⟨x| 1

E−H0+iε |x
′⟩, 具体的推导过程和一维情形

完全类似

⟨x| 1
E−H0 + iε

|x′⟩=
∫ d3k

(2π)3 ⟨x|
1

E−H0 + iε
|k⟩⟨k|x′⟩

=
∫ d3k

(2π)3
1

E− h̄2k2

2m + iε
⟨x|k⟩⟨k|x′⟩=

∫ d3k
(2π)3

eik·(x−x′)

h̄2k2
E

2m −
h̄2k2

2m + iε

=
∫ +∞

0

k2dk
(2π)3

∫ π

0
sinθdθ

∫ 2π

0
dφ

eik|x−x′|cosθ

h̄2k2
E

2m −
h̄2k2

2m + iε

=
m

2π h̄2
1

|x−x′|
i
π

(∫ +∞

0
kdk

eik|x−x′|− e−ik|x−x′|

k2− k2
E − iε

)

=
m

2π h̄2
1

|x−x′|
i
π

(∫ +∞

−∞
kdk

eik|x−x′|

k2− k2
E − iε

)
. (11.80)

最后这个对 k 的积分和一维情形中表达式 (11.19) 最后的积分类似，在 k 复平面上同样有

两个极点，kE + iε 以及 −kE− iε。但是，现在由于指数因子 eik|x−x′| 只在 k 的上半复平面收

敛，并在上半复平面无穷远处的半圆上衰减为 0，所以现在的积分围道只有一种选择，就
是选择由实轴和上半复平面无穷远处的半圆所构成的围道，这个围道只包含极点 kE + iε，
由留数定理就可以得到

⟨x| 1
E−H0 + iε

|x′⟩=− m
2π h̄2

eikE |x−x′|

|x−x′|
. (11.81)

所以散射定态 ⟨x|ψki⟩ 可以由下面的方程给出

⟨x|ψki⟩= ⟨x|ki⟩−
m

2π h̄2

∫
d3x′

eikE |x−x′|

|x−x′|
⟨x′|T |ki⟩. (11.82)

下面我们来考察散射定态 ⟨x|ψki⟩ 在 r = |x| → +∞ 时的渐近行为。如图 (11.9) 所示,
这时候

|x−x′| ≈ r− er ·x′, (11.83)

式中 er = x/|x| 为径向单位矢量。因此我们有

eikE |x−x′|

|x−x′|
≈ 1

r
eikE re−ik f ·x′ =

eikE r

r
⟨k f |x′⟩, (11.84)

式中

k f = kEer, (11.85)
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Figure 11.9: r = |x| →+∞ 时的渐近行为。

它可以理解为出射粒子的波矢量。因此我们可以得到 (11.82) 式在 r→+∞ 时的渐近形式

⟨x|ψki⟩ ∼ ⟨x|ki⟩−
m

2π h̄2
eikE r

r

∫
d3x′⟨k f |x′⟩⟨x′|T |ki⟩

= eikE z− eikE r

r
m

2π h̄2 ⟨k f |T |ki⟩. (11.86)

将这个结果与上一小节直观理论中的结果 (11.75) 进行比较，我们就可以得到，只要令

f (θ ,φ) =− m
2π h̄2 ⟨k f |T |ki⟩, (11.87)

那么散射定态的直观理论给出来的结果与散射一般性理论推导出来的结果就是一致的。正

因为散射振幅 f (θ ,φ) 具有 (11.87) 的形式，我们也常常将之记为 f (k f ,ki)。

到此为止我们就建立起了三维势散射的直观理论与散射一般性理论之间的联系。不仅

如此，将上面的 (11.87)式代入微分截面公式 (11.76),我们还可以得到 dσ =
(

m
2π h̄2

)2
|⟨k f |T |ki⟩|2dΩ。

这个结果与我们在上一章散射的一般理论中给出的截面公式完全吻合。这已经足以说明，

三维势散射问题完全可以看成是散射的一般理论的一个特例。

11.2.3 时间反演对称性和空间反演对称性

不妨让我们讨论一下时间反演对称性和空间反演对称性将会如何限制散射振幅。首先

讨论时间反演对称性，如果系统具有这种对称性，则时间反演算符 Θ 将与 H0 以及相互作

用 V 均对易。由于 Θ 是一个反线性算符，所以必有 ΘT (E+)Θ−1 = T (E−) = [T (E+)]†, 式
中 E− = E− iε, 而 T (E+) 就是标准的 T 算符，我们一般简记为 T。也即是说，对于具有

时间反演对称性的系统，我们必有

ΘT Θ−1 = T †. (11.88)

记 |ϕ⟩= |k′⟩, |ψ⟩= T |k⟩, 则利用时间反演算符的性质我们有

⟨Θψ|Θϕ⟩= ⟨ϕ |ψ⟩= ⟨k′|T |k⟩. (11.89)

另一方面，由于在时间反演之下动量会反向，即 Θ|k⟩= |−k⟩，所以我们也有

|Θψ⟩= ΘT Θ−1Θ|k⟩= T †|−k⟩. (11.90)
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当然也有 |Θϕ⟩= Θ|k′⟩= |−k′⟩。将这些代入 (11.89) 式，即有

⟨−k|T |−k′⟩= ⟨k′|T |k⟩. (11.91)

也即是说, 对于具有时间反演对称性的系统，必有 f (k′,k) = f (−k,−k′)。在前面的一维散
射问题中，我们也得到过类似的结果。

假如系统除了具有时间反演对称性之外，同时还具有空间反演对称性，则由于动量会

在空间反演之下反向，我们将有

⟨−k|T |−k′⟩= ⟨k|T |k′⟩. (11.92)

结合前面的 (11.91) 式，即有

f (k′,k) = f (k,k′). (11.93)

由于散射振幅的模方是微分散射截面，即 dσ
dΩ(k→ k′) = | f (k′,k)|2，所以这就告诉我们，对

于同时具有时间反演对称性和空间反演对称性的系统，我们有

dσ
dΩ

(k→ k′) =
dσ
dΩ

(k′→ k). (11.94)

这有时候也称为细致平衡方程。

11.2.4 全同粒子散射

前面我们处理的是单个入射粒子在一个固定势场中的散射问题，但是我们也说过，同

样的处理也适用于两个粒子“相互碰撞”的问题。这时候，我们需要选取两粒子的质心参

考系，然后研究一个粒子相对于另一个粒子的运动，如果我们设粒子 1 的坐标为 x1，粒子

2 的坐标为 x2, 那这种相对运动就由相对坐标 x = x1−x2 来刻画，这时候散射势就是两粒

子之间的相互作用势，相对运动的波函数将依然具有如下渐近形式

eik·x + f (θ ,φ)
eikr

r
. (11.95)

但是，如果这两个粒子是两个无自旋的全同玻色子，那这时候如图 (11.10) 所示，波
函数在 D 处的渐近形式将由图中两种情形共同贡献。注意到在球坐标中 x→−x 相应于

Figure 11.10: 全同粒子散射

(θ ,φ)→ (π−θ ,π +φ)，因此这时候波函数的渐近形式将为

eik·x + e−ik·x +
[

f (θ ,φ)+ f (π−θ ,π +φ)
]eikr

r
. (11.96)
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因为只有这样的波函数才是一个关于 x1 和 x2 的对称波函数。因此最终的微分散射截面就

应该是

dσ
dΩ

= | f (θ ,φ)+ f (π−θ ,π +φ)|2

= | f (θ ,φ)|2 + | f (π−θ ,π +φ)|2 +2Re
[

f (θ ,φ) f ∗(π−θ ,π +φ)
]
. (11.97)

很显然，如果 f (θ ,φ) = f (θ) 而与 φ 无关 (比如相互作用势为中心势)，则 θ ,= π/2 处是

干涉加强的。

但是，如果这两个粒子是两个自旋 1/2 的全同费米子，并且假设它们之间的相互作用

与自旋无关。那这时候总的波函数就应该是一个反对称波函数，而这又有两种可能性：第

一，这两个粒子处于自旋单态，即自旋波函数反对称，那这时候空间波函数就应该对称，

这和上面的情形类似。第二，这两个粒子处于自旋三重态，即自旋波函数对称，那这时候

空间波函数就应该反对称了，这和上面的情形不同。为了具体起见，不妨进一步假设入射

的这两个粒子是非极化的，它们以相等的概率处于各种可能的自旋本征态，即有 1/4 的概

率处于自旋单态，3/4 的概率处于自旋三重态，那这时候的微分散射截面就应该是

dσ
dΩ

=
1
4
| f (θ ,φ)+ f (π−θ ,π +φ)|2 + 3

4
| f (θ ,φ)− f (π−θ ,π +φ)|2

= | f (θ ,φ)|2 + | f (π−θ ,π +φ)|2−Re
[

f (θ ,φ) f ∗(π−θ ,π +φ)
]
. (11.98)

很显然，如果 f (θ ,φ) = f (θ) 与 φ 无关, 那这时候 θ = π/2 处是干涉减弱的。

11.2.5 卢瑟福公式的非微扰精确求解

回到固定势场散射情形。通过前面的讨论我们看到，如果能求出 H 的散射定态解，那

么从散射定态的渐近形式中我们就能读出散射振幅的信息，进而就可以算出散射截面。当

然一般来说散射定态的精确解往往都得不到。但是，有一些特殊的散射势是存在精确解的，

比方说，库伦势的散射定态就可以精确求解。这一小节我们主要就是要讨论如何从库伦势

的精确散射定态中得到卢瑟福截面公式。

在上一章中我们已经用玻恩近似得到了卢瑟福截面公式。但是玻恩近似是一个微扰论

公式，而且只计算到了微扰级数的第一阶，因此如果考虑到高阶微扰修正，那之前我们得

到的卢瑟福公式就有可能要作修正。但是，通过这一小节的精确求解我们将看到，由于库

伦势的特殊性 (它除了有中心力场的旋转对称性以外，还有更多的隐藏对称性)，精确的卢
瑟福截面公式实际上和我们前面用玻恩近似得出来的结果完全一样，高阶微扰修正只是改

变了散射振幅的相因子，而这个相因子在散射截面中并不会反映出来 (因为散射截面正比
于散射幅的模方)。当然，正如我们将要看到的，散射振幅的相因子也包含了重要的信息，
比方说，它里面隐藏了库伦吸引势的束缚态信息，而这些信息在微扰论的计算下是无法得

到的。

库伦势本身也有一点额外的复杂性，那就是它在无穷远处衰减得不够快，因此实际上，

它的散射定态解并没有 (11.75) 式那样的渐近形式。这一点我们会在库伦势散射定态精确
解的渐近形式中清楚地看到。也就是说，本节前几个小节所发展的理论对于库伦势情形严
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格来说是不成立的。好在，前几个小节的大致框架依然是成立的，只需要在细节上作一些

修正。最终我们依然可以从散射定态的渐近形式中得到散射振幅，进而可以推导出卢瑟福

截面公式。

我们可以将库伦势写成

V (r) =
V0

r
, (11.99)

式中 V0 表示库伦势的强度，V0 > 0 为排斥势，V0 < 0 为吸引势，对于两个原子核的散射，

V0 =
Z1Z2e2

4πε0
= Z1Z2e2

s，对于氢原子和类氢离子 V0 =− Ze2

4πε0
=−Zh̄αc(α 为精细结构常数)。则

我们需要求解的定态薛定谔方程即是(
− h̄2

2m
∇2 +

V0

r

)
ψE(x) = EψE(x). (11.100)

当然，我们关心的是散射定态，因此入射粒子能量 E =
h̄2k2

E
2m ，从而我们可以将上面的定态

薛定谔方程重写为 (
∇2 + k2

E −
2γEkE

r

)
ψE(x) = 0. (11.101)

式中 γE = mV0/(h̄2kE) 是一个无量纲参数，它依赖于入射能量 E。

假设我们记相应的入射粒子波矢量为 k，和前文一样，k 沿着水平的 z 轴，大小等于

kE，因此 k = kEez (式中 ez 为 z 轴方向的单位矢量)，则相应的散射定态解是

ψE(x) = eik·xe−πγE/2Γ(1+ iγE)1F1
(
− iγE ;1; i(kEr−k ·x)

)
. (11.102)

其中 1F1(a;b;w) 是合流超几何函数，它可以定义为下面的无穷级数

1F1(a;b;w) = 1+
+∞

∑
n=1

(a)n

(b)n

wn

n!
, (11.103)

式中 (a)n = a(a+1)...(a+n−1)，叫做 Pochhammer 符号。当然，由于 k 沿着 z 轴，所以

实际上式中的 k ·x = kEz，kEr−k ·x = kE(r− z)。我们只是直接给出这个精确解，至于具体

是如何找到它的，这不是我们这里要关注的重点，读者可以参阅朗道《量子力学》第十七

章第 135 节的相关推导。
下面我们来考察这个解 (11.102) 在 r→+∞ 时的渐近形式。对于散射问题来说，重要

的是考察 x 不在水平 z 轴上的情形，这时候 r→+∞ 就相当于 r− z→+∞。因此我们需要
用到合流超几何函数 1F1(a;b;w) 在 |w| →+∞ 时的渐近展开 (参见朗道《量子力学》的数
学附录)，它是

1F1(a;b;w) = eiπa Γ(b)
Γ(b−a)

w−a

(
1+

+∞

∑
n=1

(−1)n (a)n(a−b+1)n

n!
w−n

)

+ ewwa−b Γ(b)
Γ(a)

(
1+

+∞

∑
n=1

(b−a)n(1−a)n

n!
w−n

)
. (11.104)
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由此我们可以得到散射定态解 (11.102) 在 r− z→+∞ 时的渐近形式

ψE(x)∼ eikE z[kE(r− z)]iγE − γE

kE(r− z)
Γ(1+ iγE)

Γ(1− iγE)
eikE r[kE(r− z)]−iγE + ....

= eikE z+iγE log(kE (r−z))− γE

kE(r− z)
Γ(1+ iγE)

Γ(1− iγE)
eikE r−iγE log(kE (r−z))+ ....

= eikE z+iγE log(kE (r−z))+ f (θ)
eikE r−iγE log(kE (r−z))

r
+ ... (11.105)

式中

f (θ) =− γE

kE

Γ(1+ iγE)

Γ(1− iγE)

r
r− z

=− γE

2kE

Γ(1+ iγE)

Γ(1− iγE)

1
sin2(θ/2)

, (11.106)

式中 θ 是 x 与水平 z 轴的夹角，也就是散射角。

从 (11.105) 的最终结果来看，库伦势情形的散射定态解并没有 (11.75) 式那样标准的
渐近形式，但是很像，只需要我们修正一下入射波和出射球面波的相位，将 eikE z+iγE log(kE (r−z))

当作入射波，将 eikE r−iγE log(kE (r−z))/r 当作出射球面波。因此 (11.106) 式给出的 f (θ) 就是
精确的散射振幅表达式，它的模方将给出精确的微分散射截面，即

dσ
dΩ

= | f (θ)|2 =
V 2

0

16E2 sin4(θ/2)
, (11.107)

式中我们代入了 γE = mV0/(h̄2kE)，以及 E = h̄2k2
E/(2m)，最终的这个微分散射截面就是著

名的卢瑟福截面，不过，我们现在给出来的是精确结果，但是很显然它和玻恩近似给出来

的结果是一样的。实际上，散射振幅 f (θ)(根据 (11.87) 式，它在相差一个常数系数的意义
上也就是 T 矩阵元) 的精确解 (11.106) 只是比玻恩近似的结果多出了一个相位 eiδ (E)

eiδ (E) =
Γ(1+ iγE)

Γ(1− iγE)
, (11.108)

这个相位对散射截面没有贡献，但是，它其实包含了很重要的信息。

为了看清楚相位 eiδ (E) 中额外包含的信息。我们将入射粒子能量 E 解析延拓到 E < 0

的情形，相应的 kE =
√

2mE/h̄2 就解析延拓到正虚轴，进一步，如果我们的库伦势是一个

吸引势，即 V0 < 0, 则这时候 γE ∝ V0/kE 也会解析延拓到正虚轴，不妨记 γE = iνE(νE > 0)。
当然，这时候由 (11.108) 式给出来的 eiδ (E) 就不再是一个相位了，而会变成

Γ(1−νE)

Γ(1+νE)
. (11.109)

伽马函数 Γ(w) 在复平面上并没有 0 点，但是有极点，w = 0,−1,−2,−3, ... 就是伽马函数

的极点。这意味着当 νE 满足下式时，会对应于解析延拓以后的 T 矩阵元在能量复平面上

的极点，

1−νE =−(n−1), n = 1,2,3, .... (11.110)

显然，这时候 νE = n, 即 γE = in, 即 kE =−imV0/(h̄2n)(注意，V0 < 0)，即

E =
h̄2k2

E

2m
=−

mV 2
0

2h̄2
1
n2 . (11.111)
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如果代入 V0 =−Zh̄αc, 那这个结果给出来的就是著名的氢原子能级公式。从这个例子我们
再一次清楚地看到，T 矩阵元在能量负实轴上的极点对应于系统的束缚态能级。

但是，如果是库伦排斥势情形，也即是 V0 > 0 的情形，那当我们将能量解析延拓到

E < 0 时，kE 还是会解析延拓到正虚轴，但这时候 γE ∝ V0/kE 将会解析延拓到负虚轴，不

妨记 γE =−iνE(νE > 0)。那这时候由 (11.108) 式给出来的 eiδ (E) 就会解析延拓成

Γ(1+νE)

Γ(1−νE)
. (11.112)

由于 νE > 0，因此这个表达式并没有极点。也就是说，这时候 T 矩阵元在能量负实轴上

并没有极点，因此系统当然也就没有束缚态。这非常符合我们的直观，因为库伦排斥势的

势能大于 0，当然是不可能有束缚态存在的。

11.3 中心势场的分波法

对于三维势散射问题，通过前面的论述我们已经知道，散射的 T 矩阵元可以从散射定

态解的渐近形式中读出来。当然，通常我们并不能得到散射定态的精确解，然而如果系统

有一些对称性的话，那么我们将可以进行进一步的非微扰分析。下面我们将集中于系统有

三维空间旋转不变性的情形，具体来说就是，我们将考察球对称的中心势 V (r) 的情形。

11.3.1 对称性分析

对于球对称的中心力场，旋转不变性告诉我们 [L,V (r)] = 0, 式中 L 为粒子的角动量
算符。另外，自由粒子哈密顿量 H0 显然是旋转不变的，从而我们有

[L,H0] = [L,H] = 0. (11.113)

又由于时间演化算符 UI(t2, t1) = ei H0
h̄ t2e−i H

h̄ (t2−t1)e−i H0
h̄ t1，因此 [L,UI(t2, t1)] = 0，特别的，L

与 S =UI(+∞,−∞) 对易，即

[L,S] = 0. (11.114)

这告诉我们，S 算符是一个标量算符。

前面在第 (11.2.2) 小节中，我们的分析都是在平面波矢量基 |k⟩ 下进行的。但是对于
旋转不变的中心力场,引入球对称的矢量基 |E, l,m⟩将是非常有帮助的。按照定义，|E, l,m⟩
是 H0、L2、以及 Lz 共同的本征态，本征值分别为 E、l(l+1)h̄2、以及 mh̄。这里的 m 表示

磁量子数，而不是散射粒子的质量，这两者我们用了相同的符号，希望读者可以根据上下

文作出区分。因此，这里的 |E, l,m⟩ 就相当于散射的一般理论中用抽象的指标表示的 |α⟩，
它们的归一化如下，

⟨E ′, l′,m′|E, l,m⟩= δ (E−E ′)δl′lδm′m, (11.115)

(在散射的一般理论中是抽象地写作 ⟨β |α⟩= δ (β −α))。
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我们来考察在这个球对称表象 {|E, l,m⟩} 下的 S 矩阵元 ⟨E ′, l′,m′|S|E, l,m⟩。由于散射
过程的能量守恒，可以知道 ⟨E ′, l′,m′|S|E, l,m⟩ ∝ δ (E ′−E)。进一步我们可以利用旋转不变

性，由 [L2,S] = 0，有

0 = ⟨E ′, l′,m′|[L2,S]|E, l,m⟩

= ⟨E ′, l′,m′|L2S|E, l,m⟩−⟨E ′, l′,m′|SL2|E, l,m⟩

= [l′(l′+1)− l(l +1)]h̄2⟨E ′, l′,m′|S|E, l,m⟩, (11.116)

即 ⟨E ′, l′,m′|S|E, l,m⟩ ∝ δl′l。而由 [Lz,S] = 0，我们有

0 = ⟨E ′, l,m′|[Lz,S]|E, l,m⟩

= ⟨E ′, l,m′|LzS|E, l,m⟩−⟨E ′, l,m′|SLz|E, l,m⟩

= (m′−m)h̄⟨E ′, l,m′|S|E, l,m⟩, (11.117)

即 ⟨E ′, l,m′|S|E, l,m⟩ ∝ δm′m。又由 [L+,S] = 0，我们有

0 = ⟨E ′, l,m|[L+,S]|E, l,m−1⟩

∝
(
⟨E ′, l,m−1|S|E, l,m−1⟩−⟨E ′, l,m|S|E, l,m⟩

)
, (11.118)

(式中第二个等号我们利用了 L−|l,m⟩= h̄
√

l(l +1)− (m−1)m|l,m−1⟩的共轭转置 ⟨l,m|L+=

h̄
√

l(l +1)− (m−1)m⟨l,m−1|), 即

⟨E ′, l,m−1|S|E, l,m−1⟩= ⟨E ′, l,m|S|E, l,m⟩. (11.119)

将上一段的所有对称性分析结果概括起来，即有

⟨E ′, l′,m′|S|E, l,m⟩= δ (E ′−E)Sl(E)δl′lδm′m. (11.120)

实际上，如果引用第七章中讨论过的 Wigner-Eckart 定理的话，那上一段的推导完全可以
省略，我们可以直接写出这个结果。也就是说, 在 {|E, l,m⟩} 表象中，S 矩阵变成了一个对

角矩阵，Sl(E) 是它的对角元，因此 S 矩阵的幺正性就变成

|Sl(E)|2 = 1. (11.121)

由此可以将 Sl(E) 写成

Sl(E) = e2iδl(E), (11.122)

式中的 δl(E) 称作相移。

类似的可以对 T 矩阵进行分析，有 ⟨E, l′,m′|T |E, l,m⟩ = Tl(E)δl′lδm′m。散射的一般理

论告诉我们，S 矩阵和 T 矩阵之间有如下关系

⟨E ′, l′,m′|S|E, l,m⟩= δ (E ′−E)δl′lδm′m−2πiδ (E ′−E)Tl(E)δl′lδm′m. (11.123)

因此结合上一段的结果，我们有

Sl(E) = 1−2πiTl(E), (11.124)

这个表达式就决定了 T 矩阵与相移的关系。
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11.3.2 分波法与散射振幅

从上一节的前两个小节我们知道，对于三维势散射问题，关键是求出散射振幅 f (θ ,φ),
或者等价的求出动量表象下的 T 矩阵 ⟨k f |T |ki⟩。但是，在本节上一小节中我们又看到，对
于球对称的中心势场情形，分波法的表象 {|E, l,m⟩} 对于对称性分析来说更方便。这一节
我们将要把这两个表象联系起来，即利用分波法表象下的 T 矩阵对角元 Tl(E) 来表示出动

量表象下的 T 矩阵元 ⟨k f |T |ki⟩。
首先我们要求出分波法表象和动量表象之间的变换矩阵 ⟨k|E, l,m⟩，式中 E = h̄2k2

E/(2mµ)(这
里的 mµ 表示散射粒子质量), k 为一个任意的波矢量。我们注意到，给定 k, 它的矢量方向
k̂(k̂ 为单位矢量) 就在空间指定了一个确定方向，假设我们在波矢量空间取球坐标，那这
个方向也即相应于单位球面上的一个点，不妨记作 k̂ = (θ ,φ)。而概率幅 ⟨k|E, l,m⟩ 表示的
就是，对于一个能量为 E，角动量为 |l,m⟩ 的粒子，我们发现它的波数为 k = |k|, 同时发
现它处在单位球面的 k̂ 点的概率幅。我们知道，对于一个 |l,m⟩ 态的粒子，我们在单位球
面上某点 (θ ,φ) 发现它的概率幅就是球谐函数 Ylm(θ ,φ) (因为球谐函数就是具有确定角动
量 |l,m⟩ 的粒子在单位球面上的波函数)。由此我们知道 ⟨k|E, l,m⟩ 必然正比于 Ylm(k̂)。另
外，由于 |E, l,m⟩ 态具有确定的能量 E, 因此可知除非 Ek = h̄2k2/(2mµ) = h̄2k2/(2mµ) = E，

否则概率幅 ⟨k|E, l,m⟩ 必然等于 0。概括这两点，我们就必然有

⟨k|E, l,m⟩= gl(E)δ (Ek−E)Ylm(k̂). (11.125)

为了进一步确定这个表达式中未定的 gl(E),我们可以利用正交归一关系 ⟨E ′, l′,m′|E, l,m⟩=
δ (E ′−E)δl′lδm′m。具体来说，⟨E ′, l′,m′|E, l,m⟩=

∫ d3k
(2π)3 ⟨E ′, l′,m′|k⟩⟨k|E, l,m⟩= g2

l (E)
∫ d3k

(2π)3 δ (Ek−

E ′)δ (Ek−E)Ylm(k̂)Y ∗l′m′(k̂)= g2
l (E)δ (E

′−E) mµ
h̄2kE

k2
E

(2π)3

∫
dΩk̂Ylm(k̂)Y ∗l′m′(k̂)= g2

l (E)
mµ kE

h̄2(2π)3 δ (E ′−
E)δl′lδm′m, (式中第三个等号我们利用了 δ (Ek−E) = mµ

h̄2kE
δ (k− kE)，而最后一个等号则利

用了球谐函数的正交归一性
∫

dΩk̂Ylm(k̂)Y ∗l′m′(k̂) = δl′lδm′m)。将这个结果与正交归一关系
⟨E ′, l′,m′|E, l,m⟩= δ (E ′−E)δl′lδm′m 比较，我们有 gl(E) = (2π)3/2h̄/

√
mµkE，即

⟨k|E, l,m⟩= (2π)3/2 h̄√
mµkE

δ (Ek−E)Ylm(k̂). (11.126)

现在我们可以用 T 矩阵分波 Tl(E) 来表示 ⟨k f |T |ki⟩ 了 (注意，假设我们以 E 来表示

入射粒子能量，则由于散射过程的能量守恒，所以 Ek f = Eki = E，即 |k f |= |ki|= kE)。

⟨k f |T |ki⟩= ∑
l′,m′,l,m

∫
dE ′dE ′′⟨k f |E ′, l′,m′⟩⟨E ′, l′,m′|T |E ′′, l,m⟩⟨E ′′, l,m|ki⟩

= (2π)3 h̄2

mµkE
∑

l′,m′,l,m
Yl′m′(k̂ f )Y ∗lm(k̂i)⟨E, l′,m′|T |E, l,m⟩

= (2π)3 h̄2

mµkE
∑

l′,m′,l,m
Yl′m′(k̂ f )Y ∗lm(k̂i)Tl(E)δl′lδm′m

= (2π)3 h̄2

mµkE
∑
l,m

Ylm(k̂ f )Y ∗lm(k̂i)Tl(E)

= (2π)3 h̄2

mµkE
∑

l
Tl(E)

2l +1
4π

Pl(cosθ). (11.127)
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式中最后一行我们利用了球谐函数的加法定理

∑
m

Ylm(k̂ f )Y ∗lm(k̂i) =
2l +1

4π
Pl(cosθ). (11.128)

式中 θ 为 k̂ f 与 k̂i 之间的夹角，也就是散射角。

将上面的 T 矩阵表达式 (11.127) 代入公式 (11.87)(注意这两个式子的散射粒子质量
用了不同的符号，但其实是同一个质量)，我们就有

f (θ) =− π
kE

∑
l
(2l +1)Tl(E)Pl(cosθ)

=
1

2ikE
∑

l
(2l +1)

(
Sl(E)−1

)
Pl(cosθ)

=
1
kE

∑
l
(2l +1)eiδl(E) sin(δl)Pl(cosθ). (11.129)

式中我们代入了方程 (11.124) 以及方程 (11.122)。
利用我们在散射的一般理论中推导出来的光学定理 kα

4π σT =− m
2π h̄2 ImTαα = Im f (θ)|θ=0(这

里的 θ = 0是因为对于朝前散射幅来说，k f = ki，即散射角为 0),以及 Pl(cos0) = Pl(1) = 1，

我们可以得到总截面 σT =
∫

dσ 的公式，

σT =
4π
k2

E
∑

l
(2l +1)sin2(δl). (11.130)

11.3.3 如何确定相移

通过上一小节我们已经看到，对于中心势场，散射振幅完全由相移 δl(E) 决定。那么

如何求解这些相移呢？回答是，通过求解分波形式的散射定态。这一小节我们将详细地阐

明这一点。

首先，根据 (11.75) 我们已经知道，当 r→+∞ 时，散射定态波函数 ψE(x) 有如下渐
近形式

r→+∞ : ψE(x)∼ eikE z + f (θ)
eikE r

r
. (11.131)

下面我们要做的就是将这个渐近形式用分波表示出来。为此，我们首先注意到下面的恒等

式 (证明参见朗道《量子力学》第五章第 34 节)

eikE z = eikE r cosθ = ∑
l
(2l +1)il jl(kEr)Pl(cosθ). (11.132)

式中 jl(kEr) 为球贝塞尔函数。其次，当 r→+∞ 时，球贝塞尔函数有如下渐近形式

jl(kEr)∼ ei(kE r− lπ
2 )− e−i(kE r− lπ

2 )

2ikEr
. (11.133)

将这些结果代入 (11.131) 式，并代入散射振幅 f (θ) 的分波表达式 (11.129), 我们就有

r→+∞ : ψE(x)∼∑
l
(2l +1)Pl(cosθ)

1
2ikEr

[
Sl(E)eikE r− e−i(kE r−lπ)

]
. (11.134)
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由这个表达式可以看出，散射势的存在完全体现在将出射波前面的系数从 1 替换成了相因

子 Sl(E)。这个表达式也告诉我们，我们只需要求解出分波形式下的散射定态解，然后从

其渐近形式中就能读出相因子 Sl(E) 的具体取值，从而就可以得到相移 δl(E)。

公式 (11.134) 还告诉我们一个证明 |Sl(E)|2 = 1 的不同方法。首先从公式 (11.134) 我
们可以知道，对于给定的分波 l, 在半径为 r 的球面上，外行出射波的概率流密度正比

于 |Sl(E)|2, 而内行入射波的概率流密度正比于 |eilπ |2 = 1。概率守恒和角动量守恒告诉

我们，对于每一个分波 l，球面上内行的概率通量必定等于外行的概率通量，从而必有

|Sl(E)|2 = 1。前面我们是利用 S 矩阵的幺正性得到这个结果的，但在物理本质上，S 矩阵

的幺正性本身反映的就是概率守恒。所以这两种不同的推导方式在物理本质上其实是一样

的，只不过从 S 矩阵的幺正性得到 |Sl(E)|2 = 1 这一推导更加具有一般性。

我们还有另外一个更好用的方法可以表示结果 (11.134)。为此我们注意到，由于角动
量守恒，所以算符 H,L2,Lz 两两可对易，因此我们可以求解它们共同的本征态 ψE,l,m(x),
由于中心对称性，很显然 ψE,l,m(x) 必定可以写成

ψE,l,m(x) = RE,l(r)Ylm(θ ,φ) =
1
r

uE,l(r)Ylm(θ ,φ). (11.135)

其中 uE,l(r) 满足径向方程[
− h̄2

2mµ

d2

dr2 +
l(l +1)h̄2

2mµr2 +V (r)
]

uE,l(r) = EuE,l(r). (11.136)

当然我们关心的不是束缚态，而是 E =
h̄2k2

E
2mµ

> 0 时的解。

当 r→+∞ 时，势能 V (r) 已经衰减为 0，同样离心势 l(l+1)h̄2

2mµ r2 也已经衰减为 0，因此
方程 (11.136) 渐近为

r→+∞ :
[

d2

dr2 + k2
E

]
uE,l(r) = 0. (11.137)

解这个渐近方程，从而就有

r→+∞ : uE,l(r)∼ Al(E)eikE r +Bl(E)e−ikE r. (11.138)

同样，根据概率守恒，在半径为 r 的球面上内行的概率通量应该等于外行的概率通量，从

而必有

|Al(E)|2 = |Bl(E)|2. (11.139)

当然 Al(E) 和 Bl(E) 的具体值要通过求解完整的径向方程 (11.136) 才能得出。
另一方面，散射定态 ψE(x) 当然一定能写成 ψE,l,m(x) 的线性组合形式。不仅如此，由

于散射问题绕着水平的 z 轴旋转不变，所以散射定态必定与角度 φ 无关，因此这也就是
说，散射定态必定能写成 ψE,l,0(x) = Yl0(θ ,φ) ∝ 1

r uE,l(r)Pl(cosθ) 的线性组合。很显然，我
们前面得到的散射定态的渐近形式 (11.134) 的确满足这一点。不仅如此，根据渐近形式
(11.134)，我们还可以知道, 在相差一个整体归一化常数的意义上，必有

r→+∞ : uE,l(r)∼ Sl(E)eikE r− e−i(kE r−lπ). (11.140)



392 Chapter 11. * 再论势散射

比较 uE,l(r) 的这两个渐近形式 (11.138) 和 (11.140)(两者可以相差一个整体常数) 中出射
波与入射波的幅度之比, 我们可以得到

Sl(E) = (−)l+1 Al(E)
Bl(E)

. (11.141)

当然，根据 (11.139) 式，结果必定是一个相因子。
以上就是我们最终求解 Sl(E) 的方法。即我们首先求解径向方程 (11.136)，并得出解

uE,l(r) 在 r→+∞ 时的渐近形式 (11.138)，根据 (11.141)，从这个渐近形式中我们就能读
出 Sl(E)。

11.3.4 束缚态和共振态

假设我们将能量 E 解析延拓到 E < 0,从而 kE 就解析延拓到正虚轴，不妨记 kE = iλE。

从而渐近形式 (11.138) 就解析延拓为

r→+∞ : uE,l(r)∼ Al(E)e−λE r +Bl(E)eλE r. (11.142)

由于 λE > 0，所以一般来说，这样的解当然是不可归一化的，从而也就不是物理的。除非

相应的能量 E 刚好是函数 Bl(E) 的零点，这时候 (11.142) 中不可归一化的指数增长项实
际上是 0，相应的波函数在无穷远处实际上是指数衰减的，这当然就是一个束缚态。所以，
系统的束缚态相应于函数 Bl(E) 在能量复平面负实轴上的零点。根据 (11.141) 式，这也就
是说，系统的束缚态相应于 Sl(E) 在能量复平面负实轴上的极点。这和我们在散射的一般

理论中通过考察 S 矩阵和 T 矩阵的解析性得到的结论相一致。

类似的，Sl(E) 在能量复平面下半平面的极点对应于散射共振态 (或者说不稳定束缚
态)。由于 Sl(E) 是一个相因子，因此当能量 E 靠近某个共振态极点 ER− iΓh̄/2 时，必有

Sl(E) = e2iδ (0)
l (E) E−ER− iΓh̄/2

E−ER + iΓh̄/2
. (11.143)

式中 δ (0)
l (E) 表示远离共振态的通常散射所贡献的相移。为了将注意力集中在共振态上，

我们不妨忽略所有的通常散射贡献，从而令 δ (0)
l (E) = 0。这时候取 Sl(E) = e2iδl(E) 的实部，

可以得到 cos(2δl) =
(E−ER)

2−(Γh̄)2/4
(E−ER)2+(Γh̄)2/4 , 进而可以得到 sin2 δl =

(Γh̄)2

4(E−ER)2+(Γh̄)2，将这个结果代入

总截面 σT 的公式 (11.130), 可以得到

σT (E)∼
4π
k2

E
(2l +1)

(Γh̄)2

4(E−ER)2 +(Γh̄)2 . (11.144)

这个公式叫做 Breit-Wigner 公式，它告诉我们散射共振态的存在会在散射截面 (作为入射
粒子能量 E 的函数) 中引入一个共振峰，这个峰的位置在 ER 处，宽度由 Γh̄ 来衡量。由

于散射共振态的寿命 τ = 1/Γ，因此共振峰越宽的共振态寿命就越短。
在粒子物理中，大多数微观粒子都是不稳定的，都会衰变，从而可以作为散射截面的

共振峰而被发现。这时候由于爱因斯坦质能关系 ER = mc2，共振峰的位置 ER 就对应这些

不稳定粒子的质量。图 (11.11) 和图 (11.12) 是两个散射截面的例子。图 (11.11) 是正反电
子对撞的散射截面，从图中可以看出，这个截面在 ER ≈ 91GeV 处有一个共振峰，其宽度
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Figure 11.11: Z 玻色子的散射截面。

为 Γh̄≈ 2.5GeV。这个共振峰对应 Z 玻色子，根据其宽度可以算得其寿命约为 3×10−25s。

图 (11.12) 所示的是 2012 年发现上帝粒子 (Higgs 玻色子) 的截面数据。从图中共振峰的
位置可以读出 Higgs 玻色子的质量约为 125GeV。

Figure 11.12: 上帝粒子的散射截面。

11.3.5 关于相移的一般性讨论

相移 δl 的正负号

在前文中，我们已经看到，为了确定相移，关键是要求解径向方程 (11.136)。利用
E = h̄2k2

E/(2m)(这里 m 表示散射粒子的质量)，我们可以将这个方程重写为

d2

dr2 uE,l(r)+
[

k2
E −2mV (r)/h̄2− l(l +1)

r2

]
uE,l(r) = 0

⇔ d2

dr2 uE,l(r)+ k2(r)uE,l(r) = 0. (11.145)

式中，k(r) =
√

k2
E −2mV (r)/h̄2− l(l +1)/r2 是 uE,l(r) 随着径向坐标的振荡频率。很显然，

当散射势不存在时，k(r) = k0(r) =
√

k2
E − l(l +1)/r2，当散射势是一个吸引势时，即 V (r)< 0

时，k(r)> k0(r), 即在吸引势场中，uE,l(r) 将比没有势场时振荡得稍微快一些，反过来，当
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散射势是一个排斥势时，即 V (r) > 0 时，uE,l(r) 将比没有势场时振荡得稍微慢一些，即

k(r)< k0(r)。

另一方面，根据 (11.140)式我们也知道，在远离散射势的区域，uE,l(r)渐近为 uE,l(r)∼
Sl(E)eikE r−e−i(kE r−lπ)= e2iδl(E)eikE r−e−i(kE r−lπ)= ei(lπ/2+δl(E)) ·

(
ei(kE r−lπ/2+δl(E))−e−i(kE r−lπ/2+δl(E))

)
∝

sin(kEr− lπ/2+ δl(E))，即在相差一个整体常数因子的意义上，uE,l(r) 在远离散射区的渐

近形式也可以重写为

uE,l(r)∼ sin
(
kEr− lπ/2+δl(E)

)
. (11.146)

当然，如果散射势不存在，则相移 δl(E) = 0，所以从渐近式 (11.146)可以知道，相移 δl(E)

其实就是由于散射势 V (r) 的存在而使得振荡函数 uE,l(r) 在散射区额外累积出来的相位。

由于当 V (r)< 0 时，uE,l(r) 在散射区将振荡得比没有散射势时快，因此它额外累积出来的

相位应该为正，即 δl(E) > 0。反过来，当 V (r) > 0 时，uE,l(r) 在散射区将振荡得比没有

散射势时慢，因此它额外累积出来的相位应该为负，即 δl(E)< 0。可见，一般来说，相移
δl(E) 的正负号总是和散射势的正负号相反的。
当然，上两段的分析结论仅在 |V (r)| 比较小时才成立。很显然，|V (r)| 越大，则 k(r)

和 k0(r) 的差别就越大，从而 |δl(E)| 也就会越大。特别的，当 |V (r)| 大到一个适当值时，
有可能使得某个分波 l 的 |δl(E)|= π。这时候根据散射振幅 f (θ) 的公式 (11.129)，这个 l

分波实际上反而是没有散射的！

低能散射

下面我们简单地讨论一下 δl 对角动量量子数 l 的依赖关系。首先，我们假定势场 V (r)

的有效作用范围为 r < a，当 r > a 时势场的作用近似可以忽略。其次，一般来说，入射粒

子不可能完全对准靶粒子 (或者说散射中心)，散射中心 O 与入射粒子运动直线之间的垂

直距离就是所谓的瞄准距离，通常记为 b。因此，如果 b > a, 则势场的存在就可以忽略。
根据经典力学，一个动量为 h̄kE，瞄准距离为 b 的入射粒子，其角动量为 L = bh̄kE，而根

据量子力学 L ∼ lh̄，从而 l ∼ bkE , 或者说 b ∼ l/kE，也即是说，给定入射粒子能量，l 越

大的散射分波，其瞄准距离就越大。很显然，当 l > akE 时，b > a，从而散射势的存在可

以忽略。这也即是说，对于一个力程为 a 的散射势，当 l > akE 时，相应的 δl(E)∼ 0。即

我们仅仅只需要考察 l ≤ akE 的分波的相移。特别的，如果入射粒子能量非常低，以致于

kE → 0，那么这时候我们将只需要考察 l = 0 的 s 分波的散射。

这种低能散射的一个重要例子是所谓的 Ramsauer–Townsend 效应。我们知道，对于
惰性气体氩、氪、氙而言，其核外电子的电荷分布通常相当对称。因此这些惰性气体原子

在比最外层电子轨道半径 a 更大的距离上所产生的电场可以忽略 (原子核的电场和核外电
子的电场几乎完全抵消)。因此当用低能电子和这些惰性气体原子相互碰撞的时候，如果
瞄准距离 b > a，那散射效应就可以忽略。这也就是说，如果入射电子能量足够低，使得

akE < 1，那我们将仅仅只需考察 l = 0 的 s 分波的散射。但是，前面我们也说了，对于一

个合适大小的散射势 |V (r)|，如果入射粒子能量 E 取一个合适的值 (依然足够低)，那将有
可能使得相移 |δ0(E)|= π，那么这时候 s 分波实际上也没有散射。因此，对于氩、氪、氙
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这样的惰性气体，如果入射低能电子的能量取一个合适的值，它将可能几乎没有散射，使

得散射截面出现一个极小值！实验发现，对于氙原子这个极小值大约出现在 0.8eV 的能量

上。这就是 Ramsauer–Townsend 效应，它是一个在量子力学出现之前人们就已经发现的
效应，但值到量子力学理论建立起来以后人们才正确地解释了它。

我们已经知道，当入射粒子能量足够低时，我们将只需要考虑最低 l 的那些分波的散

射，现在我们将更细致地考察这个结论。首先，由 (11.87) 式我们知道，散射振幅 f (θ ,φ)
可以看成是入射粒子波矢量 ki 以及出射粒子波矢量 k f 的函数，因此我们可以将之重记为

f (k f ,ki), 即 f (k f ,ki) = f (θ ,φ)。其次，对于中心力场，从 f (k f ,ki) 的分波表达式 (11.129)
可以看到， f (k f ,ki) 实际上是入射粒子能量 E 以及 ki 与 k f 的夹角 θ 的函数，而由于散
射过程的能量守恒 |ki|= |k f |= kE，由此我们可以知道， f (k f ,ki) 关于其两个自变量 ki 和

k f 完全是对称的。

假设我们取定 ki 沿着水平的 z 轴，则 θ 角就是 k f 与 z 轴的夹角，从而完全由 k f

的方向决定。另外，我们知道球谐函数 |k f |lYlm(θ ,φ) 当从球坐标变换到直角坐标后，它其
实是关于 k f 的直角坐标分量的 l 阶齐次函数。而 Yl0 =

√
(2l +1)/(4π)Pl(cosθ), 因此当然

|k f |lPl(cosθ) 也是关于 k f 的直角坐标分量的 l 阶齐次函数。由于自变量 ki 和 k f 完全对

称，因此 |ki|l|k f |lPl(cosθ) = k2l
E Pl(cosθ) 将同时是 ki 和 k f 的直角坐标分量的 l 阶齐次函

数。

当入射粒子能量足够低时，|ki| = |k f | = kE 将足够小，也即是说，入射波和出射波

的波长都将足够长，因此这些波探测不到散射势 V (r) 在小尺度上的任何剧烈变化，对于

入射波和散射波而言，散射势看起来是足够平滑的。因此这也就是说，函数 f (k f ,ki) 在

ki ∼ 0, k f ∼ 0 时是一个足够光滑的函数，因此我们可以在直角坐标中将函数 f (k f ,ki) 在

(ki,k f ) = (0,0)处进行泰勒展开。我们知道，对于多元函数，泰勒级数的每一阶都将是一个

齐次函数，同时又注意到 f (k f ,ki) 关于 ki 和 k f 完全对称，从而我们可以知道， f (k f ,ki)

的展开式必定可以写成， f (k f ,ki) = ∑l Hl(k f ,ki), 式中 Hl(k f ,ki) 表示某个关于 ki 的直

角坐标分量的 l 阶齐次函数，当然同时它也是关于 k f 的直角坐标分量的 l 阶齐次函数。

将这个泰勒展开的结果代入 f (k f ,ki) 的分波表达式 (11.129) 的等号左边，并在等号右边
利用上一段的分析结果，注意到等号左右两边的 l 阶齐次函数必定是一样的，从而即有

Hl(k f ,ki) ∝ k2l
E Pl(cosθ)。进而再一次根据分波表达式 (11.129) 我们就可以知道，当能量足

够低时必有

eiδl(E) sin(δl(E))∼ k2l+1
E . (11.147)

由于能量足够低时 kE 足够小，这时候相移 δl(E) 实际上是很小的，因此上式又可以重写

为

kE → 0 : δl(E)∼ k2l+1
E . (11.148)

这就是低能散射相移的普遍规律，从这个规律也可以清楚地看到，当 kE 足够小时，我们

将仅仅只需考虑 l = 0 分波的相移，其它分波的相移都是高阶小量。

对于足够低能的散射，我们将仅仅只需考察 s 分波，根据结果 (11.148), 我们知道
δ0 ∼ kE。当然，由于 δ0 是无量纲的，而 kE 是长度的负一次方量纲，因此在足够低能时实
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际上我们必定可以将 δ0 写成如下形式

δ0(E)∼−kEas. (11.149)

式中 |kEas| ≪ 1，as 可正可负，是某个长度量纲的量，通常称作散射长度。进一步根据总

截面的公式 (11.130) 可以知道，在足够低能时，

σT ∼ 4πa2
s . (11.150)

散射长度的概念对于刻画散射势的低能散射行为非常有用。

高能散射

下面我们简单地讨论一下高能散射情形。具体来说，对于一个力程为 a 的散射势，我

们来考察一下入射粒子能量足够高，以致于 kEa 足够大时的散射。根据我们前面的分析，

所有 l ≤ kEa 的分波这时候都需要考虑，因此这时候将有大量的分波需要考虑，根据总截

面的公式 (11.130)，这时候 σT → 4π
k2

E
∑kE a

l=0(2l +1)sin2 δl。由于有大量的 l 需要考虑，因此

δl 将随着 l 的变化而在 0 到 2π 的范围内近似于连续地变化, 呈现出一种周期性变化规
律。因此，我们可以将总截面公式中的 sin2 δl 近似地用其周期平均值 1

2 来替换，从而有

σT → 2π
k2

E
∑kE a

l=0(2l+1)，当 kEa 足够大时，求和的最终结果将趋近于 2πa2。因此，最终人们

发现，高能散射的总截面将趋于

σT → 2πa2. (11.151)

这和低能散射时的 4πa2
s 有根本性的不同。

对于一个半径为 a 的硬球。经典的散射截面当然就是这个硬球的横截面积 πa2, 也即
是说，所有碰到这个横截面积上的入射粒子都会被散射。但是在量子的层次上，对于低能

散射，我们将得到总截面 4πa2，是经典散射截面的 4 倍。当然，低能意味着长波，这时

候散射粒子的波动性非常重要，所以我们得到的结果与经典截面有偏离并不出乎意料。但

是，即使对于高能散射 (粒子性比较强)，根据我们上一段的分析，量子散射的总截面也
将是 2πa2，也不同于经典的 πa2, 而是它的两倍。这是因为，在量子的层次上，散射波其
实可以分成两部分，其一是反射部分，这一部分产生的截面就是 πa2。但是，在量子层次

上，散射波还有一个朝前散射波部分，这个朝前散射波在散射角 θ = 0 时最强 (所以叫朝
前波)。朝前散射波会和入射波干涉相消，从而在硬球的背后留下一个阴影 (其实并不是完
全干涉相消，因为在阴影正中心还会有一个泊松亮斑)。朝前波是必须存在的，否则硬球这
一障碍物的背后将不会有任何阴影，这当然不符合我们的物理直觉。实际上，这个朝前散

射波对截面的贡献也是 πa2, 因此最终的总截面就是 2πa2。

11.3.6 零能束缚态与散射长度：一个例子

这一节我们将考察一个简单的例子。假设我们考察一个入射粒子在下面这样一个球对

称势阱 V (r) 上的散射，

V (r) =

−V0, r < a

0, r > a
(11.152)
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为了简单起见，我们将仅限于考察 l = 0 的 s 波。相应的波函数 uE(r) = rψE(r) 将满足下

面的径向方程

d2

dr2 uE(r)+(k2
E + k2

0)uE(r) = 0, r < a

d2

dr2 uE(r)+ k2
EuE(r) = 0, r > a. (11.153)

式中 kE =
√

2mE/h̄2, k0 =
√

2mV0/h̄2。由于波函数 ψE(r) 在 r = 0 处有限，所以 uE(r) 得

满足 uE(0) = 0 的边界条件。由此我们可以得到方程 (11.153) 的解，为

uE(r) = Asin(
√

k2
E + k2

0r), r < a

uE(r) = Bsin(kEr+δ0), r > a (11.154)

式中 δ0 就是 s 波相移。

根据 uE(r) 以及它的一阶导数 u′E(r) 在 r = a 处的连续性, 即 u′E(a)/uE(a) 的连续性。

我们可以得到

tan(kEa+δ0) =
kE√

k2
E + k2

0

tan(a
√

k2
E + k2

0) = f (kE). (11.155)

由这个式子我们又可以得到 s 分波的 S 矩阵 S0(E) = e2iδ0 为，

S0(E) = e−2ikE a 1+ i f (kE)

1− i f (kE)
. (11.156)

假设我们将注意力集中在低能散射上，即考察 k2
E ≪ k2

0, 同时 kEa≪ 1 的情形。这时候

方程 (11.155) 可以近似为

tan(kEa)+ tan(δ0)

1− tan(kEa) tan(δ0)
≈ kE

k0
tan(k0a). (11.157)

利用 tan(kEa)≈ kEa≪ 1 我们可以进一步得到

δ0 ≈ tan(δ0)≈ kEa
(

tan(k0a)
k0a

−1
)
. (11.158)

根据散射长度 as 的定义 (即 δ0 ≈−kEas) 我们可以知道

as = a− tan(k0a)
k0

. (11.159)

很显然，当 V0 很小，也就是 k0 很小时，这个散射长度为负 (从而 δ0 为正)，注意到我们
这里考察的是一个吸引势，因此这与我们前面得到的 δl 的正负号与 V (r) 相反是一致的。

但是，随着 k0 的增加，显然 as 将会从 0 开始沿着负方向逐渐趋于 −∞(当 k0a = π/2 时)，
之后如果 k0 进一步增加，使得 k0a = π/2+ ε(ε 为一个正的无穷小量)，则 as 会从 −∞ 跳
到 +∞。之后，k0 再增加，as 就会逐渐减小，直至再次趋于 −∞，然后再次跳到 +∞，如此
不断循环。总之，随着 V0 的逐渐增加，散射长度 as 将会不断地在 −∞ 到 +∞ 之间振荡。
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我们想问的是，散射长度的这一奇异振荡行为起因于哪里？特别的，类似于上面的推导人

们不难发现，如果散射势是一个排斥势，即 V0 < 0，那相应的散射长度 as 将始终大于 0，
并且有限，因此不会有 −∞ 到 +∞ 之间的振荡。

理解吸引势时 as 的这种发散和振荡行为的关键在于考察系统的束缚态。为此我们将

入射粒子能量 E 解析延拓到 E < 0 情形，等价的，这也就是将 kE 解析延拓到正虚轴，即

取 kE = iλE(λE > 0)。束缚态相应于 S 矩阵的极点，因此根据 (11.156) 式，束缚态能级 En

将满足 f (kEn) = −i。进一步根据 f (kE) 的定义式 (11.155), 以及解析延拓关系 kEn = iλEn，

这也就是要满足

tan(a
√

k2
0−λ 2

En
) =−

√
k2

0−λ 2
En

λEn

. (11.160)

我们可以引入 qE =
√

k2
0−λ 2

E , 从而将这个方程写为

qEn =−λEn tan(aqEn), q2
En
+λ 2

En
= k2

0. (11.161)

这个方程组是我们前面在一维势散射求束缚态的例子中碰到过的，我们可以用画图的方法

求解这组方程，我们知道，当势阱足够深，从而 V0 和 k0 足够大时，这组方程有解，从而

束缚态存在。

散射长度 as 的发散行为与一种特殊的束缚态密切相关。一般来说，束缚态的能量 En

当然小于 0，但是，如果 V0 取一个合适值，将有可能使得最高束缚态能级的能量趋于 0，
从而出现一种特殊的束缚态，我们称之为零能束缚态。为了求出什么时候会出现零能束缚

态，我们直接在方程 (11.160) 中令 λEn = 0，从而得到零能束缚态的条件 tan(k0a) = ∞(或
者等价的 k0a = (n+ 1

2)π)。很显然，正是在零能束缚态出现的时候，散射长度 as 变得发

散。随着 k0 的增加，在零能束缚态出现之前，tan(k0a) 逐渐趋于 +∞，这时散射长度 as 逐

渐趋于 −∞，但是，从方程 (11.160) 很容易看到，一旦出现零能束缚态，tan(k0a) 将立即

从 +∞ 跳到 −∞，相应的散射长度 as 就将从 −∞ 跳到 +∞。可见，散射长度的发散以及
从 −∞ 到 +∞ 的跳变行为正是由于零能束缚态引起的。随着 k0 的增加，不断会有新的零

能束缚态出现，因此散射长度 as 就周期性地从 −∞ 跳变到 +∞。
为了进一步理解散射长度 as 在零能束缚态附近的发散行为，我们不妨记最高束缚态

能级为 E0 < 0, 最后我们将考察 E0→ 0 的零能束缚态极限 (这时候 λE0 → 0)。根据定义，
iλE0 是 S 矩阵 S0(E) 的一个极点，在这个极点附近，S0(E) 可以近似成

S0(E) = e2iδ0 ∼ iλE0 + kE

iλE0− kE
. (11.162)

由于我们考察的是低能散射，所以 kE ≪ λE0，由此我们近似地可以得到 δ0 ∼−kE/λE0 , 从
而即有

as ∼
1

λE0

. (11.163)

很显然，当 E0 趋于一个零能束缚态时，即 λE0 → 0 时，as 将发散。
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11.4 附注

关于一维势散射的两个具体求解例子，关于卢瑟福公式的精确推导，以及关于零能

束缚态和散射长度的那个例子，均参考了 D. Tong 的讲义《Applications of Quantum
Mechanics》。





12. * 密度算符与熵

本章讲述密度算符的概念和其含义。本章也将从一个更高的角度重新审视量子力学的

基本原理，并介绍量子力学的多世界诠释。

本章随之系统讲述了冯诺伊曼熵和量子相对熵，以及它们的各种性质。本章还会推导

开放系统随着时间的演化方程，并证明热力学第二定律。
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12.1 密度算符与量子力学原理

前面章节研究的量子力学系统都是所谓的封闭完整系统，也就是说，我们忽略了系统

与外界的相互作用，并且我们研究的是整个系统而不是其中的一部分。但是，现实中的系

统总是从属于一个更大的系统，是更大系统的一部分，而不是全部。现实中的系统也总是

会与外界环境甚至包括我们的仪器相互作用。如何描述这样的现实系统就是本节要解决的

核心问题。通过对这一问题的讨论，我们也得以从一个更高的视角来重新审视量子力学的

基本原理。

12.1.1 期望值以及算符迹

下面我们先作一些准备。

测量与期望值

在第二章关于量子力学基本原理的讨论中，我们得出过一个重要公式：对某个物理量

A 多次重复实验测得的平均值 A 等于算符 A 在态上的期望值，即

A = ⟨ψ|A|ψ⟩, (12.1)

|ψ⟩ 为系统所处的量子态。我们也说过，物理量 A 的测量值是相应算符 A 的本征值，在单

次实验中，我们测得哪个值是随机的，测得本征值 λi 的概率为 pi = |⟨i|ψ⟩|2, 式中 |i⟩ 为与
本征值 λi 相应的本征态。这样算出来的概率 pi 当然也可以通过重复多次实验来检验，因

此其计算公式应该也能写成期望值的形式，的确，假如定义投影算符 Pi = |i⟩⟨i|, 则人们很
容易验证

pi = ⟨ψ|i⟩⟨i|ψ⟩= ⟨ψ|Pi|ψ⟩. (12.2)

因此，不仅仅物理量的平均值，而且物理量值的概率分布，都可以表达成厄密算符期望值

的形式。

以上讨论告诉我们，在量子力学中一切可以通过重复实验来进行检验的量都可以由一

个适当厄密算符的期望值来计算，假设这个厄密算符是 O，习惯上，人们常将这个期望值

简记为 ⟨O⟩，

⟨O⟩= ⟨ψ|O|ψ⟩. (12.3)

各种厄密算符的期望值就是我们能够从一个量子态中提取的所有信息。

算符求迹

一个矩阵所有对角元的和称为矩阵的迹，在幺正变换下矩阵的迹保持不变，这使得我

们可以将迹的概念推广到线性算符。对于一个线性算符 O, 我们记其迹为 Tr(O), 定义为

Tr(O) = ∑
i
⟨i|O|i⟩, (12.4)

式中 {|i⟩} 为希尔伯特空间的一组正交归一矢量基。虽然为了计算算符的迹我们需要选取
一个特定的表象，但由于不同的表象之间只相差一个幺正变换，所以算符的迹实际上并不
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依赖于表象。由此可以知道，一个算符的迹就是它在任何一个表象中表示矩阵的迹，特别

的，对于厄密算符，我们可以将这个表象选为它的本征表象，这时候算符的迹其实就是所

有本征值的和。

假设有两个算符 A 和 B，读者容易证明算符迹满足如下等式

Tr(AB) = Tr(BA). (12.5)

不过，值得说明的是，对于无穷维希尔伯特空间，并非所有算符的迹都是定义良好的，因

此在无穷维希尔伯特空间上应用 (12.5) 式时得特别小心，有时候它并不成立。比方说，对
于坐标算符和动量算符的对易子来说，如果简单地应用这个公式将会得出 Tr([X ,P]) = 0，

但实际上 Tr([X ,P]) = ih̄Tr(1) ̸= 0。在这个例子中，(12.5) 式之所以不成立，正是因为式中
各算符的迹都不是良好定义的。

利用算符的迹，我们可以把算符的期望值公式重写成

⟨ψ|O|ψ⟩= Tr
(
|ψ⟩⟨ψ|O

)
= Tr

(
ρψO

)
. (12.6)

式中投影算符 ρψ = |ψ⟩⟨ψ|。要证明这个式子，我们只需注意到

Tr
(
|ψ⟩⟨ψ|O

)
= ∑

i
⟨i|ψ⟩⟨ψ|O|i⟩= ∑

i
⟨ψ|O|i⟩⟨i|ψ⟩= ⟨ψ|O|ψ⟩.

可见，为了计算算符的期望值，我们并不需要知道量子态 |ψ⟩，而是只需要知道厄密算符
ρψ。|ψ⟩和 ρψ 的一个重要区别是，|ψ⟩可以相差一个非物理的整体相位因子，变成 eiθ |ψ⟩,
而 ρψ 在这种相位变换下不变，也即是说，它自动剔除了这一非物理的整体相位信息。

以上讨论告诉我们，从一个量子系统中能够提取出来的所有物理信息都包含在 ρψ =

|ψ⟩⟨ψ| 这一特殊厄密算符中。注意到 ⟨x|ρψ |x⟩= |⟨x|ψ⟩|2 正好是概率密度。即是说，ρψ 在

坐标表象中的对角元对应概率密度，所以人们常常称 ρψ 为纯态密度算符，它和狄拉克符

号 |ψ⟩ 表示的量子态是对应的，这样的态也称为纯态。下面我们就是要将密度算符这一概
念推广到更为一般的情形。

12.1.2 从量子纠缠态到混态

密度算符的一般概念和这样的问题密切相关，即对于一个由两部分组成的系统，假设

我们仅仅关心其中的一部分，该如何描述我们所关心的对象？这一小节我们就是要解决这

个问题。

一个例子

不妨先看一个例子。假设我们有两个量子比特，分别称作量子比特 A 和量子比特 B，

它们的希尔伯特分别为 HA 和 HB。假设 A,B 两者共同处在 |ψ⟩ 态，

|ψ⟩= c0|00⟩+ c1|11⟩. (12.7)

则我们很容易写出与这个态相应的纯态密度算符

ρψ = |c0|2|00⟩⟨00|+ |c1|2|11⟩⟨11|+ c0c∗1|00⟩⟨11|+ c1c∗0|11⟩⟨00|. (12.8)
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我们称这个密度算符前面的两项为对角项，后面的两项为非对角项。非对角项相应于通常

所说的干涉项，它描写了相互叠加的两个态之间的干涉。

假设我们忽略 B 而仅仅只关心 A, 对 A 进行各种测量。比方说我们测量 A 的某个物

理量 OA, 因此我们就要计算如下期望值，

⟨ψ|OA|ψ⟩= TrAB
(
ρψOA

)
. (12.9)

式中 TrAB 表示在整个系统的张量积希尔伯特空间 HA⊗HB 上求迹。注意到 HA⊗HB 的

基矢量 |i j⟩AB = |i⟩A| j⟩B, i, j = 0,1, 所以 TrAB = TrATrB, 式中 TrA 和 TrB 分别表示在 HA 和

HB 上求迹。由于 OA 只作用在 HA 上，与 B 量子比特无关，所以 TrB 就直接作用在 ρψ

上，得到

ρA = TrB(ρψ) = |c0|2|0⟩⟨0|+ |c1|2|1⟩⟨1|. (12.10)

这是一个只作用在 HA 上的厄密算符。而期望值公式 (12.9) 就变成

⟨ψ|OA|ψ⟩= TrA
(
ρAOA

)
. (12.11)

以上讨论告诉我们，如果仅仅只关心 A 量子比特，那就无需知道 |ψ⟩，只需知道 ρA,
忽略 B 以后所有能从 A 量子比特提取出来的信息都包含在厄密算符 ρA 中。我们称 ρA 为

A 量子比特的密度算符，当然它不是前面引入的纯态密度算符，因为现在这个密度算符不

能写成 |ϕA⟩⟨ϕA| 这样的形式，我们称这种密度算符为混态密度算符，简称混态。很明显，
ρA 满足

TrA
(
ρA
)
= |c0|2 + |c1|2 = 1. (12.12)

在这个例子中，系统所处的 |ψ⟩ = c0|00⟩+ c1|11⟩ 态显然是一个纠缠态，上面的推导
过程告诉我们，如果忽略 B 量子比特 (数学上就是将 ρψ 对 B 求迹，称作 trace 掉 B)，我
们将得到一个 A 的混态密度算符 ρA，称作 ρψ 在 A 上的约化密度算符。从 (12.10) 式可
以看得很清楚，在密度算符 ρA 中，量子比特 0 态与 1 态间的干涉项消失了，这就叫做退
相干。在这个例子中，A 的 0 态与 1 态退相干的原因有两个: 首先，A 和 B 发生了量子纠

缠，其次，我们忽略了 B。

从 (12.10) 式还可以看到，退相干的 A 量子比特对于忽略了 B 的我们来说，完全可以

看作是以 |c0|2 的概率处于 |0⟩ 态，以 |c1|2 的概率处于 |1⟩ 态，这分别对应 (12.10) 式中的
|c0|2|0⟩⟨0| 和 |c1|2|1⟩⟨1|。

量子擦除

我们知道，一个量子比特如果处在 |+⟩ =
(
|0⟩+ |1⟩

)
/
√

2 态，那它的 |0⟩ 态和 |1⟩ 态
之间将会有干涉，两者的相对位相可以观测，通过对相对位相的观测我们可以把 |+⟩ 态
和 |−⟩ =

(
|0⟩ − |1⟩

)
/
√

2 态 100% 地区分开来。但是，从前面的讨论中我们也知道，如

果将这个量子比特作为 A 与另一个量子比特 B 纠缠起来，使得 AB 整体处于 |ϕ+⟩ =(
|00⟩+ |11⟩

)
/
√

2 =
(
|++⟩+ |−−⟩

)
/
√

2 态，那么当我们忽略 B 的时候，A 的 |0⟩ 态和 |1⟩
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态之间将会退相干，这时候 A 将由混态密度算符 1
2

(
|0⟩⟨0|+ |1⟩⟨1|

)
= 1

2

(
|+⟩⟨+|+ |−⟩⟨−|

)
描述，|0⟩, |1⟩ 之间的相对位相将会变得不可观测。这种不可观测是因为这时候 A 量子比特

取值是 0 还是 1 的信息通过与 B 的纠缠泄露出去了。

但是，假如我们不是完全忽略 B 的信息，那就有一种方法可以恢复 A 量子比特 |0⟩ 态
和 |1⟩态之间的相干叠加性。这方法就是，假设我们不是在 {|0⟩, |1⟩}基，而是在 {|+⟩, |−⟩}
基中观测 B 量子比特，并根据观测结果将所有的 A 量子比特分成 +,− 两类。+ 类 A 量

子比特相应于对 B 的观测结果是 |+⟩，− 类 A 量子比特则相应于对 B 的观测结果是 |−⟩。
那么这时候 + 类 A 量子比特的 |0⟩, |1⟩ 态之间将是相干叠加的，− 类也是如此。这是因为，
AB 整体的量子态是 |ϕ+⟩=

(
|++⟩+ |−−⟩

)
/
√

2, 因此当 B 的观测结果是 |+⟩ 时，对相应
A 量子比特的描述将不是混态密度算符 1

2

(
|0⟩⟨0|+ |1⟩⟨1|

)
，而是纯态 |+⟩，同样，当 B 的

观测结果是 |−⟩ 时，对相应 A 量子比特的描述也是纯态 |−⟩。当我们根据对 B 的观测结

果将这两类 A 量子比特分开时，它们各自当然都是相干的。

上面描述的这种恢复 A 量子比特相干性的方法就叫做量子擦除，因为无论对 B 的测

量结果是 |+⟩ 还是 |−⟩, 我们都得不到任何取值是 0 还是 1 的信息。因此这种测量就从 B

量子比特中擦除了通过纠缠泄露出去的 A 取值是 0 还是 1 的信息。

两体纠缠的刻画-施密特分解

前面两量子比特的例子所揭示的量子纠缠态与子系统混态之间的联系是一般性的，为

了看清楚这一点，让我们更仔细地考察一下两体量子纠缠。

对于一个由 A、B 两部分组成的系统，假设这两部分的希尔伯特空间分别为 HA 和

HB，则任意量子态 |ψ⟩ 必定可以写成

|ψ⟩= ∑
iA,iB

ψiAiB |iA⟩|iB⟩, (12.13)

式中 {|iA⟩} 和 {|iB⟩} 分别为 HA 和 HB 的正交归一矢量基。式中的叠加系数 ψiAiB 有两个

指标，因此可以看成是一个矩阵，根据矩阵的奇异值分解定理 1，ψiAiB 必定可以分解成如

下形式

ψiAiB = ∑
a

λau(a)iA v(a)iB , (12.14)

式中 u(a)iA 和 v(a)iB 分别满足正交归一条件 ∑iA(u
(a)
iA )∗u(b)iA = δab 和 ∑iB(v

(a)
iB )∗v(b)iB = δab, 并且我

们总可以通过调节 u(a)iA 和 v(a)iB 之间的相对相位使得 λa ≥ 0, 因此我们可以令 λa =
√

pa,
pa ≥ 0。现在记 |a⟩A = ∑iA u(a)iA |iA⟩, |a⟩B = ∑iB v(a)iB |iB⟩，则由 u(a)iA 和 v(a)iB 的正交归一性可以证

明，|a⟩A 和 |a⟩B 分别正交归一，即 A⟨a|b⟩A = B⟨a|b⟩B = δab。将 (12.14) 式代入 (12.13) 就
可以得到

|ψ⟩= ∑
a

√
pa|a⟩A|a⟩B. (12.15)

1如果将这个矩阵看成是某个算符的表示矩阵，那矩阵的奇异值分解定理其实就来源于算符的奇异值分解

定理。
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进一步利用 |ψ⟩ 态的归一化条件，容易得到

∑
a

pa = 1. (12.16)

(12.15) 式就叫做两体系统量子态的施密特分解，其中非零的 pa 数目就称作量子态的

施密特数。显然，斯密特数最小等于 1，最大等于 HA 和 HB 维数中较小的那个。如果施

密特数等于 1，则由 (12.15) 式很容易看出，这时候量子态 |ψ⟩ 必定分解成 A,B 量子态乘

积的形式，反过来，如果施密特数大于 1，那就必定没有这样简单的分解，从而 |ψ⟩ 态就
必定为一个纠缠态。即是说，|ψ⟩ 不是纠缠态的充要条件是施密特数等于 1，因此施密特
数多少反映了两体纠缠的状况，施密特数越大说明 A,B 纠缠得越厉害。

密度算符与系综

一个量子系统通常总是处于某个环境之中，假设我们把系统看作 A，把环境看作 B,
那么整个世界就可以看成是一个由 A, B 两部分组成的封闭完整系统，其 A, B 两部分通

常会纠缠起来。下面我们对整个世界的量子态应用施密特分解公式 (12.15)，我们记整个
世界的密度算符为 ρψ = |ψ⟩⟨ψ|，假设我们忽略 B 部分，那就会得到 A 的约化密度算符

ρA = TrB(ρψ), 我们从 A 中能够提取出来的所有信息都包含在 ρA 中，并可以通过计算算符

期望值 TrA
(
ρAOA

)
来得到，因此我们也称 ρA 描写了子系统 A 的一个量子态，只不过这个

量子态不一定是纯态，而可以是混态。

由 (12.15) 式容易有

ρA = ∑
a

pa|a⟩A⟨a|. (12.17)

显然，ρA 满足 TrA
(
ρA
)
= ∑a pa = 1。由于我们没有对 A 和 B 进行任何限制，所以可以想

见，(12.17) 应该能代表 A 的一个任意量子态。从 (12.17) 可以看出，施密特分解的 pa 刚

好是密度算符 ρA 的本征值，施密特分解的 |a⟩A 则是相应的本征态。同样的，我们也可以
忽略 A 部分，进而得到 B 部分的约化密度算符 ρB = TrA

(
ρψ
)
，为

ρB = ∑
a

pa|a⟩B⟨a|. (12.18)

如果原来 AB 整体的量子态 |ψ⟩ 不是一个纠缠态，也就是说施密特数等于 1，假设非
零的 pa 为 a = 1 的 p1, 则由于 ∑a pa = 1，必有 p1 = 1，由 (12.17) 和 (12.18) 的表达式可
见，这时候必有

ρA = |1⟩A⟨1|, ρB = |1⟩B⟨1|. (12.19)

显然这是两个纯态密度算符。反过来，如果原来的 |ψ⟩ 是一个纠缠态，施密特数大于 1，
那 ρA, ρB 就是混态密度算符。所以整个完整系统 AB 的纠缠态和子系统 A 或者 B 的混态

是相对应的。

当然，我们可以完全不提 B 部分，直接定义一个系统的密度算符，而不管它是否源于

系统与环境的纠缠。一个系统的密度算符 ρ 包含了所有我们能从对这个系统的观测中提
取出来的信息，根据上面的讨论可以知道，密度算符 ρ 应该满足如下性质：1. 它是一个
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厄密算符。2. 它的本征值都大于等于 0，为正定算符。3. Tr(ρ) = 1。有了密度算符以后，

对任何物理可观测量 O 期望值的计算就可以表达为

⟨O⟩= Tr(ρO). (12.20)

如果一个密度算符能够写成 ρ = |ψ⟩⟨ψ|的形式，就称为纯态密度算符，它描述的系统
状态就是纯态，否则就是混态密度算符，描述的状态就是混态。很显然，纯态密度算符额

外满足

ρ2 = ρ. (12.21)

反过来，如果一个密度算符额外满足上式，则它的本征值必为 0 或 1，由于密度算符所有
本征值的和要等于 1，因此它就必定能写成 ρ = |ψ⟩⟨ψ| 的形式 (|ψ⟩ 为 ρ 的本征态)，从而
必为纯态密度算符。对于纯态密度算符，我们必定有

Tr(ρ2) = Tr(ρ) = 1. (12.22)

对于一个任意的密度算符 ρ, 我们必可以通过求解它的本征方程将它对角化成如下形
式

ρ = ∑
a

pa|a⟩⟨a|. (12.23)

密度算符的正定性告诉我们 pa≥ 0, Tr(ρ) = 1的条件则告诉我们 ∑a pa = 1，所以 pa≤ 1，等

号仅当 ρ 为纯态密度算符时才成立。因此，对于混态密度算符，我们必有 Tr(ρ2) = ∑a p2
a <

∑a pa = 1，即对于混态密度算符，必有

Tr(ρ2)< 1. (12.24)

所有系统都可以看作某个更大的 AB 系统的 A 部分，并且 (12.23) 的形式以及前面关
于施密特分解的知识进一步告诉我们，所有的密度算符都可以看成由这个更大系统的某个

具有施密特分解 (12.15) 形式的纯态 |ψ⟩ 通过忽略 B 部分来得到，(12.15) 就称作密度算
符 (12.23) 的纯化。

然而，密度算符的概念其实并不需要通过它的纯化来理解。密度算符的 (12.23) 形式
启发我们可以从系综的角度解释密度算符。也即是说，我们可以认为密度算符描述的是大

量系统的集合，其中每一个系统以概率 pa 处于 |a⟩ 态。这是因为，这一系综中任何物理
量 O 的期望值同样由下式给出

⟨O⟩= ∑
a

pa⟨a|O|a⟩= Tr(ρO). (12.25)

密度算符的系综解释和纯化解释是有所不同的，纯化解释可以用于单个系统，而系综

解释只适用于大量系统的系综。但是，由于对任何物理量期望值的测量都需要多次重复实

验，这相当于引入了大量系统，因此在实验上我们实际上无法区分密度算符的纯化解释和

系综解释。
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不过，根据系综解释，我们可以将密度算符中出现的概率 pa 看成是源于我们对系统

信息的缺失，它造成了我们对系统的某种无知。在纯化解释中，系统作为 A 部分与辅助的

B 纠缠成了一个整体，在这个整体中 A 和 B 的“个性”都已经失去，而 pa 所反映的信息

缺失就源于我们对 B 部分的忽略。总之，密度算符描述中包含了对系统的某种无知，这种

无知来源于对系统的信息缺失，而系综诠释的好处是，它允许这种信息缺失和纠缠无关，

任何信息缺失都可以对应于一个系综，从而给出一个密度算符。然而，如何量化密度算符

中包含的无知呢？这个问题我们后面再来讨论。

12.1.3 Bloch 球

下面我们详细地讨论一下单个量子比特的密度算符 ρ。这时候希尔伯特空间是 2 维
的，为了具体起见我们可以将基矢量 {|0⟩, |1⟩} 表示成

|0⟩=

(
1

0

)
|1⟩=

(
0

1

)
. (12.26)

如此一来，密度算符 ρ 就应该表示成一个 2×2 的厄密矩阵，称为密度矩阵。但是，任何

2×2 的厄密矩阵都可以用 {1,σx,σy,σz} 这四个厄密矩阵展开为 ρ = 1
2(w0 ·1+w ·σ), 式中

{w0,w} 均为实数。注意到泡利矩阵的迹为零，则由 Tr(ρ) = 1 可知，w0 = 1, 从而单个量
子比特的密度矩阵 ρ 必定可以表示成如下形式

ρ(w) =
1
2
(
1+w ·σ

)
. (12.27)

w 称为量子比特的极化矢量，所以单量子比特的密度矩阵完全由其极化矢量刻画。另外，
容易算出 Tr(ρ2) = 1

2(1+w2), 由 Tr(ρ2)≤ 1 可知

w2 ≤ 1, (12.28)

等号当且仅当 ρ(w) 为一个纯态密度矩阵时才成立。

由上面的讨论可知，单个量子比特的所有可能密度矩阵一一对应于 3 维极化矢量空间
中的一个单位球体 w2 ≤ 1，称为 Bloch 球，这个球体的表面对应于单量子比特的可能纯
态，球内部分描写的当然就是混态。特别的，在 Bloch球体中心，w = 0处的那个混态，就

是通常所谓的最大混态，很显然，它是

ρ(0) =
1
2
·1 =

1
2
(
|0⟩⟨0|+ |1⟩⟨1|

)
. (12.29)

之所以说 ρ(w) 表达式中的 w 是极化矢量，是因为，假设将单量子比特看成电子自旋，
|0⟩ 态看成自旋向上态，|1⟩ 态看成自旋向下态，则我们可以计算 n 方向泡利算符 (n ·σ) 的

期望值，易得

⟨(n ·σ)⟩w = Tr((n ·σ)ρ(w)) = n ·w. (12.30)

这告诉我们，n 方向自旋期望值是矢量 w 在 n 方向上的投影，可见 w 正好代表自旋极化。
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假设在单位球面上取一个单位矢量 n = (sinθ cosϕ ,sinθ sinϕ ,cosθ), n2 = 1，则纯态密

度矩阵就是 ρ(n) = 1
2

(
1+n ·σ

)
。假设记相应的纯态为 |ψ(n)⟩，即 ρ(n) = |ψ(n)⟩⟨ψ(n)|，则

由于 (n ·σ)ρ(n) = ρ(n)(n ·σ) = ρ(n)，容易看出，|ψ(n)⟩ 必为 (n ·σ) 的本征值为 1 的本征
态。

利用 3 个泡利矩阵的表达式，并将单位矢量 n 的分量形式代入 ρ(n)，容易得到

ρ(n) =

(
cos2(θ/2) cos(θ/2)sin(θ/2)e−iϕ

cos(θ/2)sin(θ/2)eiϕ sin2(θ/2)

)
. (12.31)

由此可以得到

|ψ(n)⟩=

(
cos(θ/2)e−iϕ/2

sin(θ/2)eiϕ/2

)
. (12.32)

假设有两个密度矩阵 ρ(w1) 和 ρ(w2), 则对于任意 0≤ t ≤ 1 均有

tρ(w1)+(1− t)ρ(w2) = ρ(tw1 +(1− t)w2), (12.33)

也即是说，两个密度矩阵按照 tρ(w1)+(1− t)ρ(w2) 的形式组合以后结果依然是一个密度

矩阵，而且这个密度矩阵的极化矢量刚好是 tw1 +(1− t)w2。实际上，假设将 0≤ t ≤ 1 看

成可变参数，那方程 tw1 +(1− t)w2 描写的就是 w1 与 w2 的连线线段，这条线段当然依

然在 3 维空间的单位球体之内，因此连线上的每一点当然都对应一个密度矩阵。

12.1.4 哥本哈根诠释和多世界诠释

在第二章的” 量子比特与薛定谔猫” 一节中，我们谈到测量会导致态的坍缩，这种说
法其实只是对量子力学的一种诠释，而对于量子测量过程发生了什么，其实有多种诠释。

现在，让我们更细致地考察一下量子测量过程，并介绍两种不同的主要诠释，哥本哈根诠

释和多世界诠释。

大致来说，目前对量子测量过程的认识是下面这样的：简言之，测量过程就是一个

被测对象和观察者 (包括仪器) 以及环境发生纠缠的过程。以测量一个电子的自旋 z 分

量为例，这时候我们可以把一个任意的电子自旋态 |ψ⟩ 分解成自旋向上态 | ↑⟩ 和自旋
向下态 | ↓⟩ 的叠加，即 |ψ⟩ = c↑| ↑⟩+ c↓| ↓⟩。假设测量之前电子处在 |ψ⟩，观察者 (包
括仪器) 处在 |m0⟩ 态，环境处在 |e0⟩ 态。那么测量之前整个世界的量子态 |W0⟩ 就是
|W0⟩= |ψ⟩|m0⟩|e0⟩= c↑| ↑⟩|m0⟩|e0⟩+ c↓| ↓⟩|m0⟩|e0⟩。

现在对电子的自旋 z 分量进行测量, 当测到电子自旋向上时，我们记观察者处于 |m↑⟩
态，记这时候环境的状态为 |e↑⟩，而当测到电子自旋向下时，记观察者处于 |m↓⟩ 态，记这
时候环境的状态为 |e↓⟩。

而电子、观察者、环境这三者的整体也是一个量子系统，因此在测量过程中这个整体

的量子态必然是保持线性叠加并幺正演化的，因此测量以后，世界的量子态将由测量前

的 |W0⟩ 幺正演化到 |W ⟩, 由于要保持量子态的线性叠加，|W ⟩ 必定可以写成 |W ⟩ = c↑| ↑
⟩|m↑⟩|e↑⟩+c↓| ↓⟩|m↓⟩|e↓⟩。很显然，与测量前的 |W0⟩ 态不同，在 |W ⟩ 态中，电子、观察者、
以及环境这三者纠缠成了一个整体。
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请注意，|W ⟩ 态依然是一个确定的量子态，因此这时候依然是不谈概率的。
但是，简化一点来说，在测量时我们关心的当然只是作为观测对象的电子，以及仪器

上的读数和观察者看到某个读数时的心情，我们会完全忽视环境，实际上我们也根本无法

收集到环境的信息。而由于电子、观察者、以及环境纠缠成了一个整体，因此当我们忽视环

境的信息时，电子和观察者的量子力学描述就不再是一个纯态了，而是混态 |c↑|2| ↑,m↑⟩⟨↑
,m↑|+ |c↓|2| ↓,m↓⟩⟨↓,m↓|。也就是说，原来的相干叠加消失了，概率出现了。观察者有 |c↑|2

的概率处在 |m↑⟩ 态并发现电子自旋向上，有 |c↓|2 的概率处在 |m↓⟩ 态并发现电子自旋向
下。这个过程就是我们前面说过的退相干。很显然，退相干是因为量子信息泄露到了环境

中去而产生的。

到此为止都还没有涉及到量子态的坍缩，量子力学的不同诠释对上面的内容基本上还

是有共识的。麻烦就出在，一旦我们在某次测量中观察到电子自旋向上，在我们看来整个

世界就应该处在 |W↑⟩ = | ↑⟩|m↑⟩|e↑⟩ 态，相反，如果在某次测量中我们观察到电子自旋向
下，那在我们看来，这时候整个世界就应该处在 |W↓⟩= | ↓⟩|m↓⟩|e↓⟩ 态。

这时候就有不同的观点了，哥本哈根诠释的观点是，一次测量只发生了一个可能的结

果，因此量子态坍缩了，当我们观察到电子自旋向上时，世界的量子态就从 |W ⟩ 坍缩到了
|W↑⟩，而当我们观察到电子自旋向下时，世界的量子态就从 |W ⟩ 坍缩到了 |W↓⟩。至于坍缩
过程是如何进行的，目前物理学家们依然在研究之中。

这种诠释的问题在于，我们可以设想有一个外在于整个世界的“朋友”，他根本不关

心我们的电子自旋是向上还是向下，他根本就没有进行观测，因此对于他来说，世界的量

子态应该依然是 |W ⟩，根本就没有什么量子态的坍缩。
另一种不同的诠释通常人们叫做多世界诠释。这种诠释的观点是，一次测量，所有可

能的结果都发生了，但是，世界本身分裂了，不同的可能结果发生在分裂以后的不同平行

世界里。也就是说，在一个世界里你测到电子自旋向上，而在另一个世界里你测到电子自

旋向下。但是，不同的平行世界只是同一个量子现实的不同分支，而整个量子现实依然是

由相干叠加的 |W ⟩= c↑|W↑⟩+ c↓|W↓⟩ 态来描写的。根据这种多世界诠释，从来就没有什么
量子态坍缩，有的不过是世界分裂。

这种诠释的问题是，分裂以后的两个平行世界怎么能够保持相干叠加从而共同构成同

一个量子现实呢？

12.2 再谈密度算符与系综

这一节我们主要是推广系综的概念。

密度算符集合的凸性

首先我们定义一下什么是向量空间的凸子集。对于向量空间的某个子集，如果它满足

集合中任意两个点的连线段完全处于集合内部，那么这个集合就是向量空间的一个凸子

集。比如图 (12.1) 所示的多边形就是两维平面的凸子集。如果凸子集中的某点永远不能处
在子集内连线段内，而只能处于连线段的端点，那这个点就称为极端点。比如图 (12.1) 中
的 A,B,C,D,E 点就是极端点。
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Figure 12.1: 两维实向量空间的一个凸子集，A,B,C,D,E 为极端点。

另外，由于任何两个厄密算符的实系数线性组合依然是厄密算符。所以一个量子系统

所有厄密算符的集合构成了一个实向量空间，系统每一个可能的厄密算符都对应这个实向

量空间里的一个向量。

之所以讨论以上两个概念，是因为，一个量子系统的所有可能密度算符的集合构成了

厄密算符向量空间的一个凸子集。具体来说，假设 ρ1,ρ2, ...,ρN 是系统 N 个可能的密度算

符，则下式给出的 ρ 也必定是系统可能的密度算符

ρ = p1ρ1 + p2ρ2 + ...+ pNρN , (12.34)

式中，0≤ pi ≤ 1, 且 ∑N
i=1 pi = 1。要证明 ρ 是密度算符，只需验证它满足密度算符必须满

足的 3 条性质。根据所给条件，ρ 的厄密性以及 Tr(ρ) = 1 这两条都很明显，唯一需要说

明的是 ρ 的正定性。对于一个厄密算符的正定性，我们有两种等价的判定方法，1. 所有
本征值大于等于 0; 2. 这个算符在任何量子态 |ψ⟩ 上的期望值都大于等于 0。根据第 2 种
判定正定性的方法，(12.34) 式给出来的厄密算符 ρ 的正定性也是显然的 (注意我们已知
每一个 ρi 都正定)。
上一段我们刻画了密度算符集合的凸性，实际上更符合凸子集定义的刻画方法是: 假

设 ρ1,ρ2 为系统两个可能的密度算符，则这两者的连线段 ρ(t) = tρ1 +(1− t)ρ2 上每一个

密度算符 ρ(t) 也必为系统可能的密度算符，这里 0 ≤ t ≤ 1。这种刻画凸性的方式不仅是

上一段给出来的刻画方式的特例，而且从它出发通过使用数学归纳法我们也能反过来导出

上一段的刻画方式。所以对凸性的这两种刻画方式实际上是等价的。

不仅如此，我们还可以证明，纯态密度矩阵相应于这个密度算符凸子集的极端点。为

此，我们假设 ρ = |ψ⟩⟨ψ|,我们用反证法，设存在密度算符 ρ1和 ρ2，使得 ρ = tρ1+(1−t)ρ2,
0 < t < 1。任意取一个与 |ψ⟩ 正交的 |ψ⊥⟩ 态，它满足 ⟨ψ|ψ⊥⟩= 0, 则有 0 = ⟨ψ⊥|ρ|ψ⊥⟩=
t⟨ψ⊥|ρ1|ψ⊥⟩+(1−t)⟨ψ⊥|ρ2|ψ⊥⟩。进一步根据密度算符的正定性，必有 ⟨ψ⊥|ρ1|ψ⊥⟩= ⟨ψ⊥|ρ2|ψ⊥⟩=
0。但是 |ψ⊥⟩ 是任意与 |ψ⟩ 正交的态，因此刚才的结果就意味着 ρ1 = ρ2 = |ψ⟩⟨ψ|= ρ。这
就证明了纯态必为极端点。反过来，对于混态密度算符 ρ，由于总有 ρ = ∑a pa|a⟩⟨a|，式
中 |a⟩⟨a|= ρa 均为纯态密度算符，这就说明混态密度算符必定不是极端点。这就完成了密

度算符凸子集的极端点与纯态一一对应的证明。
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比方说对前面讨论过的单量子比特密度算符 Bloch 球体的例子，整个 Bloch 球体就
是一个凸子集，球体表面的每一个点都是这个凸子集的极端点，因此必定相应于纯态。这

正好是我们前面已经知道的结论。不过，Bloch 球体是一个特例，它的边界点和极端点是
一回事，但是，图 (12.1) 告诉我们，对于一般的凸子集，它的极端点必定是边界点，但是
反过来，它的边界点却不一定是极端点。具有 3 维以上希尔伯特空间的量子系统的密度算
符凸子集也是这样，它的边界点并不都是极端点。

系综概念的推广

根据凸性，假设某个密度算符 ρ 可以写成 ρ = ∑i piρi, ∑i pi = 1。则很显然

⟨O⟩= Tr(ρO) = ∑
i

piTr(ρiO) = ∑
i

pi⟨O⟩i. (12.35)

这就意味着，对于一个量子系统，假设我们能够制备出所有的 ρi 态，则我们就可以制备

一个系综，让这个系综中的每个系统以 pi 的概率处在 ρi 态，而这个系综就可以由密度算

符 ρ = ∑i piρi 描述。密度算符 ρ 既可以看成是描述一个系统的量子态，也可以看成是描
述刚才所说的系综，等式 (12.35) 告诉我们，在物理上我们并不能区分这两者。
很明显，除了纯态以外，任何一个密度算符 ρ 都有多种办法分解成 ρ = ∑i piρi, ∑i pi =

1。因此与密度算符 ρ 所对应的系综远不是唯一的，而是有无穷多的可能性。比方说，对
于单量子比特 Bloch 球体内部的任何一点 (对应密度算符 ρ)，我们都可以作无数条过这一
点的线段与球面上的两点 (对应于两个纯态密度算符) 相交，每一根这样的线段都意味着
我们可以将密度算符 ρ 表示成球面上的这两个纯态密度算符的线性组合，而 ρ 就可以看
成是描述了相应的纯态系综，由于这样的线段有无数条，所以 ρ 可以描述无数多个不同的
纯态系综，在物理上这些纯态系综不可区分。比方说，对于 Bloch 球心的那个最大混态密
度算符 ρ = 1

2 ·1，我们就有无数种表达它的方式，比如下面的两种

ρ =
1
2
|0⟩⟨0|+ 1

2
|1⟩⟨1|= 1

2
|+⟩⟨+|+ 1

2
|−⟩⟨−|. (12.36)

12.3 量子熵

12.3.1 冯诺伊曼熵

前面我们说过，混态密度算符可以写成 ρ = ∑a pa|a⟩⟨a| 的形式，pa 可以看成概率，是

一种不确定性，它反映了我们对系统的某种无知。然而如何衡量这种无知呢？

一个自然的想法是将这种无知定义成某个算符的期望值，不妨称这个算符为“无知算

符”，下面我们就是要找到它的表达式。由于我们的无知反映在系统的密度算符 ρ 中，所
以这个“无知算符”应该依赖于 ρ(而通常的物理量算符是与态 ρ 无关的)。而且，如果 ρ
是一个纯态密度算符，那它就没有任何不确定性，从而相应的“无知算符”应该为零。

另外，从直观上我们知道，如果两个系统 S1 和 S2 相互独立，那我们对它们的无知应

该是相加的，或者说相应的“无知算符”应该是相加的。另一方面，假设我们记 S1 的密度

算符为 ρS1，记 S2 的密度算符为 ρS2 , 则由于这两个系统相互独立，所以两者整体的密度
算符应该是 ρS1 和 ρS2 的乘积，不过，ρS1 只作用在 S1 的希尔伯特空间 HS1 上，ρS2 只作
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用在 S2 的希尔伯特空间 HS2 上，为了强调这一点我们常将这个乘积写成如下形式

ρS1ρS2 = ρS1⊗ρS2 , (12.37)

它作用在两者整体的希尔伯特空间 HS1⊗HS2 上。为了将密度算符的这种相乘关系转化为

相加关系，我们定义与密度算符 ρ 相应的“无知算符”如下

− log(ρ). (12.38)

额外加上的负号是为了使得这个算符为一个正定算符2。显然，这样定义的“无知算符”的

确是相加的，满足 − log(ρS1ρS2) =− log(ρS1)− log(ρS2)。

很容易验证，对于纯态密度算符的确有 − log(ρ) = 0。这是因为，纯态密度算符满足

ρ2 = ρ，从而 ρ 的任何幂次都依然等于 ρ。从而对于任何一个幂级数函数 f (x)，必有

f (ρ) = f (1)ρ。现在我们按照 − log(x) =− log(1+ x−1) 关于 x−1 的泰勒展开级数来定义

算符函数 − log(ρ), 从而当然就有 − log(ρ) =− log(1)ρ = 0。

下面我们可以将密度算符 ρ 中包含的无知定义为“无知算符”的期望值，称作冯诺伊
曼熵，简称熵，记为 S(ρ)，则

S(ρ) = ⟨− logρ⟩=−Tr
(
ρ logρ

)
. (12.39)

显然，S(ρ) 也是所有 −ρ logρ 本征值之和，从而也有

S(ρ) =−∑
a

pa log(pa). (12.40)

这正好是香农关于经典概率分布 {pa} 信息熵的表达式，经典信息熵衡量的是获取信息以
后能够消除的不确定性，换言之，信息熵衡量的正是获取具体信息之前我们对它的无知，

所以冯诺伊曼熵 S(ρ) 的确衡量的是无知。很明显，

S(ρ)≥ 0, (12.41)

等于号仅当 ρ 为纯态密度算符时才能取到。

另外，假设系统的希尔伯特空间为 D 维，即 (12.40) 式中的指标 a = 1,2,3, ...,D。则

由 (12.40) 式可以证明，

S(ρ)≤ logD. (12.42)

等于号当且仅当 pa = 1/D 时成立，这时候的密度算符为

ρ =
1
D ∑

a
|a⟩⟨a|= 1

D
·1. (12.43)

这当然是一个混态密度算符，相应的混态称之为最大混态。

2因为 ρ 的本征值 0≤ pa ≤ 1, 所以恒有 − log(ρ) 的本征值 − log(pa)≥ 0。
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对于一个由 A 和 B 两部分组成的封闭系统，它的整体 (我们记作系统 AB) 必定处于
一个纯态，我们可以对它进行施密特分解，进而能够导出前面的 (12.17) 式和 (12.18) 式,
即 A 和 B 两个子部分的密度算符 ρA,ρB 分别为

ρA = ∑
a

pa|a⟩A⟨a|, ρB = ∑
a

pa|a⟩B⟨a|. (12.44)

从而必有

S(ρA) =−∑
a

pa log(pa) = S(ρB). (12.45)

即两个通过纠缠形成一个整体纯态的 A,B 系统，其两个子部分的冯诺伊曼熵是相等的。正

因为这个美妙的性质，人们常常将这种情况下子部分的冯诺伊曼熵看成是对两体纠缠度的

一种衡量。

假设 A，B 两部分的希尔伯特空间维数相等，均为 D。那前面关于最大混态的讨论告

诉我们，两体纠缠度最大为 logD，这时候 pa =
1
D , 从而根据施密特分解，AB 整体的量子

态 |ψ⟩ 为

|ψ⟩= 1√
D ∑

a
|a⟩A|a⟩B. (12.46)

由于纠缠度最大，这被称为最大纠缠态。

凹性

前面我们说过，一个系统所有可能密度算符的集合是一个凸集，因此冯诺伊曼熵 S(ρ)
就是这个凸集上的函数，实际上，它是一个凹函数。为了证明这一点，任取两个不同的密

度算符 ρ1, ρ2，然后构造 ρ(t) = tρ1 +(1− t)ρ2, 0≤ t ≤ 1，我们要证明的是 d2

dt2 S(ρ(t))≤ 0。

为此，我们首先注意到
d
dt

S(ρ(t)) =−Tr
(
ρ̇ logρ

)
. (12.47)

又注意到

logρ =
∫ ∞

0
ds
( 1

s+1
− 1

s+ρ(t)
)
. (12.48)

再注意到 ρ̈(t) = 0，则有

d2

dt2 S(ρ(t)) =−
∫ ∞

0
dsTr

(
ρ̇

1
s+ρ(t)

ρ̇
1

s+ρ(t)

)
. (12.49)

注意这个积分式的被积函数具有 Tr(A2) 的形式，式中 A = (s+ρ(t))−1/2ρ̇(s+ρ(t))−1/2 为

厄密算符，所以 A2 必定是正定算符，从而 Tr(A2)≥ 0，从而即有 d2

dt2 S(ρ(t))≤ 0。

由凹函数的熟知性质，我们有

∑
i

piS(ρi)≤ S(∑
i

piρi). (12.50)

式中 0≤ pi ≤ 1, 且 ∑i pi = 1。即是说，将多个密度算符“混”起来会增加冯诺伊曼熵。这

个熵的增量通常称作 Holevo 信息，记作 χ

χ = S(∑
i

piρi)−∑
i

piS(ρi). (12.51)
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12.3.2 相对熵

相对熵和互信息

假设一个量子系统实际由密度算符 ρ 描写，但是我们不知道，我们猜测了一个描写它
的密度算符 σ , 那我们这个猜测中额外包含的无知就应该是

S(ρ ∥ σ) = ⟨− logσ⟩−⟨− logρ⟩= Tr(ρ logρ−ρ logσ). (12.52)

式中 ⟨− logσ⟩ = −Trρ logσ 为我们的猜测中总共包含的无知，⟨− logρ⟩ 为系统密度算符
中原本包含的信息缺失，S(ρ ∥ σ) 也称作 σ 和 ρ 的量子相对熵。可以想见，量子相对熵
S(ρ ∥ σ) 这种额外的无知一定大于等于零 (等号当且仅当 σ = ρ 时才成立)，即

S(ρ ∥ σ)≥ 0, (12.53)

事实也的确如此，证明并不复杂，不过证明过程和我们将要进行的讨论关系不大，因此我

们推荐感兴趣的读者去阅读文献3。

特别的，假设我们考虑一个由 A 和 B 两个子系统组成的复合系统 AB，记 AB 的密度

算符为 ρAB,记 ρA = TrB(ρAB)为子系统 A的约化密度算符，ρB = TrA(ρAB)为子系统 B的约

化密度算符。当然，一般来说，由于相互作用，A和 B之间会存在关联，因此 ρAB ̸= ρA⊗ρB。

但是假设我们误以为 A 和 B 没有关联，并将 ρA⊗ρB 猜测为 AB 的密度算符 σAB

σAB = ρA⊗ρB. (12.54)

则我们这一猜测的额外无知为

S(ρAB ∥ σAB) = TrAB
(
ρAB logρAB−ρAB logσAB

)
= TrAB

(
ρAB logρAB−ρAB logρA−ρAB logρB

)
= SA +SB−SAB. (12.55)

式中 SA = S(ρA) 为 A 的熵, SB = S(ρB) 为 B 的熵, 而 SAB = S(ρAB) 为 AB 的熵。类似这样

的记号我们后面还会用，将不再进行说明。人们通常称 SA +SB−SAB 为 A 和 B 的量子互

信息，记为

I(A,B) = SA +SB−SAB. (12.56)

则 S(ρAB ∥ σAB)≥ 0 就意味着量子互信息总是大于等于零的，即

I(A,B) = SA +SB−SAB ≥ 0. (12.57)

不过，值得说明的是，量子互信息这个概念完全是类比于经典信息论中的互信息概念

而引入的，但它其实并没有经典互信息的内涵。正因为如此我们这里才没有介绍经典互信

息的具体含义。另外，不等式 (12.57) 有时候也称之为熵的次可加性 (subadditivity)。

3A Mini-Introduction To Information Theory, Edward Witten，arXiv:1805.11965[hep-th]
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相对熵的单调性

令人吃惊的是，Lieb 和 Ruskai 还证明量子相对熵具有一种强大的单调性，不过这个
证明很难，因此我们这里不会讨论，感兴趣的读者可以阅读原始论文4, 或者查阅量子信息
方面的专业书籍。

为了说清楚什么是量子相对熵的单调性，我们还是考察一个由 A,B 两部分组成的系
统，记为系统 AB, 假设它有两个密度算符 ρAB 和 σAB, 记 ρA = TrBρAB, σA = TrBσAB 为相

应的两个在 A 上的约化密度算符。量子相对熵的单调性说的是

S(ρAB ∥ σAB)≥ S(ρA ∥ σA). (12.58)

即对一个系统的一部分求迹 (称作部分迹) 会降低量子相对熵。
不妨让我们给出对 (12.58) 式的一个直观理解 (不是证明！)，其实这个式子说的无非

是，当将我们对一个大系统 (这里即 AB 系统) 密度算符的猜测用于它的一部分 (这里即是
A 部分) 时，我们的额外无知将单调减少。直观上这当然很好理解，难的是证明。

下面我们将量子相对熵的这种单调性用于一个三部分的系统 ABC, 设其密度算符为
ρABC，当然我们有约化密度算符 ρA = TrBCρABC, ρBC = TrAρABC。我们再引入第二个密度算

符

σABC = ρA⊗ρBC. (12.59)

这样我们就可以计算 S(ρABC ∥ σABC) 了，

S(ρABC ∥ σABC) = S(ρABC ∥ ρA⊗ρBC) = I(A,BC) = SA +SBC−SABC. (12.60)

为了应用单调性，现在我们对 C 求迹，从而有

ρAB = TrCρABC, σAB = TrCσABC = ρA⊗ρB. (12.61)

因此我们又可以计算求完迹以后的 S(ρAB ∥ σAB)，

S(ρAB ∥ σAB) = S(ρAB ∥ ρA⊗ρB) = I(A,B) = SA +SB−SAB. (12.62)

量子相对熵的单调性告诉我们

S(ρABC ∥ σABC)≥ S(ρAB ∥ σAB). (12.63)

从而我们可以得到

SAB +SBC ≥ SB +SABC. (12.64)

这个不等式称作熵的强次可加性 (strong subadditivity)。

4E. H. Lieb and M. B. Ruskai,“Proof Of The Strong Subadditivity Of Quantum Mechanical Entropy,”
J. Math. Phys. 14 (1973) 1938.
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强次可加性有一些有趣的等价形式，比方说，假设我们对 ABC 系统引入一个辅助的

D 部分，使得密度算符 ρABC 在这个 ABCD 系统中被纯化，则利用我们前面证明过的美

妙性质 (12.45)，我们将有 SAB = SCD(将 ABCD 看成是由 AB 和 CD 两部分组成)，以及
SABC = SD (将 ABCD 看成是由 ABC 和 D 两部分组成), 则不等式 (12.64) 可以重写成

SCD +SBC ≥ SB +SD. (12.65)

习惯上人们会引入 S(C|D) = SCD−SD，以及 S(C|B) = SBC−SB 这两个量，称作条件熵，则

上面这个不等式又可以重写成

S(C|D)+S(C|B)≥ 0. (12.66)

这个式子告诉我们 S(C|D) 和 S(C|B) 这两个条件熵不能同时为负。
但是量子条件熵的确是可以取负值的，比方说，如果 AB 处于最大纠缠态 (当然是纯

态)，则 SAB = 0, 而 SB 达到最大，那这时候条件熵 S(A|B) = SAB− SB 当然就为负！因此

(12.66) 就告诉我们，C 不能与 D 和 B 两者同时处于最大纠缠态，这称为量子纠缠的单配

性 (monogamy of entanglement)。

12.4 开放系统以及热力学第二定律

12.4.1 开放系统的时间演化

我们知道，一个封闭量子系统随时间是幺正演化的，纯态 |ψ⟩ 将演化为 |ψ⟩ →U |ψ⟩，
式中 U 为幺正的时间演化算符。从而密度算符 ρ 将演化为

ρ →UρU†. (12.67)

幺正演化意味着概率和信息的守恒。但是，对于一个与环境相互作用的开放系统而言，其

信息可以不断泄露到环境中去，从而其演化就不可能是幺正演化。那么，该怎么讨论开放

系统的时间演化呢？

事实上，这时候我们可以把环境包括进来，将我们关心的系统看成 A 系统，而将环境

看成 B 系统，两者共同构成一个封闭的 AB 系统。下面当我们单独说到系统时，指的都是

我们关心的 A 系统，而对于 AB 整体，我们将称之为复合系统。

假设环境最初处于 |e0⟩ 态，而我们关心的系统最初处于 |ψ⟩ 态，两者没有纠缠。由于
整个复合系统是封闭的，所以复合系统将满足幺正演化，

|e0⟩|ψ⟩ →U
(
|e0⟩|ψ⟩

)
. (12.68)

下面我们取环境希尔伯特空间的一组正交归一矢量基 {|es⟩}，然后将复合系统的量子态
U
(
|e0⟩|ψ⟩

)
按这组基展开成

U
(
|e0⟩|ψ⟩

)
= ∑

s
|es⟩|ψs⟩. (12.69)
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注意，我们并没有说 |ψs⟩ 正交归一。下面我们引入一组作用在 A 系统上的算符 Es，定义

为 |ψs⟩= Es|ψ⟩，则

|e0⟩|ψ⟩ →U
(
|e0⟩|ψ⟩

)
= ∑

s
|es⟩Es|ψ⟩. (12.70)

利用 U 的幺正性，我们可以得到

∑
s

E†
s Es = 1. (12.71)

所以开放系统从初态到 t 时刻态的映射完全由这组算符 Es 决定。

将上面的推导照搬到密度算符上。假设系统初始的密度算符为 ρ，环境初始的密度算
符为 |e0⟩⟨e0|, 则整个复合系统初始的密度算符为这两者的乘积，不过，为了强调 ρ 只作用
在系统的希尔伯特空间，而 |e0⟩⟨e0| 只作用在环境的希尔伯特空间，我们常常将这个乘积
写成 |e0⟩⟨e0|⊗ρ，并简记为 ρ̂。则类似于上面的推导我们将有

ρ̂ → ρ̂ ′ =U ρ̂U† = ∑
s,s′
|es⟩⟨es′ |⊗EsρE†

s′ . (12.72)

由于我们并不关心环境，所以我们忽略它，即对环境的希尔伯特空间求迹，从而得到

ρ → TrB
(
ρ̂ ′
)
= ∑

s
EsρE†

s . (12.73)

我们常常把这个方程写作

ρ → E (ρ) = ∑
s

EsρE†
s , ∑

s
E†

s Es = 1. (12.74)

式中定义的映射 E 称作量子映射 (quantum map)，可以验证它将把密度算符映射到密度
算符，比方说很容易看出 Tr

(
E (ρ)

)
= Tr(ρ) = 1。反过来可以证明，任何将密度算符映射到

密度算符的线性映射，只要满足一些自然的条件，就必定可以表示成 (12.74) 的形式，这
就是所谓的 Kraus 表示定理，(12.74) 式中的 Es 就称作 Kraus 算符。(12.74) 式这样的量
子映射有时候又称作保迹全正映射 (trace preserving, completely positive (TPCP) map)。
很显然，封闭系统的时间演化只是 (12.74) 式的一个特例，这时候只有一个非零 Kraus 算
符，即幺正演化算符 U。

但是，一般来说，(12.74) 式的量子映射只是把初始时的密度算符 ρ 映射到 t 时刻的

密度算符 E (ρ)，它却不能用于考察任意 t 时刻的密度算符如何继续随着时间演化，这是

因为，在推导 (12.74) 式时我们有一个重要的假定，即最初的系统和环境没有关联，两者
的密度算符是直接乘积的关系。但这个条件却不适用于任意 t 时刻，因为随着系统与环境

的相互作用，一般来说 t 时刻系统和环境一定是纠缠和关联的。正因为如此，(12.74) 式其
实不能真正看作开放系统的时间演化方程。

刘维尔方程和 Lindblad 方程

为了真正得到一个开放系统的时间演化方程，我们现在假定环境是巨大的，就好像统

计物理中的恒温热源那样，以至于系统和环境的任何关联都会在某个非常短的微观时间尺
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度 τ 之内丧失。假定我们关心的是系统在远大于微观时间 τ 的宏观时间尺度上的演化。这
时候我们就可以推导出一个真正的时间演化方程。

根据上一段的假设，我们来考察密度算符在一个宏观无穷小时间间隔 δ t 上的演化，当

然，作为一个宏观时间，我们依然有 δ t≫ τ。按照假设，我们可以对任意初始时刻 t 利用

(12.74) 式，从而有相应的演化方程

ρ(t +δ t) = ∑
s

Es(t +δ t, t)ρ(t)E†
s (t +δ t, t). (12.75)

对于幺正演化的封闭系统 (它当然与环境没有关联)，我们只有一个非零 Kraus 算符，即
为时间演化算符，记作

E0(t +δ t, t) =U(t +δ t, t) = 1− iHδ t/h̄+ ... (12.76)

代入 (12.75) 式，即得到标准的刘维尔方程

h̄
dρ
dt

=−i[H,ρ]. (12.77)

对于与环境相互作用的开放系统，这时候就可能有许多非零 Kraus 算符。但是可以
设想，对于一个无穷小的 δ t，E0(t +δ t, t) 将依然是主要的，按照 δ t 进行泰勒展开依然有

E0(t +δ t, t) = 1+O(δ t)，不过当然，E0(t +δ t, t) 不再幺正，从而我们应该假设

E0(t +δ t, t) = 1− i
(
H− i

Γ
2
)
δ t/h̄+ ... (12.78)

式中 Γ 也是一个厄密算符。E0 的这一假设形式显然是受前面章节对不稳定态研究的启发。

其余 Kraus 算符都是次要的，我们假设它们 Em(t +δ t, t) = O(
√

δ t)，m = 1,2,3...。具

体来说，我们假设

Em(t +δ t, t) = Lm
√

δ t/
√

h̄+ ...,m = 1,2,3... (12.79)

由于 Kraus 算符要满足 ∑s E†
s Es = 1，从而我们有

−Γ+ ∑
m=1

L†
mLm = 0⇒ Γ = ∑

m=1
L†

mLm. (12.80)

将 Kraus 算符的这些展开形式代入时间演化方程 (12.75) 就有

h̄
dρ
dt

=−i[H,ρ]− 1
2
(
Γρ(t)+ρ(t)Γ

)
+ ∑

m=1
Lmρ(t)L†

m. (12.81)

这就是开放系统密度算符的时间演化方程，称作 Lindblad 方程，它可以看作是量子版本
的 Fokker-Planck 方程，其中的算符 Lm 称作 Lindblad 算符，它描写系统与环境的相互作
用。
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12.4.2 热力学第二定律

前面冯诺伊曼熵和量子相对熵的公式最后都是一个求迹，因此它们在幺正变换下都将

保持不变，以量子相对熵为例，在幺正变换 ρ → ρ ′ = UρU†, σ → σ ′ = UσU† 的作用下，

将有

S(ρ ′ ∥ σ ′) = S(ρ ∥ σ). (12.82)

特别的，一个封闭量子系统的时间演化就是一个幺正量子变换，因此，一个封闭量子系统

的冯诺伊曼熵和量子相对熵在时间演化下都将保持不变。

上面结论好像和我们熟悉的热力学第二定律相矛盾，其实不然，因为冯诺伊曼熵是所

谓的精细熵，而通常的热力学熵是一种粗粒化熵，孤立系统的精细熵保持不变，但是其粗

粒化熵是增长的，这就是热力学第二定律。这一节我们就是要对与一个大的恒温热源密切

接触的量子系统证明热力学第二定律。由于与恒温热源之间的能量和信息交换，这时候的

量子系统当然不是孤立系统，甚至也不是封闭系统，在统计物理中我们知道，这时候的热

力学第二定律其实表现为系统自由能随着时间的不断降低，这一节就是要证明这个结论。

由于我们要处理的不是封闭系统，所以需要用到量子映射。我们将要用到的关键结果

就是，量子相对熵在量子映射下单调降低。具体来说，假设 ρ 和 σ 为系统的两个密度算
符，在量子映射 E 之下，它们变换为

ρ → ρ ′ = ∑
s

EsρE†
s , σ → σ ′ = ∑

s
EsσE†

s . (12.83)

则我们有

S(ρ ∥ σ)≥ S(ρ ′ ∥ σ ′). (12.84)

为了证明这一点，我们回顾一下前面对量子映射的推导过程，首先我们需要将密度算符与

环境的 |e0⟩⟨e0| 乘起来，由于 |e0⟩⟨e0| 是一个纯态，熵是零，所以这一步对相对熵 S(ρ ∥ σ)

没有影响，第二步是对整个复合系统用幺正演化，根据前面所说，这一步也不会改变相对

熵，最后一步是对环境求部分迹，根据量子相对熵的单调性，这一步将使得量子相对熵单

调减少，因此综合起来我们就有 (12.84) 式。
下面我们取 σ 为与恒温热源达到热平衡时的密度算符，根据统计物理知识，

σ =
1
Z

e−βH , (12.85)

式中 β = 1/T , T 为恒温热源的温度，式中配分函数 Z 也可以写

Z = e−βF(σ), (12.86)

F(σ) 为这个热平衡态的自由能。

假设 ρ 为这个与恒温热源密切接触的系统任意时刻的密度算符。我们可以计算量子
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相对熵 S(ρ ∥ σ)，有

S(ρ ∥ σ) = ⟨− logσ⟩−S(ρ)

= ⟨βH⟩−βF(σ)−S(ρ)

= βE(ρ)−S(ρ)−βF(σ)

= β
[
F(ρ)−F(σ)

]
. (12.87)

式中 E(ρ) = ⟨H⟩= Tr(ρH)，而 F(ρ) = E(ρ)−T S(ρ) 为 ρ 态的自由能。
下面我们将与系统接触的恒温热源看成系统所处的环境，它的存在定义了一个量子映

射 E，由于热平衡态 σ 在这样的恒温环境下将保持不变，因此这个量子映射 E 将把 σ 映
射到 σ 本身。因此由 (12.84) 式和 (12.87) 式，我们即有

S(ρ ∥ σ)≥ S(ρ ′ ∥ σ)

⇒ β
[
F(ρ)−F(σ)

]
≥ β

[
F(ρ ′)−F(σ)

]
⇒ F(ρ)≥ F(ρ ′). (12.88)

也即是说，这个系统的自由能是随着时间递减的。这就完成了我们的证明。





13. * 狄拉克方程介绍

本章讲述狄拉克方程的最基本知识，包括狄拉克方程是如何引入的，以及狄拉克是如

何提出正电子的。

之后我们着重讲述了如何通过取狄拉克方程的非相对论近似得出正确的电子自旋磁

矩，以及导出正确的自旋轨道耦合项。这体现了复杂的物理效应如何可以从简洁的方程中

推导出来，充分体现了狄拉克方程的威力。
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我们知道电子有自旋，也许你常将自旋想象成一个小球绕着自身的转轴转动。这是自

旋的经典图像，然而电子的自旋是相对论量子力学的，经典的自旋图像并不能真正解释电

子的自旋，比方说，电子的自旋磁矩比按照经典图像算出来的磁矩大 2 倍。既然经典图像
不对，那么，电子的自旋是从哪儿来的呢？

电子自旋的起源，以及自旋磁矩的那个神秘的 2 倍都曾经让物理学家伤透了脑筋。令
人意想不到的是，纯粹从方程的数学之美出发，狄拉克得到了一个很简单的方程，从中自

动就能得出自旋，尤其是能够得出那个神秘的 2。这个方程就是著名的狄拉克方程。本章
是关于狄拉克方程的一个介绍，在本章中我们取 h̄ = 1,c = 1 的自然单位制。本章我们使

用求和约定，即对方程中重复出现的指标默认求和。

13.1 狄拉克方程

13.1.1 狄拉克方程的引入

让我们从单粒子的薛定谔方程开始，也就是

i
∂
∂ t

ψ(x, t) = Hψ(x, t). (13.1)

这个方程有两个最基本的特征，第一，这是一个线性偏微分方程，因此满足量子力学最基

本的原理，态的线性叠加原理。第二，这个方程里只出现时间的一阶导数，这使得我们可

以定义一个正定的守恒概率
∫

d3x|ψ(x, t)|2.
薛定谔在发表这个方程时取的是非相对论形式，也就是将哈密顿算符取成 H = p2

2m +

V (x), 其中 p =−i∇ 是粒子的动量算符。哈密顿算符对应的当然是粒子的能量，然而，考
虑到相对论以后，自由粒子的能量与动量之间的关系应该是

E2 = p2 +m2. (13.2)

因此，考虑到相对论，我们就应该将自由粒子哈密顿算符取成 H =
√

p2 +m2。这里涉及

到算符 p2 +m2 的开方，一个可行的定义是利用泰勒展开，但是这一方面会使得方程变得

丑陋，另一方面，在一般性的相对论情形下，算符 p2 与 m2 的大小可能相当，这样泰勒展

开就没有良好的数学定义。

看起来绕过这个困难的唯一办法是，放弃开方，直接使用相对论关系 (13.2)，也就是
说，将自由粒子薛定谔方程推广成 −(∂ 2/∂ t2)ψ(x, t) = (p2+m2)ψ(x, t)。这样一来我们得到
的就是一个关于时间的二阶微分方程。这就引起了新的问题，因为这样就破坏了原来薛定

谔方程所满足的第二条特征，这使得我们再也不能定义一个守恒并且正定的概率。而一个

正定的守恒概率，是整个量子力学理论的基石之一。

看起来往前往后都走不通，我们已经走投无路了！

然而，狄拉克意识到还有一条新的道路，一方面相对论当然要满足，但在另一方面方

程应该仅仅只含时间的一阶导数这个特征也应该保持。由于在相对论中时间和空间可以相

互转换，因此这两点结合起来的逻辑推论就是，我们应该让方程对于动量算符 (即对空间
的导数) 也是一阶的。而要保持一阶就必须将下面的开方开出来

H =
√

p2 +m2. (13.3)



13.1 狄拉克方程 425

这怎么可能呢？然而狄拉克说这是可能的，只要你放弃对普通的数的坚持，转入到奇

妙的反对易数世界里去，也就是像我们在讨论泡利算符时所做的那样。

现在，假定你已经将开方 (13.3) 开出来了，写成

H = α⃗ ·p+βm, (13.4)

这里的 α⃗ 和 β 就像四元数里的 i, j,k 一样，是抽象的代数。为了满足相对论的关系式

(13.2), 我们再将 (13.4) 两边平方，就得到

E2 = αiα j pi p j +m(αiβ +βαi)pi +m2β 2,

=
1
2
(αiα j +α jαi)pi p j +m(αiβ +βαi)pi +m2β 2. (13.5)

式中指标 i, j = 1,2,3。与 (13.2) 比较，我们发现 α⃗，β 必须满足下面的抽象代数，

αiα j +α jαi = 2δi j (13.6)

αiβ +βαi = 0,

β 2 = 1. (13.7)

β 和 α⃗ 的这种反对易代数很像四元数代数，两者同样奇妙，然而狄拉克得到的这个代
数并不是四元数代数，而是数学家研究过的另一种称为 Clifford 代数的东西。现在，利用
α⃗ 和 β 的 Clifford 代数，并注意到 (13.4), 我们就可以将自由电子的相对论波动方程写成，

i∂tΨ = (−i⃗α · ∂⃗ +βm)Ψ, (13.8)

这就是著名的狄拉克方程，它所描述的粒子我们称为狄拉克粒子，电子就是一个狄拉克粒

子，式中 ∂⃗ = ∇。由于相互不对易，式中的 α⃗, β 应该理解为与坐标和动量无关的算符，而
波函数 Ψ(x, t) 关于坐标变量是一个通常的波函数，但对于算符 α⃗, β 来说却应该理解成一
个狄拉克右矢。

如果我们定义概率密度 ρ(x, t) = Ψ†Ψ, 定义概率流密度

j = Ψ†α⃗Ψ. (13.9)

则利用 (13.8) 式容易验证下面的概率守恒方程

∂ρ
∂ t

+ ∂⃗ · j = 0. (13.10)

13.1.2 矩阵表示

从 (13.4)式容易看出，为了保证哈密顿算符的厄密性，⃗α 和 β 都应该是厄密算符，不
妨令 α4 = β , 则对于任何 a = 1,2,3,4，应该有

α†
a = αa. (13.11)

另外，α⃗ 和 β 的代数关系可以概括成

αaαb +αbαa = 2δab, a,b = 1,2,3,4. (13.12)
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即这四个厄密算符两两反对易，且每个厄密算符的平方都等于 1。我们可以将这些厄密算
符表示成矩阵，这一小节就是要具体解决什么样的矩阵能够表示它们？

首先，根据 (13.12) 的代数关系，这些厄密算符的平方都等于 1，因此它们只有 ±1 的

本征值，一般来说，每个本征值都可能有简并，我们首先要解决 +1 本征值和 −1 本征值

分别有几重简并。为此我们定义算符 αi j = αiα j, 根据 (13.12) 式，我们有

[α1,α12] = 2α2, [α2,α12] =−2α1. (13.13)

由此我们容易有 Tr(α1) = − 1
2 Tr([α2,α12]) = 0, Tr(α2) =

1
2 Tr([α1,α12]) = 0。类似的，利用

α34，我们也可以证明 Tr(α3) = Tr(α4) = 0。概括起来即有

Tr(αa) = 0, a = 1,2,3,4. (13.14)

因此每个 αa 的 +1 本征值的重数必定与 −1 本征值的重数相等，不妨设这个重数为 n，则

αa 的矩阵表示必定为 2n×2n 的厄密矩阵。

最简单的情形是 n = 1，即表示为 2×2 的厄密矩阵。我们知道，独立的 2×2 厄密矩

阵刚好有四个，3 个泡利矩阵，再加上单位矩阵，3 个泡利矩阵当然两两反对易，但是它
们都和第四个矩阵，即单位矩阵，对易。因此这就无法满足 4 个厄密矩阵两两反对易的要
求。所以 n = 1 不行。

实际上，能满足要求的最小 n 是 n = 2，相应的即是把 αa 表示成 4×4 厄密矩阵。不

妨让我们选取 β = α4 对角的表象，取前两个分量对应 +1 本征空间，后两个分量对应 −1

本征空间，即把 β 表示成

β =

(
1 0

0 −1

)
. (13.15)

式中 1 表示 2×2 的单位矩阵。由于 αi, i = 1,2,3 均与 β 反对易，所以它们的表示矩阵必
定为如下形式

αi =

(
0 v†

i

vi 0

)
, (13.16)

式中 vi 均为 2×2 矩阵。由于 αi 各自的平方等于 1，且两两反对易，我们容易有

v†
i v j + v†

jvi = viv
†
j + v jv

†
i = 2δi j. (13.17)

很显然，只要取 vi = v†
i = σi 就能满足这些要求，这里 σi 表示 3 个泡利矩阵。所以我们有

α⃗ =

(
0 σ⃗
σ⃗ 0

)
. (13.18)

式 (13.15) 和式 (13.18) 合起来就构成厄密算符 αa 最简单的矩阵表示。在这个表示下

自由粒子哈密顿算符 (13.4) 就是 4×4 的算符矩阵，

H =

(
m σ⃗ ·p

σ⃗ ·p −m

)
. (13.19)
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而相应的波函数 Ψ(x) 就应该表示成 4 分量的所谓旋量波函数。实际上，αa 的更高 n 值

的表示总可以约化成多个上述 4×4 矩阵的直和。所以我们只需考虑这种四分量表示就足

够了。

13.1.3 反粒子

假定我们考虑一个动量确定的自由狄拉克粒子，即考察动量本征态，这时候动量算

符 p 其实就取其本征值，我们依然记作 p, 所以现在 p 不再是算符了，而是普通的数。
但是，α⃗, β 依然是算符，所以这时候狄拉克粒子的哈密顿量 (13.4) 依然是算符。而由于
H2 = p2 +m2 为普通的数，所以，这样的动量本征态同时也是 H2 的本征态。很显然，在

这样的态空间上，H = α⃗ ·p+βm 可以取 ±
√

p2 +m2 这两个不同的本征值。注意，这也就

是说，狄拉克粒子可以处于本征值为 −
√

p2 +m2 这样的负能态。

所以狄拉克方程存在负能量态，它的能量本征值没有下界。通常来说，这是一个很大

的问题，因为能量最低原理告诉我们，粒子总是更喜欢待在能量更低的态上。如果一个系

统的能量本征值没有下界的话，那粒子就会持续不断地往更低的能态跃迁，这样的系统就

不可能稳定存在。

为了解决这个问题，狄拉克注意到电子是一个费米子，它的每一个能态上只能占据一

个电子，狄拉克想象所有的负能态都已经被电子占据满了，即是说真空其实是一片填满负

能电子的海洋，称为狄拉克海。由于负能电子都被占满了，所以真空中的电子就不再能够

向负能态跃迁了，它只能待在正能态上，这样就解决了稳定性问题。

奇妙的是，狄拉克进一步想象负能海中的某个电子被激发到了正能态。这时候真空中

就产生了两种结果，一是多出了一个正能电子，二是负能海空出了一个未被占据的态，称

之为空穴。负能海填满了电子当然带负电，但作为一种时空背景，我们无法感受到这个负

能海的电荷。但是，如果负能海空出了一个态，那在我们的感受中，这个空穴就应该表现

为正电荷！而且由于空穴是空出来的一个电子态，所以它在负能海中移动时其惯性应该和

电子一样。即是说空穴也会表现出一个质量，并且和电子的质量一样。这就是说，负能海

中的空穴在所有方面的表现都和电子一样，除了电荷相反，是正电荷。因此我们完全可以

把负能海中的空穴当成是一种基本粒子，由于电荷相反，狄拉克称之为正电子。所以激发

负能海的结果就是在真空中产生了一对粒子，电子和正电子。反过来，假设我们把正电子

和电子放在一起，则由于正电子是空穴，所以这时候正能的电子就会向下跃迁到这个空穴

上，留下一个填满的负能海真空，同时辐射出光子。我们称这个过程为电子和正电子的湮

灭。

所以，电子和正电子可以成对产生，也可以成对湮灭！正电子除了电荷相反之外，其

它表现都和电子相同，通常我们称之为电子的反粒子。正电子这种反粒子的存在是狄拉克

的一个伟大预言，而它很快就在实验中观测到了！不仅电子有反粒子，实际上一切微观粒

子都有反粒子，不过有些粒子，比如光子，由于完全中性，不带任何荷，所以它的反粒子

其实就是它本身。不过，系统地处理反粒子的问题需要用到量子场论。



428 Chapter 13. * 狄拉克方程介绍

13.1.4 协变形式

狄拉克方程更常见的写法是这样的，我们定义 γ0 = β , γ i = βαi, 它们组成一个四维时
空的矢量 γµ，µ = 0,1,2,3，这样 (13.8) 就可以重写成

(iγµ∂µ −m)Ψ = 0. (13.20)

式中 ∂µ = ∂
∂xµ = (∂t , ∂⃗ ), xµ = (t,x) 为坐标四矢量。现在 γµ 满足如下 Clifford 代数，

γµγν + γνγµ = 2ηµν , (13.21)

式中 ηµν = diag{1,−1,−1,−1}为四维闵可夫斯基时空的度规张量，而任何形如 aµbµ 的式

子其实都可以理解成 ηµνaµbν。很容易看出来，如果在方程 (13.20)的左边乘上 (iγµ∂µ +m),
那么得到的就是克莱因-戈登方程 (∂ µ∂µ +m2)Ψ = 0, 因此，狄拉克方程可以看成是克莱因-
戈登方程的开方。

习惯上常常定义 Ψ = Ψ†γ0, 则很显然概率密度 j0 = ρ 可以重写成

j0 = Ψ†Ψ = Ψγ0Ψ. (13.22)

而概率流密度则可以重写成

j = Ψ†α⃗Ψ = Ψγ⃗Ψ. (13.23)

概率密度和概率流密度合起来构成一个洛伦兹四矢量 jµ，

jµ = ΨγµΨ. (13.24)

而概率守恒方程则可以写成如下协变形式

∂µ jµ = 0. (13.25)

注意，γ0 是厄密的，而 γ i 则反厄密，即 γ⃗† = (βα⃗)† = α⃗†β † = α⃗β =−βα⃗ =−γ⃗。关于
这些 gamma 矩阵，除了上一段所用的表象之外，还有一个常用的表象是取

γ0 =

(
0 1

1 0

)
, γ⃗ =

(
0 σ⃗
−σ⃗ 0

)
. (13.26)

读者很容易验证这样的选取方式的确满足代数关系 (13.21)。为了看清楚这是一个什么表
象，我们不妨计算 γ5 = γ0γ1γ2γ3，很容易得到

γ5 =

(
i 0

0 −i

)
, (13.27)

式中 i 表示 2×2 的常数矩阵。很显然，这个表象是 γ5 的对角表象。γ5 是一个反厄密算

符，其平方为 −1，±i 是它的本征值。我们可以将四分量的旋量波函数按照 γ5 的本征值

进行分解，对应本征值 i 的旋量叫左手旋量，对应本征值 −i 的旋量叫右手旋量。
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13.2 从狄拉克方程到自旋磁矩以及 LS 耦合

这一节我们将通过取狄拉克方程的非相对论近似导出正确的电子自旋磁矩，以及正确

的自旋轨道耦合。为此，请读者回想一下我们在第三章第 3.4 节中的有关讨论。在那里我
们看到，从自旋 1/2 带电粒子的泡利哈密顿量出发我们能得到正确的电子自旋磁矩，但问
题是，为什么有泡利哈密顿量呢？本节我们将看到，泡利哈密顿量其实是狄拉克方程的非

相对论近似结果。不仅如此，我们还将看到，进一步研究这个非相对论近似还能导出正确

的自旋轨道耦合。

13.2.1 有效哈密顿量方法回顾

为了讲清楚狄拉克方程的非相对论近似，我们先来回顾一下第五章第 5.2 节中讨论过
的有效哈密顿量方法。根据 5.2 节的讨论，如果我们能将矩阵按照 1 和 2 两个子空间进行

正交分解，则对于一个如下算符矩阵形式的哈密顿量 H,

H =

(
H11 H12

H21 H22

)
, (13.28)

(式中子矩阵 H11,H12,H21,H22 同时也是算符), 我们可以将其本征矢量 Ψ 按照两个子空间
分解成

Ψ =

(
ψ1

ψ2

)
. (13.29)

通过消去子空间 2 里的分量 ψ2，我们可以得到子空间 1 里的有效哈密顿量 Heff(E)

Heff(E) = H11 +H12
1

E−H22
H21, (13.30)

并将原来的本征方程 HΨ = EΨ 转换成子空间 1 里的有效本征方程

Heff(E)ψ1 = Eψ1. (13.31)

由于狄拉克方程中 β 乘在静止能量 m 上，它的本征值反映的是粒子的静止能量本征

值，而非相对论极限下静止能量远大于动能。因此下面我们的基本思路就是取 β 的本征值
为 1 的本征空间为子空间 1，本征值为 −1 的本征空间为子空间 2，然后将狄拉克方程的
哈密顿算符分解成 (13.19) 这种形式，将四分量狄拉克旋量相应分解成如下形式

Ψ =

(
u

v

)
, (13.32)

u,v 均为两分量旋量波函数。然后再通过消去静止能量本征值为负的 v(x) 分量推导出通常
的正静止能量分量 u(x) 所满足的有效本征方程。
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13.2.2 泡利哈密顿量

为了得到电子磁矩，我们需要加上磁场，然后考察电子自旋与磁场的耦合。电子与磁

场的耦合可以通过将动量算符 p 替换成力学动量算符 π⃗ = p−qA 来得到，这里 A 为电磁
场矢量势，q =−e 为电子电量。这样替换以后，相对论电子的哈密顿量 (13.19) 就变成了，

H =

(
m σ⃗ · π⃗

σ⃗ · π⃗ −m

)
. (13.33)

按照 (13.30) 式，β = 1 的本征子空间里的有效哈密顿量 Heff(E) 为

Heff(E) = m+
(σ⃗ · π⃗)2

E +m
. (13.34)

相应的有效本征方程为 [
m+

(σ⃗ · π⃗)2

E +m

]
u(x) = Eu(x). (13.35)

在非相对论近似下，能量本征值的零级近似为静止能量 m, 记相应的非相对论修正为
ε,将能量的零级近似 m代入方程 (13.35)左边，则右边就可以给出非相对论修正 E =m+ε，
很显然 [(σ⃗ · π⃗)2

2m

]
u(x) = εu(x). (13.36)

因此

(σ⃗ · π⃗)2

2m
=

[⃗σ · (p−qA)]2

2m
(13.37)

就是电子在磁场中的非相对论哈密顿量。很显然，这正是泡利给出来的泡利哈密顿量，前

面第三章 3.4 节中我们已经看到，这个哈密顿量能够给出正确的电子自旋磁矩。所以，对
电子自旋磁矩那个 2 倍因子的正确解释最终需要用到狄拉克方程，它是狄拉克方程自动的
一个结果。

13.2.3 LS 耦合

下面我们进一步假设有一个电势 ϕ(x) 作用在电子上，则相对论电子的哈密顿量就应
该写成

H =

(
m σ⃗ · π⃗

σ⃗ · π⃗ −m

)
+qϕ(x) ·1 =

(
m+qϕ σ⃗ · π⃗

σ⃗ · π⃗ −m+qϕ

)
. (13.38)

式中 qϕ 为电势能。则 β = 1 的本征子空间里的有效哈密顿量 Heff(E) 现在就应该为

Heff(E) = m+(σ⃗ · π⃗) 1
E +m−qϕ

(σ⃗ · π⃗). (13.39)

相应的有效本征方程就是[
m+(σ⃗ · π⃗) 1

E +m−qϕ
(σ⃗ · π⃗)

]
u(x) = Eu(x). (13.40)
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为了取非相对论近似，令 E = m+ε, 对静止能量的修正 ε 来自于动量 π⃗ 和电势能 qϕ。
注意到

1
E +m−qϕ

=
1

2m(1+ ε−qϕ
2m )

≃ 1
2m

(1− ε−qϕ
2m

), (13.41)

代入上面的 (13.40) 式，并将所有的 ε 项移到方程右边，则有

[
qϕ +

(σ⃗ · π⃗)2

2m
+

q
4m2 (σ⃗ · π⃗)ϕ(σ⃗ · π⃗)

]
u(x) = ε

[
1+

1
4m2 (σ⃗ · π⃗)

2]u(x). (13.42)

我们想把修正能量 ε 看成是某个厄密哈密顿量 H ′ 的本征值，但是上面这个方程显然不具

有这种定态薛定谔方程的形式，为了将之改写成这种形式，我们重新定义一个两分量旋量

波函数 ψ(x)，

ψ(x) =
[
1+

1
8m2 (σ⃗ · π⃗)

2]u(x). (13.43)

并利用 (忽略 π⃗/m 的四次方阶)

[
1+

1
4m2 (σ⃗ · π⃗)

2]≃ [1+ 1
8m2 (σ⃗ · π⃗)

2]2
[
1− 1

8m2 (σ⃗ · π⃗)
2][1+ 1

8m2 (σ⃗ · π⃗)
2]≃ 1. (13.44)

则我们就能把方程 (13.42) 改写成标准的

H ′ψ(x) = εψ(x), (13.45)

式中厄密哈密顿量 H ′ 为

H ′ ≃
[
1− 1

8m2 (σ⃗ · π⃗)
2][qϕ +

(σ⃗ · π⃗)2

2m
+

q
4m2 (σ⃗ · π⃗)ϕ(σ⃗ · π⃗)

][
1− 1

8m2 (σ⃗ · π⃗)
2].

展开上面 H ′ 的表达式就能得到

H ′ = qϕ +
(σ⃗ · π⃗)2

2m
+

q
8m2 (σ⃗ · π⃗)

[
ϕ , σ⃗ · π⃗

]
+

q
8m2

[
σ⃗ · π⃗,ϕ

]
(σ⃗ · π⃗)+ .... (13.46)

省略号表示 π⃗/m 的四次方项和更高次项。利用

[⃗π,ϕ ] = [p,ϕ ] =−i∇ϕ , (13.47)

可以进一步得到

H ′ = qϕ +
(σ⃗ · π⃗)2

2m
+

iq
8m2

[
(σ⃗ · π⃗)(σ⃗ ·∇ϕ)− (σ⃗ ·∇ϕ)(σ⃗ · π⃗)

]
+ ... (13.48)

利用恒等式

(σ⃗ · F⃗)(σ⃗ · G⃗) = (F⃗ · G⃗)+ i⃗σ · (F⃗× G⃗), (13.49)
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又可以得到 (注意 (∇ϕ)× π⃗ =−π⃗× (∇ϕ))

H ′ = qϕ +
(σ⃗ · π⃗)2

2m
+

iq
8m2

[
π⃗ · (∇ϕ)− (∇ϕ) · π⃗

]
− q

4m2

[
π⃗× (∇ϕ)

]
· σ⃗ + ...

= qϕ +
(σ⃗ · π⃗)2

2m
+

q
8m2 ∇2ϕ − q

4m2

[
π⃗× (∇ϕ)

]
· σ⃗ + ... (13.50)

或者也可以记 qϕ(x) =V (x) 为电势能，记 σ⃗/2 = S 为自旋算符，进而将 H ′ 写成

H ′ =V (x)+
(σ⃗ · π⃗)2

2m
+

1
2m2

[
(∇V )× π⃗

]
·S++

1
8m2 ∇2V + ... (13.51)

通过量纲分析恢复常数 h̄ 和 c，则 (13.51) 就应该是

H ′ =V (x)+
(σ⃗ · π⃗)2

2m
+

1
2m2c2

[
(∇V )× π⃗

]
·S++

h̄2

8m2c2 ∇2V + ... (13.52)

相比于泡利哈密顿量，(13.52) 右边多出两项，其中 h̄2

8m2c2 ∇2V 是所谓的达尔文振颤项，

它来自于电子不是经典粒子，它的位置会在康普顿波长 h̄/(mc) 的范围内随机振颤，达尔

文项就是这种振颤导致的能量修正。而 (13.52) 右边的

1
2m2c2

[
(∇V )× π⃗

]
·S (13.53)

描写的就是自旋轨道耦合。特别的，假设忽略磁场，从而 π⃗ = p，并且考察中心力场, 从而
V 仅仅依赖于径向半径 r, 即有 ∇V = er

∂V
∂ r = x

r
∂V
∂ r , 则这一自旋轨道耦合项就可以重写成

1
2m2c2

[x
r

∂V
∂ r
×p
]
·S =

1
2m2c2

1
r

∂V
∂ r

L ·S, (13.54)

式中 L = x×p 是电子的轨道角动量算符。对于氢原子 V (r) = − e2

4πε0r , 从而容易得到相应
的自旋轨道耦合项为

e2

8πε0

1
m2c2r3 L ·S. (13.55)

之所以有这样的自旋轨道耦合项，是因为从电子的角度来看，是氢原子核在围绕着它

转动，这种转动会在电子位置产生一个磁场，这个磁场正比于轨道角动量 L, 电子的自旋
磁矩会和这个磁场耦合，这就产生了自旋轨道耦合，简言之，这一项来源于电子自旋磁矩

与它感受到的磁场的耦合。但是，想从这一物理图像得到系数完全正确的自旋轨道耦合项，

人们必须考虑到一个相对论效应，即所谓的 Thomas 进动，否则结果会大了两倍。狄拉克
方程由于本身是相对论的，将它取非相对论近似时，Thomas 进动的相对论效应自动就包
含进来了，所以我们上面才能导出正确的自旋轨道耦合。



14. 附录: 线性代数概要

这个数学附录的内容是为了帮助初学者理解线性代数的基本概念和思维方式，并不是

要给出完备的严格数学证明。因此下面讲述的很多内容在数学严格性上肯定是有待补充

的。

14.1 向量空间

通常的三维空间 R3 由如下有序三元实数组构成

R3 = {[x,y,z] : x,y,z ∈ R}.

我们可以记 x = [x,y,z]，称之为 R3 空间的向量，任取 x1 = [x1,y1,z1], x2 = [x2,y2,z2]，我们

可以定义向量的加法，x1 + x2 = [x1 + x2,y1 + y2,z1 + z2]。显然，这样定义的向量加法满足

加法交换律和结合律。同时我们还可以定义标量乘法 λx = [λx,λy,λ z],λ ∈R。显然，它满
足分配律，即 λ (x1 +x2) = λx1 +λx2。

类似的代数结构我们也可以在 n 维复空间 Cn 中发现，Cn 由如下有序 n 元复数组构

成

Cn = {[x1,x2, ...,xn] : x1,x2, ...,xn ∈ C}.

记 x = [x1,x2, ...,xn], y = [y1,y2, ...,yn], 称为 Cn 中的两个向量。类似地可以定义向量加法，

x+y = [x1 + y1,x2 + y2, ...,xn + yn], 很显然，它同样满足交换律和结合律。同样可以定义标
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量乘法，λx = [λx1,λx2, ...,λxn]，不过现在标量 λ ∈C。很明显，这样的标量乘法也满足分
配律。

利用向量的加法和标量乘法，我们很容易将 k 个向量线性组合起来，得到一个新的向

量，

x = c1x1 + c2x2 + ...+ ckxk.

式中向量 x 就是 x1,x2,...,xk 的线性组合。可以进行任意的线性组合就是向量的核心特征。

反过来，具有这个特征的东西都叫向量。

比方说我们考察 [0,1] 区间上的连续复数值函数，我们把所有这些函数的集合记为

C[0,1]。任给 f (x),g(x)∈C[0,1]，很显然我们可以定义一个新的 C[0,1] 集合内的函数 ( f +g)(x),
( f + g)(x) = f (x)+ g(x)。这就给 C[0,1] 集合内的函数定义了加法，它显然满足交换律和结

合律。我们也可以定义标量乘法, (λ f )(x) = λ f (x)，它显然满足分配律。有了这两种运算，

我们就可以把 C[0,1] 内的函数任意线性组合，比方说 c1 f1(x)+ c2 f2(x)+ ...+ ck fk(x) 显然还

是 C[0,1] 内的函数，c1,c2, ...,ck 就是组合系数，按照标量乘法的定义，它们当然都是普通的

复数。可见，我们完全可以把 C[0,1] 内的函数称作向量！

把这些要素抽象出来，我们就可以给出向量空间的一般性定义：向量空间 V 是一个

集合，它里面的元素 (我们称作向量) 可以是任何东西，只要这些东西之间定义了加法和
标量乘法运算，并且这些运算满足交换律、结合律以及分配律。简言之，只要这些东西可

以进行任意的线性组合，组合系数是普通的数。当然，还有很重要的一条，无论如何线性

组合，结果依然得是集合 V 中的一个向量，也即是说，集合 V 在加法和标量乘法运算下

得具有封闭性。

向量和向量空间是抽象的。然而读者通常都能按照 3 维空间里面的我们从高中就已经
熟悉的普通向量来想象它们，因为不管向量空间多么抽象，它和 3 维向量空间都有同样的
本质，那就是里面的向量可以任意线性组合。所以，通常人们也把向量空间称作线性空间。
既然向量是抽象的，我们最好给它们发明一个通用的抽象的记号。我们把向量记作 |ψ⟩，

读作向量 ψ。比方说在前面的 R3 空间情形，|ψ⟩ 就是三元组 [x,y,z]，所以 |ψ⟩ = [x,y,z]。

在 Cn 情形，|ψ⟩= [x1,x2, ...,xn]。而在 C[0,1] 情形，|ψ⟩= f (x)。

在量子力学中我们关心的都是组合系数为复数的向量空间，称为复向量空间。根据向

量空间的定义，对于任何复向量空间 V，假如向量 |ψ1⟩, |ψ2⟩, ..., |ψk⟩ ∈V，则它们的任意复

系数线性组合也必属于 V，即

c1|ψ1⟩+ c2|ψ2⟩+ ...+ ck|ψk⟩ ∈V.

子空间与直和

如果向量空间 V 的一个子集 U 本身也是向量空间，即 U 本身就在加法和标量乘法下

保持封闭，则 U 就称为 V 的一个子空间。比如很容易验证 {[x1,x2,0] : x1,x2 ∈ C} 就是 C3

的一个子空间。同样，通常 3 维空间 R3 中任何一个过原点的平面也构成 R3 的一个子空

间。实际上，人们通常都可以把向量空间的子空间想象成“一个过原点的超平面”。
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设 U 和 W 均是向量空间 V 的子空间，并且如果对于 |u⟩ ∈U , |w⟩ ∈W，当且仅当

|u⟩= |w⟩= 0 时才满足 |u⟩+ |w⟩= 0。则我们就可以定义 U 和 W 的直和, 记为 U⊕W，它

也是 V 的子空间，U⊕W 的要点在于其里面的任何向量 |ψ⟩ 均可以唯一分解成如下形式

U⊕W = {|ψ⟩= |u⟩+ |w⟩ : |u⟩ ∈U, |w⟩ ∈W}.

这种分解的唯一性很容易证明，设另有 |u′⟩ ∈U , |w′⟩ ∈W 也满足 |ψ⟩ = |u′⟩+ |w′⟩, 则将
|ψ⟩ 的这两种分解方式相减就可以得到 (|u′⟩− |u⟩)+(|w′⟩− |w⟩) = 0，根据前面的假设必有

|u′⟩− |u⟩= 0, |w′⟩− |w⟩= 0，这就证明了分解的唯一性。

举个例子，假设向量空间 R3的两个子空间U 和W 的定义如下，U = {[x,y,0] : x,y∈R},
W = {[0,0,z] : z ∈ R}, 则 U⊕W = R3。

直和的概念当然可以推广。设 U1,U2, ...,Um 均是向量空间 V 的子空间，并且对于

|u1⟩ ∈U1, ..., |um⟩ ∈Um，当且仅当 |u1⟩= |u2⟩= ...= |um⟩= 0时才有 |u1⟩+ |u2⟩+ ...+ |um⟩= 0。

那么我们就可以定义这 m个子空间的直和，记为 U1⊕U2⊕ ...⊕Um。具体来说，U1⊕ ...⊕Um

也是 V 的一个子空间，它里面的向量可以唯一分解成如下形式

U1⊕ ...⊕Um = {|u1⟩+ |u2⟩+ ...+ |um⟩ : |u1⟩ ∈U1, ..., |um⟩ ∈Um}.

举个例子。设 U j 是 Cn 中除第 j 个坐标以外其余坐标全是 0 的那些向量所组成的子
空间，则 U1⊕U2⊕ ...⊕Un = Cn。

14.2 有限维向量空间

张成空间与线性无关

复向量空间 V 中的一组向量 |v1⟩, |v2⟩, ..., |vm⟩ 的所有可能线性组合所构成的集合称为
|v1⟩, |v2⟩, ..., |vm⟩ 的张成空间，记为 Span(|v1⟩, |v2⟩, ..., |vm⟩), 即

Span(|v1⟩, |v2⟩, ..., |vm⟩) = {c1|v1⟩+ c2|v2⟩+ ...+ cm|vm⟩ : c1,c2, ...,cm ∈ C}.

可以证明 Span(|v1⟩, |v2⟩, ..., |vm⟩) 是包含 |v1⟩, |v2⟩, ..., |vm⟩ 的最小子空间。
有限维向量空间就是可以由向量空间中一组有限数目的向量张成的向量空间。除了有

限维向量空间之外的向量空间都叫无限维的。虽然量子力学中的向量空间常常为无限维，

但其基本数学结构都可以从有限维的情况得到理解。因此，我们这个附录将主要限于讨论

有限维向量空间。而且，我们将主要讨论有限维复向量空间。

举个例子。很明显，由 n个向量组成的向量组 |e1⟩= [1,0, ...,0], |e2⟩= [0,1,0, ...,0], ..., |en⟩=
[0, ...,0,1] 张成了向量空间 Cn。

再举个例子，任何两个不超过 n次的复多项式的和依然是一个不超过 n次的复多项式，

所以所有不超过 n次的复多项式 p(z)的集合构成了一个复向量空间，定义这个向量空间的

向量 |p⟩= p(z)。很显然，这个向量空间可以由如下向量组张成，|0⟩= 1, |1⟩= z1, ..., |n⟩= zn。

这是因为，任何不超过 n 次的复多项式都可以写成 p(z) = c0 + c1z+ c2z2 + ...+ cnzn，用向

量的形式来写即是 |p⟩= c0|0⟩+ c1|1⟩+ c2|2⟩+ ...+ cn|n⟩。
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对于一组向量 |v1⟩, |v2⟩, ..., |vm⟩，如果 c1|v1⟩+c2|v2⟩+ ...+cm|vm⟩= 0, 当且仅当所有的
系数都为 0，即 c1 = c2 = ...= cm = 0,则我们就称 |v1⟩, |v2⟩, ..., |vm⟩ 线性无关。否则就称它们
线性相关。容易证明，如果 |v1⟩, |v2⟩, ..., |vm⟩ 线性无关，则任何 |u⟩ ∈ Span(|v1⟩, |v2⟩, ..., |vm⟩)
的线性组合形式 |u⟩= a1|v1⟩+a2|v2⟩+ ...+am|vm⟩ 都必定是唯一的。因为否则，假设 |u⟩ 另
有一种不同的线性组合 |u⟩= b1|v1⟩+b2|v2⟩+ ...+bm|vm⟩, 则将 |u⟩ 的两种线性组合相减就
会得到 (a1− b1)|v1⟩+(a2− b2)|v2⟩+ ...+(am− bm)|vm⟩ = 0, 其中组合系数不全为 0，但这
就和 |v1⟩, |v2⟩, ..., |vm⟩ 线性无关的假设矛盾了。
如果 |v1⟩, |v2⟩, ..., |vm⟩线性相关，那这就说明对于张成子空间W =Span(|v1⟩, |v2⟩, ..., |vm⟩)

来说，向量组 |v1⟩, |v2⟩, ..., |vm⟩ 有冗余, 我们完全可以从中删去某些向量，使得剩余的向量
依然能够张成 W。比方说，向量组 |e1⟩= [1,0], |e2⟩= [0,1], |e3⟩= [1,1]张成了向量空间 C2，

但是由于 |e1⟩+ |e2⟩− |e3⟩= 0，因此这个向量组是线性相关的，我们完全可以从中删除向

量 |e3⟩，剩下的 |e1⟩, |e2⟩ 依然张成了向量空间 C2。

所以对于张成一个固定的子空间来说，线性无关向量组是最小的向量组。由此我们可

以得到下面的概念。

基和维数

向量空间 V 的基是任何一组既线性无关又能张成 V 的向量，基中的每一个向量叫作基

向量。比方说，对于所有不超过 n次的复多项式所成的向量空间，|0⟩= 1, |1⟩= z1, ..., |n⟩= zn

就是它的一组基。再比方说，对于向量空间 Cn, |e1⟩= [1,0, ...,0], |e2⟩= [0,1,0, ...,0], ..., |en⟩=
[0, ...,0,1] 就是它的一组基。

根据基的定义我们知道，给定向量空间的一组基，则空间中任何向量都可以写成

这组基的线性组合形式，并且组合系数是唯一的。在有限维向量空间 V 上选定一组基

|e1⟩, |e2⟩, ..., |en⟩ 以后，V 中的任意向量 |v⟩ 就可以唯一性地用它的组合系数来表示。具体
来说，我们可以唯一性地将 |v⟩ 写成，

|v⟩= v1|e1⟩+ v2|e2⟩...+ vn|en⟩, (14.1)

式中 v1,v2, ...,vn ∈ C 为复组合系数。进一步将 (14.1) 式重写成

|v⟩= (|e1⟩, |e2⟩, ..., |en⟩)


v1

v2

...

vn

 , (14.2)

等式右边的表达式表示将行与列的各个分量对应地乘起来再求和，结果刚好由 (14.1) 式
给出。从 (14.2) 式我们很容易看出，向量 |v⟩ 可以唯一性地表示成列矢量 v =

( v1
v2
...
vn

)
。人们

也很容易验证，向量的加法就刚好对应相应列矢量的加法，向量的标量乘法就对应列矢量

的标量乘法。所以任何向量空间在取定基以后都可以表示成列矢量空间。正是在这个意义

上，我们完全可以将向量 |v⟩ 想象成一个列矢量。
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但是，一个向量空间的基本身不是唯一的。比方说，对于向量空间 Cn。|e1⟩= [1,0, ...,0], |e2⟩=
[0,1,0, ...,0], ..., |en⟩= [0, ...,0,1] 是它的一组基，但是将这组基中的第 n 个向量 |en⟩ 替换成
|e′n⟩= [0, ...,0,1,1] 结果依然是一组基。

然而由于基是最小的张成向量组，所以对于有限维向量空间来说，基矢量的数目是

唯一的。有限维向量空间 V 的基向量的数目就称为 V 的维数，记作 dim(V )。比方说，

dim(Cn) = n。

设 V 为有限维向量空间，再设它能分解成子空间 U1,U2, ...,Um 的直和，即 V = U1⊕
...⊕Um, 则可以证明

dim(V ) = dim(U1)+dim(U2)+ ...+dim(Um).

14.3 线性算符

向量空间 V 上的线性算符 T 就是 V 到自身的一个映射，T : V →V。对于 V 的任意

向量 |u⟩，T 将会把它映射到 V 的一个新向量 |v⟩，记作 |v⟩= T |u⟩，并将 T |u⟩ 读作算符 T

在向量 |u⟩ 上的作用。并且，这种作用得保持向量空间 V 的线性结构，即保持向量空间的

加法和标量乘法。具体来说就是，对于任意 |u⟩, |w⟩ ∈V , 必有

T (|u⟩+ |w⟩) = T |u⟩+T |w⟩.

另外，对于任意 λ ∈ C, |u⟩ ∈V，有

T (λ |u⟩) = λ (T |u⟩).

比方说，对于所有复多项式构成的向量空间，如下定义的运算 T 是一个线性算符，

T p(z)= zp(z),式中 p(z)为任意一个多项式，T 的作用是将这个多项式乘以 z，结果显然还是

一个多项式。同样，下面的求导运算 D也是复多项式向量空间上的线性算符，Dp(z) = d p(z)
dz 。

再比方说，容易验证下式定义的 T 是向量空间 C2 上的线性算符, T ([x,y]) = [2x−
y,7x+5y];x,y ∈ C。

有一个特殊的线性算符值得单独解释一下，那就是恒等算符，也叫做单位算符，我们

常常将它简记为 1，它在任何向量上的作用结果依然是这个向量本身，即 1|u⟩= |u⟩。
我们可以按照下面的式子分别定义两个线性算符 A, B 的和 A+B，以及它们的乘积

AB，

(A+B)|u⟩= A|u⟩+B|u⟩,

(AB)|u⟩= A(B|u⟩).

读者容易验证，A+B 和 AB 都依然是线性算符。

给定线性算符 T , 如果向量 |u⟩满足 T |u⟩= 0，则称之为算符 T 的零向量。很明显，如

果 |u⟩, |v⟩ 均为 T 的零向量，则 |u⟩+ |v⟩ 也为 T 的零向量，而 λ |u⟩ 这样的 |u⟩ 乘上标量常
数 λ 以后的向量也是 T 的零向量。也即是说，T 的所有零向量所构成的空间 Null(T ) 在
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加法和标量乘法下封闭。因此 Null(T ) 构成整个向量空间的一个子空间，称为算符 T 的零

空间。

比方说，由于常数的导数为 0，前面我们定义的作用在所有复多项式的向量空间上的
线性算符 D 的零空间就是 0 次多项式空间，即 Null(D) = {a : a ∈ C}。

对于线性算符 A，若存在某个算符 B，使得 AB = BA = 1，则我们说，A,B 互为逆算

符，记作 A = B−1, B = A−1。

如果算符 A有逆算符，我们就说它可逆。很容易证明，A可逆的必要条件是 Null(A) =

{0}。这是因为，如果 A可逆，则我们就可以用 A−1 去乘零向量的方程 A|u⟩= 0，从而得到

|u⟩= 0。实际上可以进一步证明，如果 A是有限维向量空间上的线性算符，则 Null(A) = {0}
其实是 A 可逆的充要条件。

线性算符与矩阵

在 n 维向量空间 V 上取定一组基 |e1⟩, |e2⟩, ..., |en⟩，注意到 V 中的任何向量都可以用

基向量来展开，进而设线性算符 A 在基向量上的作用结果可以用基展开为

A|e j⟩=
n

∑
i=1
|ei⟩ai j, j = 1,2, ..,n (14.3)

式中 ai j 为复组合系数，请注意式中 ai j 下标的顺序。人们常常将所有 ai j 排成一个矩阵，

记为 Â,

Â =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... ...

... ... ... ...

an1 ... ... ann

 .

由此我们很容易注意到 (14.3) 式 A|e j⟩ 的结果为，行 (|e1⟩, |e2⟩, ..., |en⟩) 与矩阵 Â 的第 j 列

各分量对应相乘并求和。进而我们就可以将 (14.3) 式重新写成

A(|e1⟩, |e2⟩, ..., |en⟩) = (A|e1⟩,A|e2⟩, ...,A|en⟩)

=(|e1⟩, |e2⟩, ..., |en⟩)


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... ...

... ... ... ...

an1 ... ... ann

 .

也即是说，取定了基以后，线性算符 A 可以唯一性地表示成矩阵 Â。

下面我们再来考察 A在向量 |v⟩上的作用 A|v⟩= |u⟩可以如何表示。为此我们将 |v⟩在
基中展开为 |v⟩= ∑n

j=1 v j|e j⟩，注意到 A|v⟩= A(∑n
j=1 v j|e j⟩) = ∑n

j=1 v jA|e j⟩= ∑n
j,i=1 |ei⟩ai jv j =

∑n
i=1(∑

n
j=1 ai jv j)|ei⟩。显然最后结果中的 (∑n

j=1 ai jv j) 为矩阵 Â 的第 i 行各分量与列矢量
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v =
( v1

v2
...
vn

)
各分量对应相乘并求和。记 ui = ∑n

j=1 ai jv j, 则有 A|v⟩= ∑n
i=1 ui|ei⟩= |u⟩, 其中


u1

u2

...

un

=


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... ...

... ... ... ...

an1 ... ... ann




v1

v2

...

vn

 .

很显然，最终的这个结果说明，取定了基以后，我们可以将向量表示成列矢量，将线性算

符表示成矩阵，而算符在向量上的作用就正好对应于矩阵与列矢量相乘！也正是在这个意

义上，我们可以粗略地将抽象的向量想象成列矢量，将抽象的线性算符想象成矩阵。

不仅如此，我们还可以证明，取定了基以后，线性算符的和可以表示成相应矩阵的和，

而线性算符的乘积可以表示成相应矩阵的矩阵乘积。

以算符乘积为例。假设有线性算符 A 和 B, 其中 A 在基向量上的作用如前所述，而

B 在基向量上的作用为 B|e j⟩ = ∑n
i=1 |ei⟩bi j，其中 bi j 为复矩阵 B̂ 的第 i 行第 j 列。则

AB|ek⟩ = A(B|ek⟩) = A(∑n
j=1 |e j⟩b jk) = ∑n

j=1 A|e j⟩b jk = ∑n
i, j=1 |ei⟩ai jb jk = ∑n

i |ei⟩(∑n
j=1 ai jb jk)。

进而根据算符与矩阵之间的对应关系我们可以知道，AB 乘积算符的矩阵 ÂB 的第 i 行第 k

列必为

(ÂB)ik =
n

∑
j=1

ai jb jk. (14.4)

这个方程告诉我们，矩阵 ÂB 的第 i 行第 k 列由矩阵 Â 的第 i 行各分量与矩阵 B̂ 的第 k

列各分量对应相乘并求和。通常人们把这个矩阵乘法规则归纳为如下方程

ÂB =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... ...

... ... ... ...

an1 ... ... ann




b11 b12 ... b1n

b21 b22 ... ...

... ... ... ...

bn1 ... ... bnn

= ÂB̂.

由此可见，算符的乘积正好表示成了相应矩阵的矩阵乘积。正是在这个意义上，我们有时

候会说，线性算符和矩阵本质上是一回事。

14.4 不变子空间、本征值与本征向量

为了更好地理解向量空间 V 上的线性算符 A, 我们常常将 V 分解为若干个真子空间

的直和，

V =U1⊕U2⊕ ...⊕Um. (14.5)

然后我们可以将算符 A 限制在某个真子空间 U j 上来考虑，记为 A|U j，它表示仅仅将 A 作

用在子空间 U j 内的向量上。这样做是因为，限制以后的 A|U j 往往会比原来的整个算符 A

更简单，更好理解。
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但是，A|U j 不一定是 U j 上的线性算符，也就是说，虽然 A|U j 作用在 U j 上，但它不

一定将 U j 映射到 U j 本身，有可能有某些 U j 里的向量会被映射到 U j 外面去！如果是这

种情形，那单独研究 A|U j 其实就没有任何简化。所以为了能真正简化问题，我们通常要求

上面分解出来的每一个 U j 在 A|U j 的作用下都封闭，即任何一个 U j 中的向量在 A 的作用

下都依然映射到 U j 中的某个向量。或者说，A|U j 将把 U j 映射到 U j。这时候，我们就称

这些子空间为算符 A 的不变子空间。可见，不变子空间的本质就是要在算符 A 的作用之

下保持封闭。

例如 Null(A) 就是 A 的一个不变子空间。这是因为，首先零向量 0 显然属于 Null(A)。

其次，根据 Null(A)的定义，对于任意 |u⟩ ∈Null(A)，必有 A|u⟩= 0 ∈Null(A)，从而 Null(A)

在 A 的作用下的确封闭。

对于某个非零向量 |v⟩，如果一维子空间 Uv = {c|v⟩ : c ∈ C} 是算符 A 的不变子空间，

那么就称向量 |v⟩ 为算符 A 的本征向量。根据不变子空间的定义，这时候必有 A|v⟩ ∈Uv，

从而也即是说，A|v⟩ 必定具有 λ |v⟩ 的形式，即

A|v⟩= λ |v⟩.

这个方程就称为算符 A 的本征方程，其中的 λ 就称为 A 的本征值。

当然我们也可以在向量空间上选定一组基，进而把一切都翻译成矩阵。比方说，取基

以后，我们可以将向量 |v⟩ 表示成列矢量 v，把算符 A 表示成矩阵 Â，那上面的本征方程

就可以表示成一个矩阵方程，Âv = λv，也即是
a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... ...

... ... ... ...

an1 ... ... ann




v1

v2

...

vn

= λ


v1

v2

...

vn

 .

人们也称这个方程为矩阵 Â 的本征方程。

我们可以把算符 A的本征方程改写成 (A−λ ·1)|v⟩= 0, 其中 |v⟩为非零向量。可见，λ
为算符 A 本征值的充要条件是，Null(A−λ ·1) 中包含有非零向量。对于有限维向量空间，
根据算符可逆的充要条件，这等价于 A−λ ·1 不可逆。所以，对于有限维向量空间，λ 为
算符 A 的本征值等价于 A−λ ·1 不可逆。
但是，给定一个本征值 λ，可能有多个线性无关的向量满足同样的本征方程。也即是

说，方程 (A−λ ·1)|v⟩ = 0 可能有多个线性无关的本征向量解。不过很显然，所有这些本

征向量解的全体就构成了 Null(A−λ ·1)，人们也常常称之为 A 的本征值为 λ 的本征空间，
记为 E(λ ,A)。因此，

E(λ ,A) = Null(A−λ ·1).

14.5 内积空间

内积
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对于高中学过的三维向量空间 R3 中的向量 x = [x1,x2,x3]，我们可以定义它的模长 |x|
为 |x|2 = x2

1 + x2
2 + x2

3。如果另有一个向量 y = [y1,y2,y3]，那我们还可以定义两个向量的内

积 x ·y 为 x ·y = x1y1 + x2y2 + x3y3。

推广到 n 维实向量空间 Rn 中的两个向量 x = [x1,x2, ...,xn] 和 y = [y1,y2, ...,yn], 我们可
以将它们的内积定义为 x ·y = x1y1+x2y2+ ...xnyn。特别的，x的模长 |x|定义为 |x|2 = x ·x。
但是，在量子力学中，我们主要关心的是复向量空间。对于最简单的复向量空间 Cn 中

的向量 z = [z1,z2, ...,zn] 和 w = [w1,w2, ...,wn] 我们需要把内积的概念推广成，w1z1 +w2z2 +

...+wnzn，式中 w 表示复数 w 的复共轭，有时候也写成 w∗。为什么要在内积的定义里面

多加一个复数共轭我们很快就会清楚。但很显然，这样定义以后，作内积的两个向量就不

完全对称了。我们可以利用前面发明的抽象向量记号 |z⟩= z, |w⟩= w来反映这种不对称性，
具体来说，我们将 |z⟩ 和 |w⟩ 的内积记为 ⟨w|z⟩，它由下式计算

⟨w|z⟩= w1z1 +w2z2 + ...+wnzn.

注意这个公式，我们需要对内积符号左边的那个向量进行复数共轭。

之所以将左边的向量加上一个复共轭，原因在于向量的模长由向量与其自身的内积确

定。而只有这样定义以后，向量 |z⟩ 的模长公式
∣∣|z⟩∣∣2 = ⟨z|z⟩ 才是一个大于零的正实数 (因

为复数 z 只有和它的复共轭 z 相乘结果才是正实数)。
将以上的例子作一个一般性的抽象，我们就可以在任何复向量空间 V 上定义内积运

算。所谓的内积，就是一个函数，它把 V 中的任何一对向量 |u⟩, |v⟩ 映射到一个复数 ⟨u|v⟩。
并且这个映射满足：(1). 正定性，即对于任何 |v⟩ ∈ V，⟨v|v⟩ ≥ 0, 等于号仅当 |v⟩ = 0 时

才成立。(2). 线性性，即 ⟨u|v⟩ 对于符号右边的向量来说是线性的。具体来说即是满足
⟨u|
(
c1|v1⟩+ c2|v2⟩

)
= c1⟨u|v1⟩+ c2⟨u|v2⟩。(3). 共轭对称性，即 ⟨u|v⟩∗ = ⟨v|u⟩。定义了内积

的复向量空间就称为内积空间。

对于高中学过的三维向量，我们知道，两个向量的内积为零又称作这两个向量正交。

这个概念同样可以推广到任何内积空间。如果 ⟨u|v⟩ = 0, 我们就称 |u⟩ 和 |v⟩ 正交。类似
的，类比于单位向量的概念，如果一个向量 |u⟩ 模长为 1，即满足 ⟨u|u⟩= 1，我们就说它

是归一的。

正交归一基与向量表示

对于一个有限维内积空间 V , 如果它的一组基 |e1⟩, |e2⟩, ..., |en⟩ 满足

⟨ei|e j⟩= δi j, i, j = 1,2, ...,n.

我们就称这一组基为正交归一基。这里克龙内克符号 δi j 当两个指标相同时取 1，不同时
取 0。
取定了正交归一基以后，我们就可以把向量 |v⟩ 展开成，|v⟩= ∑n

i=1 vi|ei⟩。通过利用正
交归一关系计算内积 ⟨ei|v⟩ 我们容易发现，

vi = ⟨ei|v⟩.
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由此我们也可以得到 v∗i = ⟨ei|v⟩∗ = ⟨v|ei⟩(利用了内积的共轭对称性)。
现在我们来考察 ⟨u|v⟩, 我们有 ⟨u|v⟩ = ⟨u|∑n

i=1 vi|ei⟩ = ∑n
i=1 vi⟨u|ei⟩, 假设把 |u⟩ 展开成

|u⟩= ∑n
i=1 ui|ei⟩，则利用 u∗i = ⟨u|ei⟩，我们可以得到

⟨u|v⟩=
n

∑
i=1

u∗i vi. (14.6)

前面我们已经知道，向量 |u⟩, |v⟩ 在基中可以分别表示为列矢量 u,v, 它们由下式给出

u =


u1

u2

...

un

=


⟨e1|u⟩
⟨e2|u⟩
...

⟨en|u⟩

 , v =


v1

v2

...

vn

=


⟨e1|v⟩
⟨e2|v⟩
...

⟨en|v⟩

 .

则很显然，上面的 (14.6) 式其实就是

⟨u|v⟩=
(

u∗1 u∗2 ... u∗n
)


v1

v2

...

vn

= u†v. (14.7)

式中 u† 表示列矢量 u 的复共轭再转置 (称之为厄密共轭)，它显然是行矢量。(14.7) 式告
诉我们，可以将内积符号左边的向量想象成一个行矢量，它是相应列矢量的厄密共轭。

基于以上观察，我们干脆可以定义一种左矢 ⟨u|，其定义就是

⟨u|= |u⟩†.

左矢可以想象成行矢量，是列矢量的厄密共轭。因此，内积运算最终的公式形式 (14.7) 就
是行矢量乘以列矢量。注意，行矢量在左边，列矢量在右边。

正交补空间

最后我们再给出一个简单的概念。设 V 为内积空间，U 为 V 的一个子空间。则 U 的

正交补空间也是一个子空间，记为 U⊥, 它的定义是

U⊥ = {|v⟩ ∈V :对每个 |u⟩ ∈U 均有 ⟨u|v⟩= 0}.

也即是说，U⊥ 由 V 中所有与 U 正交的向量构成。从而，整个向量空间 V 可以正交分解

成 U 和它的正交补 U⊥ 的直和，即

V =U⊕U⊥.

关于内积空间以及内积空间中的线性算符的更多讨论，由于和量子力学有直接的关

系，所以我们放在本书的正文中进行。
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